PEWNE ZASTOSOWANIA TEORII DYSTRYBUCJI I
RACHUNKU OPERATOROWEGO W TEORII ROWNAN
ROZNICZKOWYCH

WLADYSEAW KIERAT

Oliver Heaviside w latach 1893-1899 opublikowal trzytomowa monografie: Elek-
tromagnetic Theory, w ktérej przedstawil algebraiczna metode rozwiazywania pro-
bleméw elektrodynamiki. Heaviside nie podal przekonujacej argumentacji dla swojej
metody. Wielu matematykow wyrazalo zastrzezenia dotyczace poprawnosci teorii
Heavisidea, o czym $wiadczy nizej przedstawiony list.

Anonymous Fellow of the Royal Society to Sir Edmund T. Whittaker:

”"There was a sort of tradition that a Fellow to the Royal Society could print
almost anything in the Proceedings untroubled by referees: but then Heaviside had
published two papers on his symbolic methods, we felt the line had to be drawn
somewhere, so we put a stop to it.”

Celem tej notatki jest przedstawienie pojeé i twierdzen teorii rownan réznicz-
kowych, na powstanie ktérych miaty wplyw idee Heavisidea. Istnieja trzy istotnie
rézne sposoby uzasadniania poprawnosci rachunku operatorowego O. Heaviside’a:

1) Teoria transformacji Laplace’a,

2) Teoria dystrybucji Schwartza,

3) Rachunek operatoréw Mikusinskiego.

1. RACHUNEK OPERATOROW MIKUSINSKIEGO

W zbiorze Cjy o) wprowadzamy dziatania:

(L1) (f +9)(t) = £(t) + g(t),
(1.2) (- 9)) = (o)1) = / f(t = r)g(r)dr.
0

Twierdzenie 1.1. Cjo o) jest przemiennym pierscieniem bez jednosci wzgledem

dzialan (1.1) i (1.2).

Twierdzenie 1.2 (Titchmarsh). Jesli f,g € Clo,o0y @ (f9)(t) = 0 dla t € (0,77,
T > 0, to istniejg liczby Ty, To > 0, Th + To > T, takie ze f(t) =0 dlat € [0,T1] @
g(t) =0 dlat € [0,T5].

Whniosek 1.1. Jesli (fg)(t) =0 dlat >0, to f(t) =0 dlat >0 lubg(t) =0 dla
t>0.

Twierdzenie 1.3. C|g ) jest przemiennym pierscieniem bez jednosci i bez dziel-
nikow zera.

Niech M bedzie ciatem utamkéw dla pierscienia Cjo, o) -

Definicja 1.1. Elementy ciala M nazywamy operatorami Mikusinskiego.
1



2 WLADYSEAW KIERAT

Funkcje f € Cjy,) bedziemy réwniez oznacza¢ symbolem {f(t)}. Symbol f(t)
oznacza wartosé funkcji f w punkcie .

Twierdzenie 1.4.

(1) CY[O,oo) — M7 f - %f;
b) C(R) — M, a— ?ﬁ

t

Przyjmijmy [ =: {1}, wtedy ({f)(¢t) = [ f(7)dr.
0

Operator | nazywamy operatorem catkowym.

Operator s := 7 nazywamy operatorem rézniczkowym.

Twierdzenie 1.5. Dla f € C[(gl)oo) zachodzi nastepujgca rownosé:
(13) fO = st f = V(0 = sfTP(0) = = 5" TH(0).
Whiosek 1.2. Jesli f(0) = f) =... = f(*=1(0) =0, to f(™ = s"f.

2. ZASTOSOWANIE RACHUNKU OPERATOROW DO LINIOWYCH ROWNAN
ROZNICZKOWYCH O WSPOLCZYNNIKACH STALYCH

(2.1) 2™ 4 a, 1207 4 a2+ aer = 0, a; €C,R
(2.2) 2™ 4 a, 1207 44 a2 gz = [, €
Niech 7¢ = ('yg, e 77571), vf =20(8),i=0,...,n—1,
(2.3) cD0) =92 i=0,...,n—1,

p(s) =s"+an_18" '+ - +as+ag#£0, neN.

Twierdzenie 2.1. Rozwigzanie x € C[((??X)) réwnania (2.2) spelniajace warunki
(2.3) ma postaé:

n71 DRI
(24) T = /Bn—ls + +/815+ﬂ0 +i,
p(s) p(s)
gdzie
(2.5) ﬂn_1$n71+"'+ﬂ15+ﬂo i0<:>’}/0 = 0.
Przyjmijmy
n71 ..

(2.6) Y Sk ke i/ U . S i

p(s) p(s)
Zauwazmy, ze To jest ogblnym rozwigzaniem réwnania (2.1) i z; jest szczegbluym

rozwiazaniem réwnania (2.2) speliajacym warunek 49 =
Funkcja — = {w*(t)} jest szczegblnym rozwiazaniem réwnania (2.1) spelnia-

p(s)

jacym warunki poczatkowe:

(2.7) w*(0) =0, ..., (w)"20) =0, (w)"V(0)=1.
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3. FUNKCJA IMPULSU DLA LINIOWEGO ROWNANIA ROZNICZKOWEGO

(3.1) 2™ () + a1 ()™ V@) + -+ a1 ()M () + ag(t)z(t) = 0,

(3.2) 2™ (t) 4 a1 ()" (E) + -+ a1 ()P (t) + ao(t)x(t) = f(t)
Definicja 3.1.

K :(a,b) x (a,b) = R
a) Funkcje K(-,€) sa rozwiazaniami réwnania (3.1) dla £ € (a,b) spelniajacymi
warunki poczatkowe:

K€ =00"0K(€6=0,..., 0" 20K =0 0""1VEK(EE) = 1.

b) Funkcje K, 00K, ..., 00K ¢ Clap)x(ap)- Funkecje K nazywamy funkcja
impulsu dla réwnania (3.1).

Niech v = [vy,.. ., v,] bedzie fundamentalnym ukladem rozwiazan dla réwnania
(3.1) i niech W bedzie macierza Wronskiego.

Twierdzenie 3.1.
(3.3) K(t,€) = [vi(t), -, on ()] - VL€)oo W (O]

gdzie W 1(€), ..., W H(E)]T jest ostatnig kolumng macierzy W—(€) odwrotnej do
macierzy Wronslmeg W(E). Wtedy

(3.4) £(t) = oW (ENE + / K(t,7)f(r)dr,

gdzie x(§) = VS; s () = ’ny Loz (E) = ’Yfz—l-

Zauwazmy, ze xo(t) = v(t)W~1(£)7¢ jest rozwiazaniem réwnania (3.1) spehia-
jacym warunki poczatkowe:

20(€) =15, 257(6) =5, .., 2TV ) = A5,

natomiast z;(§) = f K(t,7)f(7)dT jest rozwiazaniem réwnania (3.2) spelniajacym
warunki poczadtkowg:
zp(€) =i (©) = =2V = 0.
Zal6zmy, ze wspo6lezynniki réwnan (3.1) nie zaleza od zmiennej ¢.
Twierdzenie 3.2.

Kt,71)=W*t—7) dla (t,7)eD={(t,7): 0<7 <1},

z(t) = v )W H(E)AE +/W*(t —7)f(r)dr dla t>¢E>0,
3

gdzie W1 jest macierzq odwrotng do macierzy Wronskiego wyznaczong przez uklad
fundamentalny v.



4 WLADYSEAW KIERAT

4. ZASTOSOWANIE RACHUNKU OPERATOROW DO UKLADOW ROWNAN O STALYCH

WSPOLCZYNNIKACH
Rozwazmy uktad:

(4.1) v = Az + f,

A = [aij]nxn, z=[z1,..., 2,7,

o =[xy, .. .2l f=1f, fal%,

(4.2) (A— sz =—x(0) — f.
Wtedy mamy
(4.3) r=—(A—sI)"tz(0) — (A—sI)"'f,
(4.4) R(s,A) == (A—sI)™" = [Wi;(t)]nxn-

Twierdzenie 4.1.
a )R(s, A) = {W(t)} jest macierzqg Wronskiego, W(0) = —1I.
b) Funkcja

x(t) = =W (t)x(0) — /W(t —7)f(r)dr
0

jest rozwigzaniem réwnania (4.1).

5. FUNKCJA IMPULSU DLA UKLADU ROWNAN ROZNICZKOWYCH

(5.1) x = Az, A(t) = [aij()]nxn
(5.2) ¥ =Ar+ f
Definicja 5.1.
K(--): (a,b) x (a,b) — R
a) Dla ustalonego £ € (a,b) kazda kolumna macierzy K(-,£) jest rozwigzaniem
ukladu (5.1) i K(€,€) = I.

b) Funkcje K, i 00K, € Cla,b)x (a,b)- Funkcje K nazywamy funkcja impulsu dla
ukladu (5.1).

Twierdzenie 5.1.
a) K(t,&) = W)W ~Y(E), gdzie W jest macierzq Wronskiego dla réwnania
(5.1).
b) Funkcja
¢
o(t) = K(t.8)a(6) + [ K(t.1)f(r)dr
13

jest rozwigzaniem réwnania (5.2).
c) Jesli wspdlezynniki a;; nie zalezg od zmiennej t, wtedy

x(t) = -W(t—-&x(§) — /W(t —71)f(r)dr dla 0<¢<t,
3

gdzie {W(t)} = R(s, A).
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Zauwazmy, ze
R(s,A) = (A—s)™t = —I(I —1A)7,
—R(5,A) =1+ PA+PBA? +... 41" A" 4 ..,
t t2 tm
—R(s, A) :{I+ﬁA+§A2+--~+EA”+...}:{eAt},

wiec

t
z(t) = Az (6) + /eA(t_T)f(T)dT (posta¢ wykladnicza).
13
6. FUNKCJE IMPULSU I ROZWIAZANIA PODSTAWOWE

(6.1) 2™ (t) + a1 ()2 V() + -+ ar ()2 () + ao(t)2(t) = 0,
a; € C>)(a,b),i=0,...,n—1,
(6.2) a'(t) = A()x(t),  A(t) = [aijlnxn
ai; € C>)(a,b)
{ K(t,7) dla a<7<t<b
0 dla a<t<7T<b
E(-,-) - rozwiazanie podstawowe
Twierdzenie 6.1.
a) Jesli K(-,-) jest funkcjq impulsu dla réwnania (6.1), to
(D™ + ap_1D" "+ -+ a1 D + ag) E(-,§) = 6.
b) Jesli K(-,-) jest funkcjg impulsu dla réwnania (6.2), to
(DI — A)E(-,§) = 0¢1.
c) Jesli wspdlezynniki a; réwnan (6.1) i (6.2) nie zalezg od zmiennej t, wtedy
= { V0t 20

dla réwnania (6.1) oraz

W) dla t>0
E(t’o)_{ 0 dla t<0

dla réwnania (6.2). (Symbol D oznacza rézniczkowanie w sensie teorii dystrybucyi,
a d¢ oznacza miare Diraca skupiong w punkcie §.)
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