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Streszczenie Rozwazana jest kwestia zobiektywizowania syntezy opinii n > 2 ekspertéw powotanych
w celu roztrzygniecia konkursu, w ktérym projekty zgtosito m > 3 kandydatéw. Zaklada sie jedynie, ze
funkcje decyzyjne sa nieujemne i sumuja sie¢ do pewnej ustalonej dodatniej liczby s oraz respektowany
jest tzw. consensus odmowy: jesli wszyscy eksperci zaproponowali zero srodkow dla danego kandydata,
to taka jest tez synteza ich opinii. Dowodzi sig, ze te ustalenia determinuja ksztalt funkcji decyzyjnych

oraz ich niezaleznos$¢ od wyboru kandydata.

Tytul tego wystapienia wskazuje jedynie, ze tych sposréd Panstwa, ktorzy byliby za-
interesowani dokonaniami matematykow slaskich w tej dyscyplinie, chcialbym goraco
zacheci¢ do lektury mojego artykutu pod tymze wtasnie tytutem we wreczonej dzis
Wizystkim Panstwu ksiazce Pél wieku matematyki na Gérnym Slgsku [5], “ochrzczo-
nej” tu dzis§ wezesniej mianem ” zottej ksiegi”. To, o czym tu chee powiedzie¢, ma nato-
miast stanowi¢ probke skutecznosci metod rownan funkcyjnych pozwalajacych zadzi-
wiajaco elementarnymi $rodkami uzyskiwaé rozstrzygniecia nietrywialnych probleméw
o czysto praktycznym charakterze. Jesli w deklaracji takiej kto$ dostucha si¢ reklamiar-
skiej nutki, to licze na wyrozumiatos¢ i taskawg zgode na to, ze celebrowanie jubileuszu
w jakiejs mierze intencje takie by¢ moze usprawiedliwia.

Rozwazaé¢ bedziemy kwestie zobiektywizowania syntezy opinii; jej matematyczne
aspekty badane byly m.in. w pracach J. Aczéla i C. Wagnera [4] J. Aczéla [1], J. Aczéla,
C.T. Ng i C. Wagnera [3] oraz J. Aczéla i C. Alsiny [2]. WyobraZzmy sobie, ze jeste$my
dysponentami kwoty s > 0 ze srodkéw budzetowych (dotacji unijnych, grantéw, donacji
sponsoréw, etc.) i w celu rozstrzygniecia ogloszonego konkursu musimy rozdysponowaé
kwote s pomiedzy m > 3 kandydatéw bioracych w nim udziat. Nie bedac sami w
stanie podjaé¢ sie merytorycznej oceny projektow zgloszonych przez poszczegdlnych
kandydatéw, powierzamy to zadanie n > 2 ekspertom, zadajac jedynie by kazdy z nich
zaproponowal sposéb rozdysponowania calej kwoty s. W ten sam schemat wpisuje
si¢ np. problem arbitralnego przypisania prawdopodobienstw ciggowi m roztacznych



i wyczerpujacych wszystkie mozliwosci zdarzen (wtedy s = 1); mozemy np. mysleé o
rozktadzie prawdopodobienstwa w prognozie demograficznej dla Polakéw w roku 2010.

Otrzymujac wyniki takiej ekspertyzy, stajemy przed problemem wyptaty kwoty
fi(za, T, i3, - . ., i) i-temu kandydatowi, i € {1,2,3,...,m}, ktéra bytaby optymal-
nym usrednieniem opinii propozycji (1, T, Tz, - - -, Tin) € [0, s]™ wszystkich n eksper-
tow, gdzie z;; oznacza kwote zaproponowang i-temu kandydatowi przez j-tego eksperta,
j €{1,2,3,...,n}. Potencjalnie dopuszczamy zatem zréznicowanie naszego usrednienia
(syntezy opinii) w zaleznosci od kandydata! Przyjmujemy wszakze, ze my takze chcemy
rozdysponowac¢ calg kwote s. Mamy wiec przed soba nastepujace dane, ujete schema-
tycznie w formie ponizszej tabeli:

kandydat\ ekspert | 1 2 3 n decyzja
1 T11 | Ti2 | %13 T1in fi(@1, 1o, 213, - - ., T1p)
2 To1 | Tao | T23 Ton fo(o1, o2, a3, . . ., Tay)
3 T31 | T3z | T33 T3n J3(T31, 32, T33, . . ., T3p)
m Tl | Tm2 | Tms Ton || fon (Tm1s Tm2, Tmss - -+ s Tonn)
[ w1 ] ; H

Zapewne trudno w to uwierzy¢, ale okazuje sie, ze przyjawszy jedynie nastepujace
dwa “zdroworozsadkowe” zatozenia:

e nie bedziemy kara¢ mandatami za udzial w konkursie, tzn. zaktadamy, ze f; > 0
dlai€ {1,2,3,..,m};

e honorujemy consensus odmowy, tzn. jesli wszyscy sposérod n ekspertéw uwa-
zaja, ze i-temu kandydatowi nie nalezy przyznawa¢ zadnych $rodkow, to nasza
synteza f;(0,0,0,...,0)=0dlai € {1,2,3,...,m};

determinuja ksztalt funkeji f;, i € {1,2,3,...,m}! Consensus odmowy i brak manda-
tow wystarczaja przeto by zobiektywizowaé¢ synteze opinii. Udowodnimy za chwile ten
szokujacy rezultat postuzywszy si¢ nastepujacym lematem dotyczacym nieujemnych
rozwigzan réwnania Cauchy’ego na przedziale.



Lemat. Niech s bedzie dang liczbg dodatnig. Jezeli funkcja ¢ : [0,s] — [0, 00)
spetnia rownanie
p(u+v) = p(u) + o)

dla wszelkich u,v € [0, s], dla ktérych u+v € [0, s], to istnieje taka liczba o > 0, Ze
o(u) =au dla u € |0, s].

Dowdd. Dla dowolnej liczby naturalnej k i dowolnego u € [0, %3] mamy (induk-

cja):
p(ku) = ko(u) .

Ustalmy dowolnie liczby naturalne g oraz p € {1, ..., ¢}. Wowczas p(u) = ¢ (q (—u)) =

qp (%u) , tzn. (%u) = %cp(u) dla wszelkich u € [0, s]. W konsekwencji,

@ (SU> = <p Gu» = py <$U> - gw(u) , uel0,s].

Wykazali$my zatem, ze dla dowolnego u € [0, s] i dowolnej liczby wymiernej r € (0, 1]
zachodzi rownoscé
p(ru) =ro(u) .
Ustalmy dowolnie element z € (0, s|; wéwezas A := z/s € (0, 1]. Niech wy, wy € (0, 1]
beda takim liczbami wymiernymi, ze w; < A < ws; woéwczas

w1s < z < wsys.

Poniewaz funkcja ¢ jest rosnaca (dla liczb w,v € [0, s],u < v, mamy
p(v) = p(u (v —u)) = @(u) + (v —u) = p(u) ), wiec

wip(s) = p(wis) < @(z) < p(was) = wap(s) .
Wobec dowolnosci wyboru stosownych liczb wq, ws, pocigga to réwnosé

plz) = Nols) = 2

W rezultacie,
o(z) =az, ze€(0,1],

gdzie o := @(s)/s. Konczy to dowod lematu, gdyz oczywisty zwiazek ¢(0) = 2¢(0)
implikuje réwnos$é ¢(0) = 0 = ayp(0).



Powr6¢émy do naszej tabeli. W zapisie wektorowym:
x; = (%1, Tig, ooy Tin), @ € {1, ..., m}, s:=(s,8,...5),

znajdujemy w niej stwierdzenie, ze niewiadome funkcje f; : [0, s]" — [0, 00),
i€ {1,2,...,m}, spelniaja warunkowe réwnanie funkcyjne

(1) T+ 2y A+ =5 = filz) + folze) + o A fn(zm) = 5,

dla wszelkich wektorow xy, xa, ..., x, € [0, s]”. Warunkowego charakteru réwnania (1)
mozemy sie tatwo pozby¢ eliminujac wektor z,, = s — (z1 + -+ - 2,,—1). Réwnanie (1)
przyjmuje wowczas postac

(2) filw) + falxe) + -+ fn (s = (w1 4+ 2p1)) = 5,

Przyjawszy w (2) © = xq, f := f) oraz 23 = -+ = 2,1 = 0 (przypomnijmy o
zalozeniu, ze m > 3), korzystajac z consensusu odmowy, otrzymujemy zwiazek

(3) f@)+ fu(s—2)=s dlazel0,s]".
W konsekwencji, réwnanie (2) przyjmuje postaé
f@)+folwa)+ A1 (@m) = s—fm(s— (@ + a2+ + 2 1)) = fla+To+ +Tp 1),

dla dowolnych takich wektoréw z, xs, ...z 1 € [0,5s]", Ze ich suma takze nalezy do
0, s]™. Kladac tutaj 2o = y oraz * = x3 = -+ = x,,_1 = 0 1 korzystajac ponownie z
consensusu odmowy stwierdzamy, ze

fo(y) = f(y) dla wszelkich y € [0, s]",

tzn., ze fo = f. Analogicznie uzyskujemy réwnosci f3 = --- = f,_1 = f, otrzymujac z
(2) réwnanie funkcyjne wiazace jedynie funkcje f:

f@)+ fy)+ flas) + -+ f@ma) = flety+as+- 4+ Tpa),

dla wszelkich takich wektoréw x,y,xs, ..., Tm_1 € [0, s]", ze ich suma takze nalezy do
0, s]™. Wyzerowujac tu wektory xs, ..., £,,,_1 wnosimy stad, ze

(4) fle+y)=f(2)+ fly) oiletylko =z,y,z+yel0,s]".



Dla wszelkich j € {1,2,...,n} funkcje ¢; : [0, s] — [0, 00) dane wzorami
w;(t) == f(0,...0,¢,0,....,0) (¢ na j — tym miejscu), ¢ € |0,s],
speiniajg przeto zatozZenia lematu. Istniejg wigc takie nieujemne liczby «;, ze
o;i(t) =ajt, te|0,s], je{l,2,..,n}.

Réwnanie (4) implikuje oczywiscie, ze dla kazdego wektora x = (t1,ts,...t,) € [0, s]™
mamy

f(x) = f(t1,ta, ..stn) = @1(t1) + @alta) + - - - on(tn) = ity + agte + - - -ty ,

a poniewaz zwiazek (3) zastosowany dla = = s implikuje réwnosé

f(s) =s,

wiec
s=f(s,8,..,8) =a1s+as+- - as= (g +as+ - -ay,)s,
skad
ap+ag+ o, =1.

Tak wiec f i, tym samym, wszystkie funkcje decyzyjne fi, fa, ..., fm_1 Okazuja sie by¢ ta
samg Srednia wagowgq! A co z funkcja f,,? Otéz na mocy (3), dla dowolnego wektora
(tl, t2, ey tn> S [O, S]n mamy

fm(tl,tz, ,tn)) =S — f(S — tl, S — tQ, ey S — tn)
=5 — [041(3 — 1) +as —ty) + - an(s — tn)} = aqty] + agty + - - -ty
= f(t1,ta, ..., tn)) .

Konkludujac, consensus odmowy, nieujemnos¢ funkcji decyzyjnych i warunek, ze
cata kwota musi by¢ rozdysponowana, wymuszaja, ze synteza opinii musi by¢ niezalezna
od kandydata i by¢ ta samg Srednig wagowa. Jedynym polem manewru jakie nam
pozostalto jest wiec ustalenie tych wag. Najczesciej i ta rzecz naturalnie sie narzuca;
np. w przypadku, gdy to sponsorzy deleguja swoich manageréw jako ekspertow, waga o
przypisana j-temu ekspertowi winna zapewne by¢ proporcjonalna do wielkosci donacji
j-tego sponsora, j € {1,2,...,n}.
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