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Formalnym poczatkiem dziatalnosci naukowej w zakresie algebry i teorii liczb
na Gérnym Slasku bylo powstanie w roku 1960 Katedry Algebry i Teorii Liczb
w Wyzszej Szkole Pedagogicznej w Katowicach. Kierownikiem Katedry zostat doc.
dr Antoni Wakulicz natomiast poza nim jedynym pracownikiem na stanowisku asy-
stenta byt autor tego artykutu, wowczas Swiezo upieczony magister. Zainteresowania
naukowe A. Wakulicza koncentrowaly sie na elementarnej teorii liczb, a Zrodlem in-
spiracji byty przede wszystkim liczne artykuty i ksiazki W. Sierpinskiego i stawiane
przez niego problemy. Pierwszymi pracami z zakresu teorii liczb, ktore powstaty na
Cérnym Slasku sg prace A. Wakulicza [102], [103] z lat 1953 i 1954 oraz [104] i [105]
opublikowane w roku 1957 w Colloquium Mathematicum i praca Alfreda Czarnoty
[7] z 1956 roku.

W tym opracowaniu przedstawiamy pierwsza probe zebrania podstawowych in-
formacji o dziatalnosci naukowej w zakresie algebry i teorii liczb na Gérnym Slasku.
Poczatki tej dziatalnosci sa w naturalny sposéb zwigzane z powstaniem oddziatu
Polskiego Towarzystwa Matematycznego na Gérnym Slasku zaréwno poprzez 0so-
be pierwszego i dtugoletniego prezesa oddziatu jak i jego zainteresowania naukowe
i wktad w ksztatcenie kadry naukowej. W pierwszej czesci opracowania omawiamy
zatem dzialalno$¢ Antoniego Wakulicza a nastepnie przedstawiamy zwiezle historie
rozwoju osrodka katowickiego (§2) i gliwickiego (§3). W drugiej czesci opracowa-
nia (§4) przedstawiamy gtéwne kierunki i rezultaty dziatalnosci badawczej osrodka
katowickiego w zakresie algebry i teorii liczb. Niestety nie udato mi sie¢ w czasie
przeznaczonym na przygotowanie tego tomu do druku (a takze ze wzgledu na brak
kompetencji) przedstawi¢ podobnego przegladu dziatalnosci badawczej osrodka gli-
wickiego. W kazdym razie w §3 wykorzystatem informacje przekazane mi przez Pana
Profesora E. Ptonke i Panig Profesor O. Macedonska na ten temat. Dzigkuje Im za
zyczliwa wspolprace.

Poza Katowicami i Gliwicami takze w Czestochowie prowadzone byty badania w
zakresie teorii liczb. Prawdopodobnie jedyna osobg publikujaca prace z tego zakresu
byt Alfred Czarnota. Cytujemy jedynie jego 3 prace recenzowane w Mathematical

Reviews ([7, 8, 9]).

Sesja naukowa - P6 wieku matematyki na Gérnym Slasku, Katowice, grudzien 2003 r.
1



2 KAZIMIERZ SZYMICZEK

1. Antoni Wakulicz

Poniewaz Antoni Wakulicz byt centralng postacia w organizacji dziatalnosci na-
ukowej w zakresie matematyki na Gérnym Slasku, przedstawimy tutaj w skrécie
jego biografie i gtéwne kierunki jego pracy.

Antoni Wakulicz urodzit sie 7 kwietnia 1902 roku w miejscowosci Miedzna w
powiecie wegrowskim w wojewodztwie warszawskim w rodzinie rolnika. Uczeszczat
do gimnazjum rosyjskiego a nastepnie w latach 1918-1920 do gimnazjum im. Zamoj-
skiego w Warszawie. W latach 1920-1924 studiowal na Uniwersytecie Warszawskim
konczac studia egzaminem nauczycielskim. Nastepnie pracowat jako nauczyciel w
gimnazjum im. Zamojskiego w Warszawie (1924-1927) i w gimnazjach w Pszczynie
(1928-1935) i Katowicach (1935-1939). Bral udzial w kampanii wrzesniowej a w
latach 1940-1945 byt zaangazowany w tajne nauczanie w swojej rodzinnej miejsco-
wosci Miedzna. W latach 1944-1945 pracowat w gimnazjum w Wegrowie, a nastepnie
w gimnazjum w Katowicach (1946-1948). Od roku 1946 az do przejscia na emeryture
w roku 1970 pracowal na Politechnice Slaskiej. Réwnolegle od 1946 roku pracowal
w Instytucie Pedagogicznym w Katowicach, a nastepnie, od roku 1950, po likwida-
cji Instytutu w powstatej Panstwowej Wyzszej Szkole Pedagogicznej w Katowicach
do roku 1970 (w poczatkowych latach w niepelnym wymiarze zatrudnienia). Dok-
torat uzyskal w 1949 roku za prace z teorii mnogosci (O sumie skoriczonej liczby
liczb porzgdkowych). Promotorem byt W. Sierpinski. W 1963 roku otrzymat tytut
profesora nadzwyczajnego. Za zastugi dla srodowiska matematycznego wyrdzniony
zostal przez Zarzad Gléwny Polskiego Towarzystwa Matematycznego nadaniem ty-
tutu Czlonka Honorowego PTM w 1987 roku. Antoni Wakulicz zmart 25 listopada
1988 roku.

Prace publikowane A. Wakulicza dziela sie na nastepujace grupy.

Prace z zakresu teorii mnogosci [100], [101]. Najwazniejszym rezultatem byto roz-
wiazanie postawionego przez W. Sierpinskiego problemu z zakresu arytmetyki liczb
porzadkowych. Ten rezultat A. Wakulicza wszed! do klasycznych monografii W. Sier-
pinskiego i P. Bachmanna o liczbach pozaskonczonych.

Prace z zakresu teorii liczb [102] — [110]. Opublikowane prace dotyczyly réznych za-
gadnien arytmetycznych, w tym réwnan diofantycznych. Szczegdlnie cenne sg rezul-
taty A. Wakulicza o réwnaniach diofantycznych stopnia trzeciego, z ktérych uzyskuje
sie klasyczne twierdzenia teorii liczb, wsréd nich twierdzenie o liczbach trojkatnych
pochodzace od Eulera. Ponadto, W. Sierpinski w swojej Teorii Liczb, cz. 11, (PWN
Warszawa 1959) zamieszcza 4 rezultaty A. Wakulicza, w tym dwa niepublikowane
wczesniej. Jeden z nich to dowdd nierozwigzalnosci réwnania 3% + 2 = 5Y w liczbach
naturalnych = > 1,y (str. 155), drugi natomiast podaje bardzo zaskakujaca cha-
rakteryzacje liczb pierwszych postaci 12k + 5. Na to by liczba 12k + 5 byta liczbg
pierwsza potrzeba i wystarcza by liczba k nie byla postaci 5z + (12x + 1)y, gdzie
x,y sa liczbami catkowitymi, x # 0 (str. 346).

Prace z zakresu dydaktyki matematyki: 6 prac opublikowanych w Zeszytach Nauko-
wych WSP w Katowicach w latach 1958-1968. Szczegdlng role w ksztalceniu nauczy-
cieli odegrat znakomity artykut Zarys nowej konstrukcji kursu stereometrii. Kilka
artykutéw poswiecit oryginalnemu ujeciu kursu algebry liniowej. Charakterystyczna
cechg pomystéow A. Wakulicza w zakresie dydaktyki matematyki jest skoncentrowa-
nie kursu wokoét centralnych idei.
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Skrypty i podreczniki. W licznych skryptach A. Wakulicz realizowal swoje nowa-
torskie koncepcje dydaktyczne. Przeciwstawial si¢ tendencjom do formalizowania
matematyki i wielka wage przywiazywat do znalezienia celnej motywacji prezento-
wanego materiatu.

Nie do przecenienia jest wktad A. Wakulicza w powstanie osrodkow matematycz-

nych w Gliwicach i Katowicach, w tym zainicjowanie rozwoju kadry matematyczne;j
na Slasku. By} promotorem 6 prac doktorskich z zakresu dyscyplin, ktére nie byty
wezedniej uprawiane na Slasku, takich jak teoria liczb (K. Szymiczek, 1966), algebra
klasyczna (J. Ambrosiewicz, 1970, W. Wrona, 1970), teoria graféw (J. Kaczmarski,
1971), metody numeryczne (R. Barttomiejezyk, 1971), teoria grup (E. Kowalski,
1977). Jego pionierska praca nauczycielska w zakresie algebry i teorii liczb i ksztal-
cenie kadry naukowej odegraty znaczng role w powstaniu profesjonalnego srodowiska
matematycznego na Slasku.
Zainicjowal takze publikacje pierwszego specjalistycznego czasopisma naukowego z
zakresu matematyki na Slasku jakim byly od roku 1958 Zeszyty Naukowe Wyzsze]
Szkoty Pedagogicznej w Katowicach. W odstepach dwuletnich ukazalo si¢ 6 nume-
réw tego pisma zawierajacych tacznie 74 prace. A. Wakulicz nalegat by prace byty
publikowane w jezyku polskim (tylko jedna 2-stronicowa notka w ostatnim numerze
wylamala sie od tej zasady) tak, by mogly by¢ czytane przez jak najszersze gro-
no odbiorcow. Ta inicjatywa wydawnicza byta kontynuowana od 1969 roku przez
Uniwersytet Slaski w serii wydawniczej Prace Matematyczne, w ktorej ukazato sie
do roku 1982 dwanascie numeréw pisma. W roku 1985 zmieniono tytut pisma na
Annales Mathematicae Silesianae i rozpoczeto nowa numeracje toméw od 1(13) za-
znaczajac, ze nowe czasopismo jest kontynuacja Prac Matematycznych. Od numeru
5 7 1991 roku nie ma juz odwotania do Prac Matematycznych.

2. Dzialalno$é osrodka katowickiego

W poczatkowym okresie dziatalnos¢ ta byta prowadzona przede wszystkim w
Katedrze Algebry i Teorii Liczb w Wyzszej Szkole Pedagogicznej w Katowicach.
Poczatkowo w sktadzie dwuosobowym (kierownik: A. Wakulicz, asystent: K. Szymi-
czek) zajmowano sie rownaniami diofantycznymi i liczbami pseudopierwszymi pré-
bujac pracowa¢ nad problemami stawianymi przez W. Sierpinskiego. Jakkolwiek
W. Sierpinski stawial wiele probleméw, w pierwszej kolejnosci byty one atakowa-
ne przez bardzo aktywna grupe uczniéw Sierpinskiego (J. Browkin, A. Makowski,
A. Rotkiewicz, A. Schinzel). Wtaczenie sie do tej pracy bylo nietatwe zar6wno ze
wzgledu na braki w wyksztatceniu, niedostepnosé literatury jak i brak kontaktow
naukowych. Tym niemniej powstaly wtedy prace, na przyktad [79] — [82], ktére byty
inspirowane przez problemy Sierpiniskiego (a praca [79] byta nawet napisana przez
Sierpinskiego na podstawie materiatow dostarczonych przez autora korespondencyj-
nie Sierpinskiemu). Moja praca doktorska [83] byta juz jednak sygnatem odejscia
od inspiracji Sierpinskiego.

A. Wakulicz, wraz z grupa doktorantéw spoza WSP w Katowicach (J. Ambrosie-
wicz, W. Wrona, E. Kowalski, A. Grytczuk), rozpoczal prace badawcza w teorii grup
i algebrze klasycznej. Ta grupa opublikowata 10 prac w Zeszytach Naukowych WSP
(numery 51 6). Trzy doktoraty ukonczono w Katowicach, czwarty zostal sfinalizowa-
ny w Poznaniu pod opieka nowego promotora. Nalezy przypomnie¢, ze w roku 1963
Wydzial Matematyki, Fizyki i Chemii WSP w Katowicach uzyskal prawa dokto-
ryzowania w zakresie matematyki. Pierwsze obrony prac doktorskich byty wielkimi
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wydarzeniami i najwicksza sala jaka dysponowata uczelnia (aula na ul. Szkolnej 9)
z trudem miedcita wszystkich widzéw. W roku 1968 powstal Uniwersytet Slaski i
Katedra zostala przeksztatcona w Zaktad Algebry i Teorii Liczb.

Po odejsciu prof. A. Wakulicza na emeryture (w roku 1970), otrzymaltem sty-
pendium British Council na roczny staz naukowy na Uniwersytecie w Cambridge w
Anglii. W trakcie tego stazu (w latach 1971-1972) zetknatem sie z nowa wowczas
problematyka algebraicznej teorii form kwadratowych i po raz pierwszy ustyszatem
nazwiska Witta i Pfistera (i oczywiscie poznalem w pewnym stopniu ich prace).

Po powrocie z Cambridge powierzono mi kierowanie Zakladem Algebry i Teo-
rii Liczb. Udato mi sie wowczas skoncentrowa¢ zainteresowania mtodych pracowni-
kow Zaktadu Algebry i Teorii Liczb na tej problematyce. W rezultacie intensywnej
pracy i nawigzania kontaktu z czotowymi przedstawicielami tego kierunku badan
(T. Y. Lam (Berkeley), R. Elman (Los Angeles), A. Prestel (Konstanz), W. Schar-
lau (Miinster) i wielu innych) grupa stopniowo zaczeta uzyskiwaé¢ wyniki budzace
zainteresowanie zagranicznych ekspertéw. Moja habilitacja (1977) oraz trzy dok-
toraty moich wspétpracownikéw w 1979 roku (Andrzej Stadek, Mieczystaw Kula,
Lucyna Szczepanik) zamknely pierwszy etap badan w zakresie algebraicznej teorii
form kwadratowych. Badania w teorii form kwadratowych nad cialami byty jeszcze
kontynuowane i w tej problematyce w 1985 roku doktorat uzyskat Krzysztof Koziot.
Ponadto prowadzono badania w teorii abstrakcyjnych pierscieni Witta i pierscieni
Witta algebr nieprzemiennych. Podsumowaniem osiggnie¢ w tym zakresie byty roz-
prawy habilitacyjne A. Stadka (1993) o pierécieniach Witta cial nieprzemiennych i
M. Kuli (1993) o strukturze skonczenie generowanych pierscieni Witta.

Od poczatku lat osiemdziesigtych zainteresowania badawcze w zaktadzie poszty
takze w kierunku teorii form kwadratowych nad cialami globalnymi (ciatami liczb
algebraicznych i funkcji algebraicznych nad ciatami skoficzonymi). Przede wszystkim
zauwazyliSmy, ze znane rezultaty o strukturze addytywnej grupy pierscienia Witta
ciata globalnego nie wystarczaja do rozstrzygniecia najprostszych pytan zwiazanych
ze strukturg multyplikatywng tego pierscienia. A wiec, na przyktad, nie byta znana
odpowiedz na pytanie, czy istniejg dwa ciata liczb algebraicznych o izomorficznych
pierécieniach Witta. Okazato sie, ze jest to istotna luka w najbardziej klasycznej cze-
Sci teorii form kwadratowych (nad ciatami globalnymi). Pierwsze wazne rezultaty
przyniosta rozprawa doktorska Alfreda Czogaty w 1988 roku, w ktorej uzyskano kom-
pletng klasyfikacje cial kwadratowych ze wzgledu na tagodna rownowazno$é Witta
(istnienie tak zwanych tagodnych izomorfizméw pierécieni Witta). W nastepstwie
miedzynarodowej wspotpracy udato sie rozwigzaé¢ gléwny problem polegajacy na
podaniu efektywnego kryterium na to, by pierécienie Witta dwoch ciat globalnych
byty izomorficzne. Do tego samego nurtu, ale z rezultatami znacznie ogdlniejszymi
dotyczacymi nie tyle pierscieni Witta i kwadratowych symboli Hilberta co symboli
Hilberta dowolnego stopnia, nalezy habilitacja A. Czogaty w 2001 roku.

Trzy dalsze doktoraty nie mieszcza si¢ juz w wymienionych kierunkach badan.
M. Szyjewski wyjechal w 1986 roku na studia doktoranckie do Leningradu, gdzie
pracowal nad hipoteza Milnora. Uzyskal doktorat pod kierunkiem A. A. Suslina w
1990 roku.

A. Wesotowski zajmowat si¢ teoria form wyzszych stopni, w szczegdlnosci forma-
mi sladu algebr etalnych, i ich automorfizmami. Uzyskat doktorat pod kierunkiem

A. Stadka w 1999 roku.
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P. Koprowski rozstrzygnat kompletnie problem rownowaznosci Witta ciat funkcji al-
gebraicznych nad cialami rzeczywiscie domknietymi poprzez warunki geometryczne
na odpowiadajace ciatlom krzywe algebraiczne. Uzyskal doktorat w 2001 roku.

W rezultacie systematycznej i dtugoletniej wspotpracy z matematykami czeskimi
i stowackimi zainicjowano w 1996 roku Czesko-Polskie Konferencje z Teorii Liczb.
Organizujg je naprzemiennie Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego i Uniwer-
sytet w Ostrawie (1996 - Ostrawa, 1998 - Cieszyn, 2000 - Ostravice, 2002 - Cieszyn).

Doktadniejsze informacje o uzyskanych rezultatach matematycznych przedstawione
sg w §4.

3. Dziatalno$¢ osrodka gliwickiego

Poczatki dziatalnodci naukowej w zakresie algebry w Gliwicach wiaza sie z przyj-
ciem do Politechniki Slaskiej w Gliwicach w roku 1971 dr Olgi Macedonskicj-
Nosalskiej, absolwentki Uniwersytetu Moskiewskiego. Doktorat uzyskata w 1971 ro-
ku w Uniwersytecie Moskiewskim (MGU) za prace o iloczynach poliwerbalnych grup
przygotowana pod kierunkiem O. N. Gotlovina. Pierwszym artykutem naukowym
opublikowanym w czasie jej pracy w Gliwicach byta zapewne praca [44] z 1974 roku.
Habilitacje otrzymata w 1986 roku w Uniwersytecie Wroctawskim za prace o nie-
skonczonych przeksztatceniach Nielsena. W 1974 roku uruchomita ona seminarium
szkoleniowe z teorii grup, w ktérym uczestniczyli studenci pierwszych lat studiéow.
Niektorzy z nich po ukonczeniu studiéw podjeli studia doktoranckie na Uniwersy-
tetach: Leningradzkim (P. Gawron, W. Holubowski) i Moskiewskim (K. Herman).
Pierwszy z nich, Piotr Gawron, uzyskal w roku 1982 doktorat za prace o potoze-
niu podgrup w grupie symetrycznej (promotor Z. Borewicz). Waldemar Hotubowski
otrzymat doktorat za prace o strukturze izotropowych grup ortogonalnych w 1991
roku (promotor N. Vavitov). Kolejnym wychowankiem seminarium z teorii grup jest
Witold Tomaszewski, ktéry uzyskal w 1999 roku doktorat na Uniwersytecie Sla-
skim za prace o automorfizmach permutujacych w grupach i ich punktach statych
(promotor O. Macedonska).

Nowym impulsem w rozwoju pracy naukowej w zakresie algebry byto w roku
1980 przyjscie doc. dra hab. Ernesta Ptonki. Uzyskat on doktorat w Instytucie Ma-
tematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego w 1969 r. i habilitacje w Instytucie Ma-
tematycznym PAN w Warszawie w 1979 r. Tytul profesora uzyskat w 1992 roku. Pod
jego kierunkiem wypromowano 3 doktoréw: Jerzy Kogut (1985), Zbigniew Marszatek
(1986), Marek Zabka (1997). Czwarty doktorant Krzysztof Herman zmart w 1987 r.
tuz przed obrong pracy doktorskie;j.

W 1984 roku w Instytucie Matematyki Politechniki Slaskiej powstal Zaktad Me-
tod Algebraicznych, ktorym do dzis kieruje prof. E. Ptonka. W ramach tego Zakltadu
funkcjonowato seminarium z algebry wspoélne z seminarium z teorii grup O. Mace-
donskiej. W 1988 roku utworzony zostal Zaktad Teorii Grup (od 1995 roku - Zaktad
Algebry), ktérym kieruje dr hab. Olga Macedonska. We wspélnym seminarium z
algebry uczestnicza obecnie pracownicy Zaktadu Algebry, Zaktadu Metod Algebra-
icznych i Zaktadu Matematyki Dyskretne;j.

Osrodek gliwicki zainicjowal serie miedzynarodowych konferencji specjalistycz-
nych Groups and Group Rings. Pierwsza krajowa konferencja pod nazwag Grupy ¢
inne Struktury Algebraiczne odbyta sie w Gliwicach w 1992 roku. Nastepne byty juz
miedzynarodowe a w 2003 odbyta sie juz dziesiata konferencja z tej serii.
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W roku 1995 do algebraicznej grupy badawczej Instytutu Matematyki Politech-
niki Slaskiej dotaczyt profesor W. Suszczanski, specjalista z teorii grup.

Obok teorii grup prowadzi sie w Gliwicach takze badania w nastepujacych kie-
runkach: metody numeryczne rozwigzywania réwnan algebraicznych, zbiory rozmyte
i logika wielowarto$ciowa, stabilnosé¢ i symetria graféw, stabe automorfizmy algebr.
Nastepujaca lista przyktadowych publikacji oddaje w pewnym stopniu zainteresowa-
nia badawcze i aktywnosé naukowa grupy gliwickiej: O. Macedonska [2, 45, 46, 47],
E. Plonka [56, 57|, W. Suszczanski [21, 33], P. Gawron, W. Hotubowski, W. To-
maszewski, M. Zabka [20, 22, 23, 24, 48].

Powstaly takze podreczniki akademickie autorstwa E. Ptonki, Wyktady 2z Algebry
Wyzszej 1, 11 (algebra liniowa), Gliwice, 2001, 2002.

4. Kierunki dziatalnosci naukowej osrodka katowickiego

Podstawowym pojeciem algebraicznej teorii form kwadratowych jest pierscien
Witta W (K) dowolnego ciata K. Konstrukcje W(K') zaproponowal E. Witt [112]
w 1937 roku natomiast pierwsze istotne rezultaty o strukturze pierscieni Witta ciat
uzyskat 30 lat p6zniej A. Pfister [54]. Od strony pojeciowej prace Witta i Pfistera
mogty by¢ traktowane jako nalezace do algebry liniowej. Istotnym punktem widzenia
byto traktowanie wszelkich zagadnien dotyczacych form kwadratowych z taka sama
ogblnoscig z jaka traktuje sie rownania i przeksztatcenia liniowe, a wiec nad dowol-
nym ciatem (w przeciwienstwie do klasycznej teorii uprawianej gtéwnie nad ciatami
liczb rzeczywistych, zespolonych, nad ciatami liczb algebraicznych i ich uzupetnie-
niami i cialami reszt). Naturalnym dopetnieniem byty tu konstrukcje dobrze znane z
teorii algebr, w tym przede wszystkim grupa Brauera ciata. Ta teoria jest dostepna
dla advanced undergraduates and beginning graduate students i zostala wytozona, na
przyklad, w [95]. Dla bardziej zaawansowanego czytelnika nieodzowne okazuja sie
nadal ksiazki Lama [43], Milnora-Husemollera [51], Marshalla [49] i Scharlaua [58].

4.1. Klasyfikacja cial ze wzgledu na formy kwadratowe. Wobec kluczo-
wego znaczenia pierscienia Witta W (K) ciata K, w ktorego strukturze sa jakos
zakodowane fundamentalne wtasnosci form kwadratowych nad cialem K, bardzo
naturalnym zagadnieniem jest proba klasyfikacji ciat ze wzgledu na typ izomorficz-
ny pierscienia Witta. A wiec dwa ciala K i L nazwiemy réwnowaznymi w sensie
Witta, jesli ich pierscienie Witta sg izomorficzne: W (K) = W (L). Intuicyjnie rzecz
biorac, ciata réwnowazne w sensie Witta powinny mieé¢ identyczne teorie form kwa-
dratowych (cokolwiek miatoby to oznaczaé). Rzeczywiscie, okazuje sie, ze dwa ciata
K i L (charakterystyki # 2) sa réwnowazne w sensie Witta wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje izomorfizm grup klas kwadratéw

t: K*/K*2 — L*/L’k2
indukujacy bijekcje T' pomiedzy klasami réwnowaznych form kwadratowych,
T(ai,...,a,) = (tay, ..., ta,), a; € K*/K*

taka, ze dla zbioréw Dy (f) i Dr(Tf) elementéw przedstawialnych przez forme f i
jej obraz T f mamy

Di(Tf) = t(Dk(f))-
Jest to wiec bardzo $cisty zwiazek pomiedzy formami kwadratowymi nad ciatami K
i L. Z jednej strony, istnieje bijekcja pomiedzy formami kwadratowymi respektujaca
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rownowaznosé form kwadratowych, z drugiej strony odpowiadajace sobie formy kwa-
dratowe przedstawiajg odpowiadajace sobie za posrednictwem izomorfizmu ¢ zbiory
elementow cial K i L. Ta interpretacja rownowaznosci Witta cial w jezyku zbioréw
warto$ci form kwadratowych nosi nazwe twierdzenia Harrisona. Faktycznie twier-
dzenie Harrisona orzeka, ze powyzsze warunki majg by¢ spetnione tylko dla form
binarnych (n = 2).
Pierwsze prace na temat klasyfikacji cial ze wzgledu na réwnowaznos¢ Witta ogra-
niczaly si¢ do cial F' ze skoniczong liczby ¢ = ¢(F) = |F*/F*?| klas kwadratow
(zob. [84, 85] i cytowana tam literature). Taktyka klasyfikacji polegala na tym by
przewidzie¢ jaka strukture moga mie¢ addytywne grupy pierécieni Witta ciat z da-
ng liczba klas kwadratow ¢, a nastepnie dla kazdej z wyselekcjonowanych juz grup
nalezalo wskazaé cialo, ktorego grupa Witta jest rowna danej grupie. Ten drugi
problem nazywamy problemem realizacji grupy Witta przez ciato. To podejscie oka-
zato sie skuteczne jedynie dla cial z liczbg klas kwadratow ¢ < 4. Dla ¢ = 8 nie
udato si¢ przy wykorzystaniu wszystkich istniejacych konstrukeji ciat ze skonczona
liczba klas kwadratow znalezé cial odpowiadajacych wszystkim potencjalnym gru-
pom Witta. Oczywiscie operowanie addytywnymi grupami pierscieni Witta zamiast
samymi pierscieniami bylo juz uproszczeniem, ktére mogto prowadzi¢ do wiekszej
liczby typow, ale przyczyny tych trudnosci tkwity gdzie indziej.

Przetomowymi rezultatami byty twierdzenia realizacyjne M. Kuli [34, 36|, kto-
re umozliwity zamkniecie klasyfikacji dla cial z o$mioma klasami kwadratéw [41]
oraz szesnastoma klasami kwadratéw [74]. Rezultaty te najlepiej wyrazi¢ w jezyku
abstrakcyjnych pierscieni Witta i czynimy to ponizej.

Niech w(q) bedzie liczba klas réwnowaznych w sensie Witta cial (o charaktery-
styce # 2) z grupa klas kwadratéw rzedu g. Doktadne wartosci w(q) sa znane tylko
dla ¢ < 32 i sg przedstawione w nastepujace tabeli

qg |1]2]|4] 8 16| 32 64 128
w(q) | 1136|1751 |155 | > 492 | > 1600

Przypadki ¢ < 8 byty badane przez Cordesa, Scharlaua i autora [84, 85| i opieraly
sie na zasadniczo réznigcych sie podejsciach. Cordes zaproponowal podejscie aksjo-
matyczne do opisu typow grup Witta dla cial z mala liczba klas kwadratéw. To
podejscie okazalto sie juz catkowicie nieskuteczne w przypadku g = 16. Przyczyne
tego stanu rzeczy odkryta Lucyna Szczepanik [74], pokazujac, ze aksjomatyka Cor-
desa jest zbyt staba i juz dla ¢ = 8 prowadzi do obiektéw nie pochodzacych od ciat
i form kwadratowych. Wprowadzita ona nowy aksjomat, ktory wyeliminowat pato-
logie i pozwolit jej na zbudowanie aksjomatycznej teorii przydatnej dla uzyskania
klasyfikacji ciat w przypadku ¢ = 16 i ustalenia przy pomocy twierdzen realizacyj-
nych M. Kuli, ze w(16) = 51.

Nastepnie w roku 1982 w pracy A. B. Carsona i M. A. Marshalla [3] udoskonalone
zostaly stosowane dotad techniki i uzyskane zostaly w sposéb jednolity wszystkie
rezultaty prezentowane w tabeli (czesciowo z wykorzystaniem obliczenn komputero-
wych).

Problemowi klasyfikacji pierscieni Witta i Grothendiecka ciatl po$wiecone sa takze
prace [32, 35, 60, 72, 73, 74, 75, 84, 85, 86, 87|.

4.2. Abstrakcyjne pierscienie Witta i metody kombinatoryczne. Pier-
scien Witta ciata K mozna opisa¢ za pomoca generatoréw i relacji. Prowadzi to
do przedstawienia W(K) = Z|G]/J, gdzie G = K*/K*? jest grupa klas kwadratow
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ciala K, Z[G] oznacza pierscien grupowy grupy G nad Z, natomiast J jest pewnym
idealem w Z[G]. Wazna wtasnoscia pierscienia Witta ciala jest fakt, ze podgrupa
torsyjna addytywnej grupy tego pierécienia jest 2—prymarna. Te wlasnosci piers-
cienia Witta ciata prowadzg do nastepujacej definicji.

Abstrakcyjnym pierécieniem Witta nazywamy pierscien R, ktéry ma prezentacje

R =Z[G]/J,

gdzie G jest elementarng 2—grupa oraz podgrupa elementéow torsyjnych w R jest
grupg 2—prymarng. Okazuje sie, ze z wtasnosci definiujacych abstrakcyjny pierscien
Witta mozna wydedukowac¢ niemal wszystkie wlasnosci strukturalne, ktore dla pier-
Scieni Witta cial udowodnit Pfister. Ponadto abstrakcyjne pierécienie Witta mozna
bada¢ metodami algebry komutatywnej uwalniajac si¢ w ten sposéb od zawiktanych
zalezno$ci struktury pierscienia Witta od wyznaczajacego go ciata. Latwo stwier-
dzi¢, ze abstrakcyjne pierscienie Witta tworza kategorie, jesli za morfizmy przyjaé
homomorfizmy pierscieni h : Z[G]/J — Z[G1]/J; takie, ze dla kazdego g € G mamy
h(g+ J) = g1 + J; dla pewnego g; € G. Oznaczmy te kategorie symbolem APW.
Oczywiscie pierscienie Witta cial sg obiektami tej kategorii. Jesli R jest abstrakcyj-
nym pierscieniem Witta i istnieje cialo K takie, ze R i W(K) sa izomorficzne, to
méwimy, ze pierscien R jest realizowany przez cialo K (realizuje sie jako pierscien
Witta ciatla K). Pierwszym rezultatem, ktéry pokazuje zalety abstrakcyjnego po-
dejscia do pierscieni Witta jest nietrudny do udowodnienia fakt: w kategoric APW
1stniejq skonczone produkty obiektow.

Istnieje jeszcze jedna operacja w kategorii APW, operacja rozszerzenia grupowe-
go pierscienia Witta. Jesli R jest pierécieniem Witta, to pierscienn grupowy R[A],
gdzie A jest elementarng 2—grupa, jest takze abstrakcyjnym pierscieniem Witta. Te
dwie operacje, ktére nazwiemy operacjami elementarnymi na abstrakcyjnych pier-
Scieniach Witta, pozwalaja z obiektow prostszych zbudowaé bardziej skomplikowa-
ne. Jedli wiec ustalimy liste bazowych pierscieni Witta, powiedzmy Ry, ..., R, to
stosujac operacje elementarne do pierscieni tej listy i iterujac to postepowanie, otrzy-
mamy klase pierscieni konstruowalnych z pierscieni bazowych przy pomocy operacji
elementarnych. Szczegbdtowa analiza struktury pierécieni Witta cial z liczbg klas kwa-
dratéw q < 8 pokazala, ze wszystkie te pierscienie mozna otrzymac poprzez operacje
elementarne z nastepujacej listy bazowych pierscieni Witta:

7, 7)2Z, 7JAZ, Ls,

gdzie L3 jest pierscieniem Witta ciala Qg liczb 2—adycznych. Cztery wymienione
tu pierscienie bazowe nie sg juz przedstawialne przez operacje elementarne na ja-
kich$ prostszych pierscieniach Witta, sa wiec naprawde bazowe. Warto zauwazyc,
ze bazowe pierscienie Witta sg realizowane przez ciala, odpowiednio R, C, F3, Q.
Dalsza analiza tej sytuacji prowadzi do wniosku, ze do bazowych pierscieni Witta
(czyli nierozktadalnych w sensie operacji elementarnych) nalezy zaliczy¢ pierscienie
Witta LL,,, n > 1, skoniczonych rozszerzen stopnia n ciata Qo liczb 2—adycznych.
Przy takiej liScie bazowych pierécieni Witta znana jest nieudowodniona od ponad
20 lat hipoteza o typie elementarnym ETC (Elementary Type Conjecture):

Kazdy skonczenie generowany pierscien Witta powstaje z pierscient bazowych po-
przez ciqg operacyi elementarnych.

Opisywane powyzej rezultaty o klasyfikacji cial ze wzgledu na formy kwadratowe
potwierdzaja stuszno$¢ ETC dla pierscieni Witta wszystkich ciat K z liczbg klas
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kwadratow q(K) < 32. Takze wystepujace w tabeli nieréwnosci w(64) > 492 oraz
w(128) > 1600 powstaly przez obliczenie liczby elementarnych pierscieni Witta.
Dla ¢ = 64 wynosi ona 492, dla ¢ = 128 jest réwna 1600. Jesli hipoteza ETC jest
prawdziwa dla tych dwoch wartosci ¢, to w(64) = 492 oraz w(128) = 1600.

Druga, oprécz ciat z ¢ < 32, klasa, dla ktorej hipoteza ETC zostata udowodniona
jest klasa beztorsyjnych abstrakcyjnych pierscieni Witta. Pierscien Witta ciata K
jest beztorsyjny wtedy i tylko wtedy gdy ciato K jest pitagorejskie (to znaczy, gdy
kazda suma kwadratéow elementéw ciata K jest kwadratem pewnego elementu ciata
K). W szczegdlnosci wiec, pierscien Witta kazdego ciata pitagorejskiego ze skoniczona
liczba klas kwadratow mozna otrzymac z pierscienia Witta ciala liczb rzeczywistych
W(R) = Z poprzez ciag operacji elementarnych. Ten elegancki rezultat udowodnili
niezaleznie M. Marshall (zob. [49]) i A. Stadek w swojej rozprawie doktorskiej.

Rozpatrywanie operacji elementarnych na abstrakcyjnych pierscieniach Witta i
naturalna hipoteza ETC staja sie szczegdlnie (a moze nawet jedynie) istotne, gdy
zawezimy rozwazania do pierscieni Witta cial (czyli abstrakcyjnych pierécieni Witta
realizowanych przez ciata). Wtedy od razu stajemy przed fundamentalnym pyta-
niem: czy operacje elementarne na pierscieniach realizowanych przez ciata sg takze
pierscieniami Witta realizowanymi przez ciata? W przypadku rozszerzen grupowych
sytuacja jest prostsza i odpowiedz pozytywna wynika ze znanych rezultatéw T. A.
Springera z lat pie¢dziesiatych. Z grubsza mowiac rozszerzenia grupowe pierscienia
W (K) sa realizowane przez ciala szeregdéw formalnych nad ciatem K. Natomiast w
przypadku produktu problem jest znacznie trudniejszy i zostal catkowicie rozwiagza-
ny metodami teorii waluacji w pracy doktorskiej M. Kuli [34, 36]. Okazuje sie, ze

Skoniczony produkt abstrakcyjnych pierscieni Witta realizowanych przez ciata jest
abstrakcyjnym pierscieniem Witta realizowanym przez pewne ciato.

To twierdzenie i prawdziwos¢ hipotezy ETC daja pelng klasyfikacje ciat ze skonczona
liczba klas kwadratéw ze wzgledu na typ izomorficzny pierscienia Witta. Szczegdto-
wa prezentacje tej teorii mozna znalezé w ksiazce Marshalla [49).
M. Kula, M. Marshall i A. Stadek [40] studiowali takze strukture granic prostych
skonczenie generowanych beztorsyjnych abstrakcyjnych pierécieni Witta. Wyjaénio-
na zostata mozliwo$¢ realizowania dowolnych beztorsyjnych abstrakcyjnych pierscie-
ni Witta przez przestrzenie porzadkow ciat pitagorejskich. Inne prace poswiecone
problematyce abstrakcyjnych pierscieni Witta to [31, 39, 42, 61, 62, 75|

W pracach nad potwierdzeniem hipotezy ETC poziom komplikacji ciata charak-
teryzuje sie przewaznie liczba klas kwadratow ciata ¢(K) = |K*/K*?|. Dla ¢ < 32
hipoteza ETC jest udowodniona. Innym naturalnym w teorii form kwadratowych
miernikiem poziomu komplikacji teorii form kwadratowych nad cialem K jest liczba
Q(K) algebr kwaternionéw nad ciatem K (to znaczy, liczba klas izomorficznych al-
gebr kwaternion6w nad K). Jesli ¢ jest skoniczone, to mamy trywialne oszacowanie
Q < ¢?, ale na przyktad, dla kazdego ciata z ¢ = 8 liczba algebr kwaternionéw jest
< 12 (zob. [72], gdzie analizowane sa zwiazki miedzy ¢ i ()). Badanie struktury pier-
Scieni Witta ciat w zaleznosci od liczby algebr kwaternionéw nad ciatem zainicjowat
C. Cordes. Najtrudniejszymi do zbadania sa przypadki, gdy @ jest potega liczby 2.
Przypadek Q = 2 jest juz wysoce nietrywialny (dla kazdego ¢ = 2° istnieja ciata K
z Q(K) = 2) i byt dyskutowany przez Frohlicha, Kaplansky’ego i Cordesa (defini-
tywne ujecie w [49, str. 95-99]) i byl takze zrodtem inspiracji dla réznych uogélnien
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(zob. [87, 32]). W pracy [5], postugujac sie pomystowymi metodami kombinato-
rycznymi, Cordes udowodnil, ze jesli Q(K) = 4, to hipoteza ETC jest prawdziwa
dla K. Ten rezultat uchodzi juz za bardzo trudny do udowodnienia. M. Kula w
swojej pracy habilitacyjnej [37] zrobit dalszy istotny krok dowodzac prawdziwosci
ETC dla cial ze skonczong liczbg klas kwadratow i () = 8. Dwie inne prace M. Kuli
[38, 39] podaja rezultaty o liczbie pierscieni Witta z zadana liczba klas kwadratow,
w tym takze asymptotyczne oszacowania liczby pierscieni Witta. W pracy [38] udo-
wodniona zostala elegancka hipoteza W. Scharlaua moéwiaca, ze funkcja tworzaca
skonczenie generowanego pierscienia Witta jest zawsze funkcja wymierng z jednym
biegunem.

4.3. Algebry z dzieleniem. Dla ciata nieprzemiennego A pierécien Witta
W (A) okresla sie jako abstrakcyjny pierscien Witta

W(A) =Z[S(A)/J

gdzie S(A) jest podgrupa multyplikatywnej grupy A* ciala A generowana przez
zbiér wszystkich kwadratow A*? Tutaj J jest idealem generowanym przez zbior

{[I]+[a] = [14+a] —[a(l+a)]:a€ S(A),a #0,—-1} U{[1] + [-1]}.

T. Craven udowodnit w 1982 roku, ze dla kazdego ciata F' istnieje nieprzemienne
cialo A takie, ze F' C A oraz W(F) = W(A).
Roéwnie interesujace jest pytanie, czy dla danego ciata nieprzemiennego A istnieje
cialo F takie, ze W(A) = W(F). A. Stadek udowodnil, ze tak jest, gdy
(a) A jest algebra kwaternion6w nad ciatem pitagorejskim lub lokalnym ([64]), lub
(b) A jest algebra z dzieleniem nad cialem globalnym i ma wymiar nieparzysty
([68]).
Jesli wymiar jest parzysty, to konstruuje sie abstrakcyjny pierscien Witta W,.(A),
realizowany przez pewne ciato, ktérego homomorficznym obrazem jest W(A) ([69]).
A. Stadek znalazt takze odpowiednik twierdzenia Springera o strukturze pier-
Scieni Witta cial zupelnych wzgledem waluacji dyskretnej dla przypadku ciata nie-
przemiennego zupelnego wzgledem waluacji dyskretnej ([66]). Jako konsekwencje
tej teorii pokazal, ze istnieje cialo nieprzemienne A zupelne wzgledem waluacji dys-
kretnej, takie, ze pierscien Witta W (A) nie jest izomorficzny z pierscieniem Witta
zadnego ciata przemiennego ([65]).

4.4. Ciala globalne. Ciata liczb algebraicznych maja nieskonczone grupy klas
kwadratéw i metody badania réwnowaznosci Witta wypracowane dla ciatl ze skon-
czong grupa klas kwadratow okazaly sie nieprzydatne dla cial liczb algebraicznych.
Jeszcze w roku 1983 nie byta znana odpowiedZ na pytanie, czy istnieja dwa nie-
izomorficzne ciata liczb algebraicznych z izomorficznymi pierécieniami Witta (takie
pytanie zglositem jako otwarty problem na konferencji w Chlébském w 1983 roku).
W trakcie pracy nad tym zagadnieniem zauwazono przede wszystkim, ze dla ciat
liczb algebraicznych problem réwnowaznosci Witta mozna sformulowaé w jezyku
symboli Hilberta. Okazuje sie (zob. [91]), Ze ciala liczb algebraicznych K i L sa
rownowazne w sensie Witta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja dwie bijekcje

t:K*/K* — L*/L**, T:Qx— Qy,

z ktorych pierwsza jest izomorfizmem grup, a druga odwzorowuje zbior dywizoréw
pierwszych ciata K (z dywizorami nieskonczonymi wlacznie) na odpowiedni zbior
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dywizoréw ciata L, oraz bijekcje te zachowuja kwadratowe symbole Hilberta w tym
sensie, ze

(a,b), = (ta,th)y, V a,be K*/K*™ Vp € Qk.

W zwiazku z tym, dla cial liczb algebraicznych zamiast o rownowaznosci Witta méwi
sie czesto o réwnowaznosci Hilberta tych cial. Gléwnym wynikiem o réwnowaznodci
Witta cial liczbowych jest efektywny warunek konieczny i wystarczajacy na to by
dwa ciata liczbowe byty rownowazne w sensie Witta. Sprowadza sie on do nastepu-
jacej zasady lokalno-globalnej dla réwnowaznosci Witta cial liczbowych (zob. [53]):
Chata liczb algebraicznych K 1 L sq rownowazne w sensie Witta wtedy 1 tylko wtedy
gdy istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy uzupetnieniami ciat K
1 L taka, ze odpowiadajgce sobie uzupeinienia sqg rownowazne w sensie Witta.
Wykorzystujac zasade lokalno-globalng mozna wskaza¢ kompletny uktad niezmien-
nikow rownowaznos$ci Witta cial liczbowych. Sg to dla ciata K

n, s g; (niasi)a 1= 17"'aga

gdzie n = [K : Q], r jest liczba rzeczywistych zanurzen ciala K, s = s(K) jest
indeksem Pfistera (level, Stufe) ciatla K, g oznacza liczbe idealéw dyadycznych,
n; oraz s; sa stopniami i indeksami Pfistera dyadycznych uzupehien ciata K. W
szczegolnosci, rownowaznos¢ Witta zachowuje stopnie ciat liczbowych K, L, co nie
jest oczywiste bezposrednio. A wiec na przyktad, ciato Q liczb wymiernych nie jest
rownowazne w sensie Witta z zadnym innym ciatem liczbowym.

Zmnajac kompletny niezmiennik réwnowaznosci Witta mozna tez probowaé peinej
klasyfikacji cial liczbowych danego stopnia n, w szczegdlnosci dla cial matych stopni.
Kompletne klasyfikacje sa znane dla ciat stopnia n = 2,3,4 (zob. [11, 26, 53, 92].
Ogolnie, dla kazdej liczby naturalnej n istnieje tylko skonczona liczba w(n) klas
Witta cial liczbowych stopnia n. Znane sa wartosci w(n) dla n < 11 (zob. [92]):

n 1121314156 7 8 9 | 10 | 11
w(n) 11718129136 |95|124|270|365| 715|954

Tak wiec ciata kwadratowe (n = 2) rozpadaja sie na siedem klas Witta. Obliczajac
niezmienniki mozna pokazac, ze klasy te sa reprezentowane przez nastepujace ciata:

Q(Vd), d=—1,+2,+7,+17.

Wszystkie klasy sa nieskoficzone z wyjatkiem klasy ciata Q(v/—1), ktéra jest jed-
noelementowa. Okazuje sie, ze szes¢ sposréd wymienionych cial kwadratowych ma
liczbe klas idealéw réwna 1 (a wiec pierscienie liczb catkowitych w tych ciatach sa
pierécieniami idealow gtéwnych), natomiast cialo Q(v/—17) ma liczbe klas réwna
4. W pracy [6] zaobserwowalismy, ze kazda z szesciu nieskonczonych klas Witta ciat
kwadratowych (5 sposréd nich reprezentowanych przez ciala z liczba klas 1), zawiera
takze ciata z parzysta liczba klas idealow a nawet z dowolnie duzg 2-ranga grupy
klas ideatéw. Ten stan rzeczy przenosi sie na klasy Witta ciat liczbowych dowolnego
stopnia parzystego, a nawet cial dowolnego stopnia. Mozna bowiem udowodni¢, ze
jesli liczba pierwsza p dzieli n, to kazda nieskoniczona klasa ciat liczbowych stopnia
n rownowaznych w sensie Witta zawiera ciata z dowolnie duza p-rangq grupy klas
idealow (zob. [96]).

Rozstrzygniecie, czy dwa ciata liczb algebraicznych maja izomorficzne pierscienie
Witta sprowadza sie do obliczenia wymienionych wyzej arytmetycznych niezmien-
nikow tych cial. Jednakze to rozstrzygniecie nie daje odpowiedzi na pytanie jaki
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jest typ izomorficzny pierscienia Witta tych ciat. A. Czogala i A. Stadek w pracy
[19] dla kazdego ciata liczb algebraicznych K skonstruowali pewien pierscien V (K)
(wskazujac konkretnie elementy i definiujac dziatania), ktéry jest izomorficzny z
pierécieniem Witta ciata K. Mozna wiec uwazac, ze w ten sposob zostata catkowicie
rozszyfrowana struktura pierécienia Witta dowolnego ciata liczb algebraicznych.

Jesli pierécienie Witta dwoch ciat liczbowych K i L sa izomorficzne oraz 7 :
W(K) — W(L) jest izomorfizmem pierscieni, to na podstawie zasady lokalno-
globalnej istnieje bijekcja T': Qx — €5, zbiorow wszystkich dywizoréw pierwszych
cial K i L taka, ze dla kazdego p € Qx izomorfizm 7 indukuje izomorfizm

7« W(K,) — W(Lgy).

W tym kontekscie przejscie od sytuacji globalnej do lokalnej, inaczej niz dla izotro-
powosci czy réwnowaznosci form kwadratowych, jest nietrywialne: dziatamy bowiem
w dwoch roznych ciatach i jest potrzebne odwzorowanie T' dla poréwnania zachowa-
nia lokalnego w dwoch ciatach. Nastepujaca definicja wyodrebnia szczegdlnie wazna
wlasnos¢ lokalnych izomorfizméw .

DEFINICJA. Jedli dla kazdej jednosci u € K, izomorfizm 7, przeprowadza klase Wit-
ta (u) € W(K,) na klase Witta (v') € W (L), gdzie v’ jest jednoscia w ciele Ly,
to izomorfizm 7, nazywa si¢ {agodnym izomorfizmem lokalnym indukowanym przez
izomorfizm globalny 7.

Jesli wszystkie izomorfizmy lokalne indukowane przez izomorfizm globalny 7 sa ta-
godne, to izomorfizm globalny 7 nazywa sie fagodnym izomorfizmem globalnym pier-
Scieni W(K) i W (L), natomiast ciala K i L nazywa si¢ lagodnie réwnowainymi w
sensie Witta.

Pelng klasyfikacje cial kwadratowych ze wzgledu na tagodna réwnowaznos¢ Wit-
ta podal A. Czogala w swojej pracy doktorskiej (zob. [11]). Poniewaz jednym z
niezmiennikéw tagodnej rownowaznosci jest liczba czynnikéw pierwszych wyrdzni-
ka ciata, wiec ciata kwadratowe rozpadajg sie na nieskonczenie wiele klas tagodnie
réwnowaznych ciat (wobec 7 klas zwyklej rownowaznosci Witta).

Okazuje sig, ze jesli ciata K i L sa tagodnie réwnowazne, to izomorficzne sa takze
pierscienie Witta pierscieni liczb catkowitych O i Op ciat K'i L:

WOk =WOy,
a takze, dla grup C(K) i C(L) klas ideatéw w ciatach K i L mamy izomorfizm
C(K)/C(K)* = C(L)/C(L)*.

Stad wynika, ze 2—rangi grup klas ideatéw cial K i L sa réwne. A wiec inaczej niz
w przypadku zwyktej rownowaznosci Witta, tagodna réwnowaznosé ciat liczbowych
zachowuje parzystosc liczby klas ideatow.

4.5. Roéwnowaznosé Hilberta wyzszych stopni i formy wyzszych stopni.
Jak to zauwazyliSmy wyzej, rownowaznos¢ Witta ciat liczb algebraicznych ma kom-
pletny opis w jezyku kwadratowych symboli Hilberta. Jeszcze innego sposobu opisu
rownowaznos$ci Witta dostarcza twierdzenie Harrisona dajgce opis rownowaznosci
Witta w jezyku zbioréow wartosci binarnych form kwadratowych. Dla ciat liczb al-
gebraicznych nie znamy wprawdzie zadnych odpowiednikow pierscienia Witta form
wyzszych stopni, ale znamy teori¢ symboli Hilberta wyzszych stopni. A. Czoga-
ta i A. Stadek [17] wprowadzili wiec réwnowazno$¢ Hilberta wyzszych stopni ciat
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liczb algebraicznych postugujac sie odpowiednio zmodyfikowana definicja kwadra-
towej réwnowaznosci Hilberta (w ktorej wystepuja kwadratowe symbole Hilberta).
Zmalezli takze odpowiednik warunku Harrisona dopasowany do kontekstu symboli
Hilberta stopnia n. Zaktadajac, ze rozpatrywane ciala K i L zawieraja pierwiastki
pierwotne stopnia n z jedynki, warunek ten sprowadza sie do istnienia izomorfizmu
grup
ktory zachowuje grupy norm z odpowiadajacych sobie rozszerzen cyklicznych:
tH(N(K(Y/a))) = N(L(Vta))
dla wszystkich a € K*/K*". Jedli ten warunek jest spelniony, to méwimy, ze ciata
K i L sa r6wnowazne w sensie Harrisona. W pracy [17] udowodniono, ze jesli n
jest liczbg pierwsza, to ciata K i L sa réwnowazne ze wzgledu na symbole Hilberta
stopnia n wtedy i tylko wtedy, gdy sa réwnowazne w sensie Harrisona. Tak wiec
twierdzenie, ktore dla n = 2 zostato zauwazone i udowodnione za posrednictwem
pojecia pierscienia Witta, dla n > 2 jest takze prawdziwe, chociaz pojecie pierscienia
Witta jest w tym przypadku nieobecne.

W pracy A. Czogaly i A. Stadka [18] znaleziony zostal kompletny niezmiennik
rownowaznosci Hilberta stopnia ¢, gdzie ¢ jest nieparzysta liczba pierwsza. Okazuje
sie, ze o rownowazno$ci Hilberta stopnia ¢ cial K i L decyduja jedynie lokalne stopnie
{—adycznych uzupetnien ciat K i L.

Lagodng rownowaznos$é Hilberta stopnia £ studiowal A. Czogala w pracy [12],
natomiast w pracy [15] udowodnit on, ze dla nieparzystych liczb pierwszych ¢ kazde
dwa globalne ciala funkcyjne sa {—réwnowazne w sensie Hilberta. A. Stadek [70]
odkryt zwiazki pomiedzy rownowaznoscia Hilberta wyzszych stopni i K —teorig Mil-
nora. Pelny wyktad rownowaznosci Hilberta wyzszych stopni dla cial globalnych i
wiele nowych rezultatéw zawiera rozprawa habilitacyjna A. Czogaly [16].

Jak juz wspomnielismy, dla form stopni d > 2 nie jest znany zaden odpowied-
nik konstrukeji pierscienia Witta form kwadratowych. W zwiazku z tym dla form
wyzszych stopni nie istnieje odpowiednik obszernej i waznej teorii pierscieni Witta.
Tam gdzie wlasnosci pierscieni Witta form kwadratowych mozna sformutowaé w
spos6b réwnowazny przy pomocy innych poje¢ (na przyklad, nad ciatami globalny-
mi w jezyku symboli Hilberta), mozna spodziewa¢ sie istnienia uogdlnienia na formy
wyzszych stopni. Ponadto, sa oczywiscie wlasnoéci form kwadratowych, ktére nie-
koniecznie wyrazaja sie w jezyku pierscieni Witta i majg sens dla form wszystkich
stopni. Obiektem o centralnym znaczeniu w teorii form wszystkich stopni jest gru-
pa automorfizméw (izometrii) formy. Dla form kwadratowych grupy automorfizméw
(nazywane tez grupami ortogonalnymi) sa przewaznie nieskonczone, natomiast dla
nieosobliwych form stopni > 3 grupy automorfizméw sa zawsze skoniczone (twier-
dzenie C. Jordana z 1890 roku). W zwiazku z tym jest rzecza naturalng zbadac,
ktore grupy skonczone realizuja sie jako grupy automorfizméw form wyzszych stop-
ni. Badania w tym zakresie zainicjowal A. Stadek.

W pracach [4, 71, 111] uzyskano rézne twierdzenia realizacyjne, wéréd nich dla
grup Clifforda-Littlewooda-Eckmanna ([71], realizacja poprzez formy nad cialem
Q) oraz dla grup skonczonych z centralng inwolucja ([4], realizacja poprzez formy
bedace sumami poteg form liniowych nad ciatem uporzadkowanym).

4.6. Hipoteza Milnora. Juz w pracy Witta [112] zapoczatkowana zostala kla-
syfikacja form kwadratowych nad dowolnymi ciatami ze wzgledu na rownowaznosé
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form kwadratowych. Faktycznie wystarczy rozpatrywaé¢ niezmienniki podobienstwa
form kwadratowych: wskaznik wymiaru, wyr6znik i niezmiennik Hassego-Witta. Nie-
zmienniki te mozna traktowac¢ jako homomorfizmy grup

e": I"'(F)— H"(F), n=0,1,2.

Tutaj H"(F) jest grupa kohomologii H"(Gr,Z/27Z), gdzie G jest grupa Galois roz-
dzielczego domkniecia ciata F', natomiast I"(F’) jest potega ideatu fundamentalnego
I(F) pierscienia Witta W (F').

Dlan =0,1,2 homomorfizmy e" indukuja homomorfizmy grup

et I"(F) /I (F) — H™(F).

Fakt, ze eg i e1 sg izomorfizmami jest nietrudny do udowodnienia, natomiast pytanie
o bijektywnos¢ ey byto jednym z gtownych probleméw algebraicznej teorii form kwa-
dratowych w latach siedemdziesigtych. Problem ten rozwiazatl w 1981 roku 24-letni
matematyk z Leningradu A. S. Merkurjev.

W roku 1970 ukazala sie wazna praca Milnora [52], w ktérej zauwazone zostaty
zwiazki pomiedzy pierscieniami Witta, K —teoria i wyzszymi grupami kohomologii.
Dla ciata F'i dla dowolnej liczby catkowitej n > 0 oznaczmy n—ta K —grupe Milnora
przez K,(F'). Milnor rozpatrywal diagram

K (F) /2K (F)
Sn h,,

€n

I"(F) /I H(F) - H"(F)

gdzie homomorfizmy s,, oraz h, sa naturalnie okreslone na generatorach natomiast
e, jest odwzorowaniem, ktore dla n = 0, 1,2 mozna identyfikowaé¢ odpowiednio ze
wskaznikiem wymiaru, wyréznikiem i niezmiennikiem Hassego-Witta. Ideal I"(F')
ma naturalny zbiér addytywnych generatoréw wyznaczony przez tak zwane n—krot-
ne formy Pfistera. Dla n > 2 wiadomo byto, ze istnieje tylko jeden sposob okreslenia
odwzorowania e,, na odpowiednich addytywnych generatorach grupy I"(F)/I"(F),
ale otwartym zagadnieniem byto, czy tak skonstruowane odwzorowanie e, jest ho-
momorfizmem grup.

Milnor postawit pytanie, czy homomorfizmy s, i h, sa zawsze bijektywne (dla
wszystkich n i dla wszystkich ciat F'). Przypuszczalng pozytywna odpowiedz na te
pytania nazwano hipotezami Milnora. Nie bedziemy wchodzi¢ w szczegoty definicji
odwzorowan $,, h,, e, (zobacz prace Pfistera [55]), zauwazymy tylko, ze pytania Mil-
nora sa rownowazne pytaniu o istnienie izomorfizmu grup e,, dla ktérego diagram
Milnora jest przemienny. To z kolei sprowadza si¢ do pokazania, ze dla dowolnego
ciala F' i dowolnej liczby naturalnej n odwzorowania e" : I"(F) — H"(F) okreslo-
ne w sposob naturalny na addytywnych generatorach I™(F) maja dwie nastepujace
wtasnodci:

(a) " jest dobrze okreslonym homomorfizmem grup I"(F) — H"(F),
(b) kere" = I"*1(F).

Wokoét prob dowodu (a) i (b) koncentrowata sig znaczna aktywnosé naukowa w latach
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siedemdziesigtych i osiemdziesigtych. Byt to jeden z gtownych nurtéw badan w alge-
braicznej teorii form kwadratowych. Aktywnym uczestnikiem tych badan byt Marek
Szyjewski, ktéry hipoteza Milnora zajmowat sie juz w swojej pracy magisterskiej.
W roku 1989, pracujac pod kierunkiem A. A. Suslina w Leningradzie, rozwigzal on
problem (a) dla n = 4 (zob. [76]).

Wielka sensacja naukowa byto kompletne rozwiagzanie probleméw (a) i (b) przez Vo-
evodsky’ego w 1996 roku. Historia ataku na problemy (a) i (b) jest nastepujaca:

(a) n < 2: Pfister [54] (1966), n = 3: Arason (1975), n = 4: Jacob-Rost [25] (1989),
Szyjewski [76] (1989), dowolne n: Voevodsky (1996)

(b) n < 1: Pfister [54] (1966), n = 2: Merkurjew [50] (1981), n = 3: Merkurjew-
Suslin (1986), Rost (1986), dowolne n: Voevodsky (1996).

Jak wiadomo, Vladimir Voevodsky otrzymal w roku 2002 Medal Fieldsa za prace,
ktorych kulminacjg byt dowdd hipotezy Milnora.
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