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Piotr Antosik, Krystyna Skórnik

1. Krótka historia Oddzia lu. W 1960 roku prof. Jan Mikusiński przeniós l sie֒ z Warszawy
do Katowic. Jego przyj́scie do Katowic zosta lo przyje֒te z wielkim zadowoleniem przez tutejsze
środowisko matematyczne. By l pierwszym o światowej s lawie matematykiem mieszkaja֒cym na
Górnym Śla֒sku. Od pocza֒tku swego pobytu w la֒czy l sie֒ w dzia lalność matematyczna֒: wyg lasza l
odczyty na zebraniach PTM; prowadzi l seminarium w Wyższej Szkole Pedagogicznej; organizowa l
spotkania w swoim domu w Piotrowicach. Wielokrotnie spontaniczne jego kontakty z miejscowym
środowiskiem matematycznym s luży ly konsolidacji tego środowiska i da ly impuls do powo lania w
Katowicach w 1966 roku Oddzia lu Instytutu Matematycznego Polskiej Akademii Nauk.

2. Ogólne informacje.

Pracownikami etatowymi oddzia lu byli:
Jan Mikusiński, Piotr Antosik, Wilhelmina Smajdor, Marek Kuczma, W ladys law Kierat, Krystyna

Skórnik, Piotr Hallala, Zygmunt Tyc, Alicja Lewandowska, Andrzej Kamiński, Piotr Urss, Piotr
Mikusiński, Józef Burzyk, Jan Pochcia l, Bohdan Aniszczyk, Czes law Klís, Jacek Uryga, Cezary
Ferenic, Zbigniew Sadlok, Ryszard Rudnicki, Krzysztof  Loskot. Sprawami administracyjnymi zaj-
mowa ly sie֒: Stefania Krasińska, Joanna Jalita, Grażyna Kuc–Mikusińska, Barbara Smo lka.

W Oddziale IM PAN w Katowicach by lo prowadzone jedno seminarium pod nazwa֒ Funkcje
uogólnione i Teoria Zbieżności. Miejscem seminarium by la ul. Wieczorka 8 w Katowicach. Kierown-
ikami seminarium byli: prof. Jan Mikusiński od 1966 do 1985 roku; doc. dr hab. Piotr Antosik
od 1985 do 1994 roku; doc. dr hab. Andrzej Kamiński od 1988 do 1991 roku w zaste֒pstwie P.
Antosik; doc. dr hab. Ryszard Rudnicki od 1994 roku i nadal.

Problematyka badawcza by la ścísle zwia֒zana z zainteresowaniami prof. J. Mikusińskiego. Należa ly
do niej: rachunek operatorowy; cia֒gowa teoria dystrybucji; teoria zboeżności; metoda twierdzenia
o przeka֒tnej; teoria ca lki Bochnera i Lebesgue’a.

Uczestnicy seminarium opublikowali za okres od 1966 roku nowych 11 opracowań ksia֒żkowych.
W tym czasie ukaza lo sie֒ również 9 zagranicznych wznowień wcześniej wydanych ksia֒żek. Poza
tym opublikowali  la֒cznie ponad 300 prac.

Uczestnicy seminarium mieli liczne kontrakty naukowe z wieloma instytucjami matematycznymi
na ca lym świecie. W szczególności w: Argentynie, Turcji, USA, ZSRR, Jugos lawii, Niemczech,
Czechos lowacji, Bu lgarii. Wielu przedstawicieli tych krajów wizytowa lo Oddzia l IM PAN w Katow-
icach. Wielu cz lonków seminarium by lo krótko i d lugo terminowymi pracownikami lub stażystami
w uniwersytetach w Argentynie, Turcji, USA, ZSRR.

Osobliwościa֒ seminarium by ly tzw. seminaria górskie. By ly to w wie֒kszości tygodniowe wy-
jazdy cz lonków seminarium do górskich miejscowości. Średnio rocznie mia ly miejsce dwa takie
seminaria z uczestnikami matematyków zagranicznych. W 1966 roku zosta la zorganizowana, po
Kongresie Moskiewskim, mie֒dzynarodowa konferencja z teorii dystrybucji. Zapocza֒tkowa la ona
d luga֒ i owocna֒ serie֒ mie֒dzynarodowych konferencji – organizowanych w różnych krajach – które
sta ly sie֒ forum wymiany osia֒gnie֒ć we wspomnianych dziedzinach.
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3. Promocje naukowe.

1. Prof. Jan Mikusiński zosta l wybrany cz lonkiem korespondencyjnym PAN w 1965 zaś w 1971 roku na
rzeczywistego cz lonka Polskiej Akademii Nauk; w 1975 roku przyznano prof. Mikusińskiemu honorowe
cz lonkowstwo Serbskiej Akademii Nauk i Sztuki; w 1970 roku nadano profesorowi Mikusińskiemu tytu l
honorowego doktora Uniwersytetu w Rostoku.

2. Pior Antosik doktoryzowa l sie֒ na UMCS w 1964 r. Promotorem by l prof. Jan Mikusiński. Stopnień doktora
habilitowanego otrzyma l w IM PAN w Warszawie w 1973 roku. Tytu l profesora nadzwyczajnego zosta l mu
nadany uchwa la֒ Rady Państwa z dnia 15 września 1988 roku.

3. Andrzej Kamiński doktoryzowa l sie֒ w IM PAN w 1975 roku. Promotorem by l prof. Jan Mikusiński. Temat
pracy: Ca lkowanie i operacje nieregularne. Stopień doktora habilitowanego otrzyma l w IM PAN w 1989
roku. Tytu l profesora zosta l mu nadany uchwa la֒ Rady Państwa w 1994 roku.

4. Krystyna Skórnik doktoryzowa la sie֒ na UŚl. w 1971 roku. Promotorem by l prof. Jan Mikusiński. Temat
pracy: Dystrybucja periodyczna zredukowana, [S3].

5. W ladys law Kierat doktoryzowa l sie֒ W IM PAN w roku 1968. Promotorem by l prof. Jan Mikusiński.
6. Józef Burzyk doktoryzowa l sie w IM PAN w 1981 r. Promotorem by l doc. dr hab. Piotr Antosik.

7. Czes law Klís doktoryzowa l sie֒ w IM PAN w 1981 r. Promotorem by l doc. dr hab. Piotr Antosik.
8. Piotr Mikusiński doktoryzowa l sie֒ w IM PAN w 1983 r. Promotorem by l doc. dr hab. Piotr Antosik.
9. Jan Pochcia l doktoryzowa l sie֒ w IM PAN w 1984 r. Promotorem by l prof. Jan Mikusiński. Temat pracy

O przestrzeniach ze zbieżnościa֒.
10. Jacek Uryga dotoryzowa l sie֒ w IM PAN w 1989 r. Promotorem by l doc. dr hab. Andrzej Kamiński. Temat

pracy: Operacje w przestrzeniach funkcji uogólnionych typu Gelfanda-Szy lowa.
11. Roman Witu la doktoryzowa l sie֒ na UŚl. w 1997 r. Promotorem by l doc. dr hab. Andrzej Kamiński.

Temat pracy: O zbieżnych i rozbieżnych permutacjach.

4. Rachunek operatorów Mikusińskiego.

Historia rachunku operatorowego sie֒ga końca XIX wieku i wia֒że sie֒ z pracami angielskiego
inżyniera Oliviera Heaviside’a, który stosowa l metody operatorowe w elektrotechnice nie troszcza֒c
sie֒ o ich matematyczny sens. Cze֒ściowe wyt lumaczenie jego poste֒powania uzyskano później na
gruncie tranmsformaty Laplace’a, która jednak nak lada la ograniczenia na wzrost funkcji w nieskoń-
czoności. Dopiero algebraiczna teoria, stworzona przez Jana Mikusińskiego, przynios la pe lne
matematyczne uzasadnienie tych metod, nawia֒zuja֒ce bezpośrednio do rachunków Heaviside’a.

Teoria ta mia la swe pocza֒tki w czasach drugiej wojny światowej, kiedy to na tajnych sem-
inariach prof. Ważewskiego w Krakowie jej autor prezentowa l swoje idee, spisane naste֒pnie w
ksia֒żeczce Hyperliczby wydanej przez niego w lasnym sumptem, przy użyciu klisz rentgenowskich,
w niezwyczajnym nak ladzie siedmiu egzemplarzy, rozprowadzonych mie֒dzy uczestników seminar-
ium.

Natomiast prezentacja rozwinie֒tej teorii nasta֒pi la w ksia֒żce profesora Mikusińskiego Rachunek
operatorów [I]. Ksia֒żka ta, wydana po raz pierwszy w Polsce w 1953 r., mia la wśród ksia֒żek pols-
kich matematyków rekordowa֒ liczbe֒ wydań w kraju i za granica֒. Od tego czasu ukaza lo sie֒ wiele
publikacji dotycza֒cych rachunku operatorów i jego zastosowań. Tematyka֒ ta֒ zajmowali sie֒, mie֒dzy
innymi: P. Antosik, L. Berg, A. Bleyer, T.K. Boehme, R. Bittner, J. Bunyk, J.M. Dimovski, V.A.
Ditkin, A. Erdejyi, E. Gesztelyi, H.–J. Glaeska, L. Korevaar, G.L. Krabbe, W. Kierat, A.P. Prud-
nikov, D. Przeworska–Rolewicz, Cz. Ryll–Nardzewski, K. Skórnik, W. S lowikowski, R. Struble, A.
Száz, J. Wloka, K. Yosida.

Impulsem do stworzenia teorii operatorów by la dla prof. Mikusińskiego che֒ć znalezienia prostych
metod rozwia֒zywania równań różniczkowych. Podstawowym faktem, na którym ta teoria zosta la
oparta, jest twierdzenie Titchmarsha dotycza֒ce splotu funkcji cia֒g lych f, g na pó lprostej dodatniej
definiowanego wzorem:

(f · g)(t) =

1
∫

0

f(t− τ)g(τ)dτ.

Przestrzeń C funkcji cia֒g lych na pó lprostej [0,∞) ze zwyk lym dzia laniem dodawania i z mnożeniem
w sensie określonego wyżej splotu jest pierścieniem algebraicznym, a twierdzenie Titchmarsha
mówi, że jest to pierścień bez dzielników zera, tzn. f · g = 0 implikuje, że f = 0 lub g = 0.
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Twierdzenie Titchmarsha pozwala na określenie cia la u lamków elementów pierścienia C, nazy-
wanego obecnie cia lem operatorów Mikusińskiego, M. . Cia lo to zawiera funkcje cia֒g le f na
[0,∞), bo moga֒ być one reprezentowane przez u lamki fg/g, gdzie g jest dowolna֒ niezerowa֒ funkcja֒
cia֒g la֒ na [0,∞). Zawiera także wszystkie elementy α wyj́sciowego cia la liczbowego, które można
identyfikować z u lamkami postaci {α}/{1}, gdzie {f(t)} oznacza funkcje֒ o wartości f(t) w punkcie
t, a wie֒c {α} i {1} sa֒ funkcjami sta lymi równymi odpowiednio α i 1 na [0,∞).

Funkcja l = {1} może być interpretowana jako operator ca lkowania, ponieważ

l{f(t)} =







t
∫

0

f(τ)dτ







.

Z drugiej strony operator s = 1/l pe lni role֒ operatora różniczkowania, bowiem dla dowolnej funkcji
x = {x(t)} o cia֒g lej pochodnej x′ = {x′(t)} na [0,∞) zachodzi

sx = x′ + x(0).

Ostatni wzór  latwo przenosi sie֒ na przypadek funkcji z klasy C∞ na [0,∞):

(1) snx = x(n) + x(n−1)(0) + sx(n−2)(0) + . . .+ sn−1x(0).

Powyższa zależność umożliwia rozwia֒zywanie równań różniczkowych zwyczajnych o sta lych wspó lczynnikach
oparte na czysto algebraicznych rachunkach.

Równie prosto można sprawdzić rozwia֒zanie uk ladu równań różniczkowych zwyczajnych o sta lych
wspó lczynnikach do rozwia֒zania uk ladu równań algebraicznych.

Rachunek operatorów Mikusińskiego można również stosować do rozwia֒zania problemu Cauchy’ego
dla równań cza֒stkowych dwóch zmiennych o sta lych wspó lczynnikach w R×R+. W tym przypadku
różniczkowe równanie cza֒stkowe zaste֒pujemy równaniem

(2) anx
(n)(λ) + an−1x

(n−1)(λ) + . . .+ aox
′(λ) = f(λ),

gdzie λ ∈ C(lub λ ∈ R), ak = pk(s), pk(k = 0, 1, ..., n) sa֒ wielomianami o wspó lczynnikach ze-
spolonych. Rozwia֒zaniami sa֒ funkcje x(·)) określone na C (lub R) i przyjmuja֒ce wartości w ciele
M. Teoria równania (2) jest teoria֒ równań różniczkowych o sta lych wspó lczynnikach nad cia lem
M. Ta teoria różni sie֒ w istotny sposób od teorii równań różniczkowych o sta lych wspó lczynnikach
nad cia lem C (lub R).

W tym celu rozwia֒zania równania jednorodnego

(3) anx
(n) + an−1x

(n−1) + . . .+ aox
′ = 0

szukamy w postaci funkcji wyk ladniczej x = eλω ([I], str. 254), gdzie ω jest pierwiastkiem równania
charakterystycznego

(4) anω
n + an−1ω

n−1 + . . .+ a0 = 0.

Ogólnie rozwia֒zanie równania (3) jest postaci

(5) x(λ) =

n
∑

k=1

cke
λωk ,
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gdzie ck sa֒ sta lymi, ωk (k = 1, . . . , n) pierwiastkami równania (4) ([6], str. 259). Może sie֒ zdarzyć,
że funkcja eλωk nie istnieje, gdyż przy pewnych operatorach ωk jedynym rozwia֒zaniem równania
różniczkowego x′ = ωkx jest funkcja identycznie równa zeru; wskutek tego warunek dodatkowy
x(0) = 1, który ma spe lniać każda funkcja wyk ladnicza, nie może być spe lniony ([I], str. 255,
[13], str. 217). Jeżeli istnieje funkcja wyk ladnicza eλωk , to operator ωk nazywa sie֒ logarytmem.
Rozwia֒zanie ogólne (5) równania (3) zawiera tyle sta lych dowolnych, ile wynosi liczba pierwiastków
logarytmów równania charakterystycznego.

W praktyce stosujemy te֒ metode֒ do rozwia֒zania równań ciep la, struny, telegrafistów.
Motoda֒ rachunku operatorów znajduje sie֒ rozwia֒zania równań różniczkowych w ca lej ogólności,

podczas gdy przy użyciu transformaty Laplace’a rozwia֒zania znajduje sie֒ w klasie funkcji spe lniaja֒cych
pewne ograniczenia na wzrost w nieskończoności.

W przypadku, gdy an = 1, a pozosta le wspó lczynniki ai sa֒ funkcjami cia֒g lymi określonymi na
przedziale (α, β), to z klasycznej teorii równań różniczkowych wiemy, że istnieje dok ladnie jedno
rozwia֒zanie z równania (3) spe lniaja֒ce warunki pocza֒tkowe

(6) x(t0) = x0, x(1)(t0) = x1, . . . , x
(n−1)(t0) = xn−1, t0 ∈ (α, β), xi ∈ R.

Profesor Mikusiński zauważy l, że analogiczne twierdzenie o jednoznaczności rozwia֒zań równań
różniczkowych jest prawdziwe, gdy funkcje rzeczywiste zasta֒pimy funkcjami o wartościach z pierścienia
ca lkowitego i odpowiednio określimy operacje֒ różniczkowania tych funkcji. Mianowicie, niech R
be֒dzie pierścieniem ca lkowitym oraz niech zbiór A∗ wszystkich funkcji x : R → R ze wzgle֒du na
zwyk le dzia lanie dodawania i mnożenia funkcji jest pierścieniem przemiennym. Dla każdego µ ∈ R

określamy operacje֒ τµ na funkcjach x ∈ A∗ przyjmuja֒c

(τµx)(λ) = x(µ− λ), λ ∈ R.

Niech A be֒dzie pewnym podpierścieniem pierścienia A∗ niezmienniczym ze wzgle֒du na operacje֒
τµ, µ ∈ R. Na pierścieniu A określamy operacje֒ D : A → A maja֒ca֒ naste֒puja֒ce w lasności:

1o D(x+ y) = Dx+Dy, D(xy) = (Dx)y + x(Dy);
2o D(τµx) = −τµ(Dx), µ ∈ R;
3o Dx = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x jest funkcja֒ sta la֒.

Prawdziwe sa֒ naste֒puja֒ce twierdzenia

Twierdzenie 1. ([M1]). Jeżeli operacja D ma w lasności 1o–3o, to równanie (3), gdzie ai ∈ R
(an = 1), ma w algebrze A co najwyżej jedno rozwia֒zanie spe lniaja֒ce warunki pocza֒tkowe (6).

Twierdzenie 2. ([M2]). Jeżeli A jest pierścieniem ca lkowitym i D jest operacja֒ różniczkowania
tego pierścienia spe lniaja֒ca֒ warunek 1o i warunek

(α) (Dx)y − x(Dy) = 0 ⇒ x, y sa֒ liniowo zależne nad A0,

to równanie (3) o wspó lczynnikach z A (an = 1) ma co najwyżej n rozwia֒zań liniowo niezależnych
nad A, gdzie A0 oznacza zbiór elementów x ∈ A takich, że Dc = 0.

Profesor Mikusiński zdefiniowa l pochodna֒ algebraiczna֒ w ciele operatorów (abstrakcyjny odpowied-
nik operacji różniczkowania operatorów) w naste֒puja֒cy sposób (zob. [M4]):

Df = D{f(t)} = {−tf(t)} dla f ∈ C,

D

(

p

q

)

=

(

(Dp)q − p(Dq)

q2

)

dla p, q ∈ C, q 6= 0.

W pracy [AKS] rozważane sa֒ różne koncepcje pochodnej, mie֒dzy innymi pochodna algebraiczna.
Korzystaja֒c z ogólnych w lasności operatorów Mikusińskiego pokazano, że w ciele Mikusińskiego
M, z tak zdefiniowana֒ pochodna֒ algebraiczna֒ spe lniony jest warunek (α) oraz udowodniono
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Twierdzenie 3. ([AKS]). Zbiór wszystkich rozwia֒zań równania (3) w M (ai ∈ M, an = 1) jest
co najwyżej n–wymiarowa֒ przestrzenia֒ nad C.

Praca P. Antosika, W. Kierata i K. Skórnik ([AKS]) zawiera nowe zastosowanie rachunku
operatorów Mikusińskiego w teorii liniowych równań różniczkowych o wspó lczynnikach wielo-
mianowych. Operatory Mikusińskiego znajduja֒ rozliczne zastosowania, niekiedy w dziedzinach
bardzo od siebie odleg lych, takich jak teoria sterowania ([5]), elektrotechnika, statyka belek czy
chromatografia ([12], str. 273). Jednocześnie teoria operatorów dostarcza wielu interesuja֒cych
problemów w różnych dzia lach matematyki.

W. Kierat i K. Skórnik przedstawili nowe zastosowanie rachunku operatorów do badania funkcji
specjalnych [SK1], [S?], jak również do badania uk ladów dynamicznych, [KS4]. Udowodnili

Twierdzenie 4. ([KS4]) Uk lad dynamiczny określony uk ladem równań różniczkowych z opóźnionym
argumentem

x′(t) = Ax(t− τ) +Bu(t),

gdzie x : [0,∞) → Rn, A – jest sta la֒ n–wymiarowa֒ macierza֒ kwadratowa֒, B – sta la֒ macierza֒
wymiaru [n,m], m ≤ n, n ∈ C – przestrzeń sterowań, τ – sta le opóźnienie argumentu,
jest niesterowalny na przedziale [0, kr] i jest sterowalny dla t > kτ wtedy i tylko wtedy, gdy rza֒d
macierzy [B,AB,A2B, . . . , An−1B] < n, a rza֒d macierzy [B,AB, . . . , AkB] = n, (k < n).

Graniczny przypadek, gdy τ → 0 jest opisany przez twierdzenie R.E. Kalmana z 1960 r. (zob.
[R], str. 268, Tw. 6.2.1).

Z punktu widzenia algebry interesuja֒ca jest struktura cia la operatorów Mikusińskiego, a w
szczególności fakt, że cia lo to jest formalnie rzeczywiste i można w nim wprowadzić porza֒dek
liniowy.

Bardzo interesuja֒ca jest także tematyka zwia֒zana z pochodna֒ algebraiczna֒. Stosuja֒c rachunek
operatorów Mikusińskiego oraz w lasności pochodnej algebraicznej, otrzymujemy rozwia֒zanie równania
Laguerra [4], rozwia֒zanie równania Bessela [14].

Dla analizy ciekawy jest fakt, że rachunek operatorów stanowi istotne uogólnienie metody trans-
formaty Laplace’a. Dla każdego operatora postaci f/g, gdzie f, g ∈ C sa֒ funkcjami transformal-
nymi w sensie Laplace’a, można w naturalny sposób zdefiniować transformate֒ Laplace’a tego op-
eratora. Istnieja֒ jednak operatory, np. operator reprezentowany przez funkcje֒ exp(t2), które nie
daja֒ sie֒ przedstawić w postaci ilorazu splotowego funkcji transformalnych w sensie Laplace’a.

Z drugiej strony interesuja֒ce jest porównanie operatorów Mikusińskiego i dystrybucji Sobolewa–
Schwartza. Oba poje֒cia sa֒ uogólnieniem funkcji lokalnie ca lkowalnych: na pó lprostej w przypadku
operatorów, na prostej w przypadku dystrybucji. Okazuje sie֒, że istnieja֒ dystrybucje nie be֒da֒ce
operatorami np. funkcja sta la 1 na (−∞,∞), ale i odwrotnie, istnieja֒ operatory nie be֒da֒ce dys-

trybucjami np. operator e
√
s.

W celu zdefiniowania cia֒g lości, pochodnej czy ca lki funkcji operatorowej konieczne jest określenie
zbieżności cia֒gu operatorów. Możliwe sa֒ dwie definicje:

(I) xn → x, jeżli xn = fn/g, x = f/g (fn, f, g ∈ C) oraz fn → f niemal jednostajnie,
(II) xn → x, jeżli xn = fn/gn, x = f/g (fn, f, gn, g ∈ C) oraz fn → f, gn → g niemal

jednostajnie.

Zdefiniowane powyżej zbieżności nosza֒ nazwe֒ zbieżności typu I i II. Sa֒ one ciekawe z topolog-
icznego punktu widzenia, ponieważ – nimo naturalnych definicji zbieżności – w ciele operatorów
nie da sie֒ wprowadzić topologii w taki sposób, by zbieżność przez nia֒ generowana by la zbieżnościa֒
typu I lub II. Wynika to z faktu, że oba typy zbieżności nie spe lniaja֒ warunku Urysohna ([B2]),
który wraz z pewnymi oczywistymi warunkami charakteryzuje zbieżności topologiczne. Warunke
ten formu luje sie֒ naste֒puja֒co:

Jeżli każdy podcia֒g yn cia֒gu xn zwiera podcia֒g zn, taki że zn → z, to xn → x.
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G le֒bokie twierdzenie dotycza֒ce obu typów zbieżności zosta ly otrzymane przez J. Burzyka ([B1],
[B2]). W szczególności udowodni l on, że

każda ograniczona rodzina operatorów jest prezwarta ([B2] oraz [13], str. 149).
W swej późniejszej pracy badawczej J. Burzyk uzyska l wiele innych ważnych wyników w zakresie

rachunku operatorów Mikusińskiego. Praca [B6] zawiera twierdzenia o charakteryzacji cia֒g lych i
różniczkowalnych funkcji operatorowych, tzn. funkcji określonych na przedziale o wartościach w
ciele operatorów Mikusińskiego. Za najważniejsza֒ jego prace֒ w tym dziale można uznać [B12],
w której dowodzi sie֒ twierdzenia typu Paleya-Wienera dla operatorów o nośniku ograniczonym.
Pokazuje sie֒, że przestrzeń takich operatorów jest izomorficzna (poprzez transformate֒ Fouriera) z
przestrzenia֒ funkcji ca lkowitych typu eksponencjalnego spe lniaja֒cych nierówność:

∫ ∞

−∞
|log|f(t)||(1 + t2)−1dt <∞.

Tego rodzaju funkcje cze֒sto wyste֒puja֒ w teorii funkcji ca lkowitych i ich teoria ma g le֒bokie zas-
tosowanie w analizie harmonicznej, znalezione przez Beurlinga i Malliavina.

Rachunek operatorów Mikusińskiego szybko sta l sie֒ teoria֒ znana֒ w ca lym świecie i by l przez
kolejne lata intensywnie rozwijany w licznych ośrodkach przez wielu autorów. Ilość publikacji
zwia֒zanych temetycznie z ta֒ teoria֒ by la tak duża, że redaktorzy Mathematical Reviews postanow-
ili utworzyć oddzielny dzia l klasyfikacyjny oboejmuja֒cy te֒ teorie֒ pod numerem 44A40. Warto
skonstatować na koniec, że ”Mikusiński” jest jednym z niewielu polskich nazwisk, które na sta le
wesz ly do światowej terminologii jako nazwiska twórców teorii matematycznych.

5. Dystrybucje

Teoria dystrybucji w opracowaniu Schwertza oparta jest na zaawansowanych wynikach analizy
funkcjonalnej co czyni ja֒ trudna֒ do opanowania przez inżynierów chca֒cych z niej skorzystać w
praktyce. Profesor Mikusiński wspólnie z profesorem R. Sikorskim opublikowali druga֒ cze֒ść ele-
mentarnej teorii dystrybucji (II). Autorami trzeciej ksia֒żki z cia֒gowej teorii dystrybucji byli: D.
Antosik, J. Mikusiński i R. Sikorski, [V].

Idea cia֒gowej definicji dystrybucji jest oparta na aproksymacji dystrybucji funkcjami cia֒g lymi
lub g ladkimi (tj. funcjami z klasy C∞).

Cia֒g {ϕn} funkcji g ladkich na R1 jest cia֒giem podstawowym, jeśli dla każdego otwartego skończonego
przedzia lu I w R1 istnieja֒: nieujemna liczba ca lkowita k i cia֒g funkcji g ladkich {ψn} taki, że
Φn = ϕn w I oraz {φn} jest jednostajnie zbieżny w I. Dwa podstawowe cia֒gi {ϕn} i φn sa֒
równoważne (ϕn ∼ φn), jeśli ich cia֒g przeplatany ϕ1, φ1, ϕ2, φ2, . . . jest podstawowy. Relacja ∼
jest relacja֒ rówoważności. Dystrybucjami sa֒ klasy cia֒gów równoważnych. Zapis f = [ϕn] oznacza,
że dystrybucja f jest klasa֒ równoważności zawieraja֒ca֒ cia֒g podstawowy ϕn.

Podana definicja dystrybucji jest elementarna i zrozumia la dla każdego kto zna poje֒cie pochod-
nej i jednostajnej zbieżności. Zaleta֒ cia֒gowego uje֒cia teorii dystrybucji jest  latwość rozszerzania
na dystrybucje operacji zdefiniowanych dla funkcji g ladkich. Operacja A zdefiniowana dla każdego
systemu {ϕ1, . . . , ϕk} funkcji g ladkich jest regularna, jeśli zastosowana do dowolnych cia֒gów pod-
stawowych {ϕ1n}, . . . , {ϕkn} w wyniku daje cia֒g podstawowy. {A(ϕ1n, . . . , ϕkn)}. Jeśli f1, . . . , fk
sa֒ dystrybucjami wyznaczonymi przez cia֒gi podstawowe {ϕan}, . . . , {ϕkn} wtedy przyjmujemy, że

A(f1, . . . , fk) = [A(ϕ1n, . . . , ϕkn)]

Należy zauważyć, że wśród operacji ważnych w zastosowaniach sa֒ operacje regularne takie jak
dodawanie, mnożenie przez liczbe֒, różniczkowanie oraz sa֒ operacje nieregularne takie jak iloczyn i
splot funkcji.

Profesor Mikusiński zaproponowa l ogólna֒ metode֒ definiowania operacji nieregularnych za pomoca֒
cia֒gów–deltowych, którymi sa֒ cia֒gi {δn} funkcji g ladkich takich, że

∫

δn = 1 i δn(x) = 0 dla
|x| = αn gdy αn → 0.
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Niech A be֒dzie operacja֒ określona֒ na funkcjach g ladkich i niech f1, . . . , fk be֒da֒ dystrybucjami.
Mówimy, że A(f1, . . . , fk) istnieje, gdy dla dowolnego cia֒gu deltowego {δn} cia֒g

{A(f1 ∗ δn, . . . , fn ∗ δk)}

jest cia֒giem podstawoweym; wtedy przyjmujemy, że

A(f1, . . . , fk) = [A(f1 ∗ δn, . . . , fk ∗ δk)].

Na przyk lad, iloczyn dystrybucji f1 i f2 można wyrazić w postaci

f1 · f2 = lim
n→∞

(f1 ∗ δn)(f2 ∗ δk).

W literaturze matematycznej jest znanych wiele innych definicji dystrybucji. Wspó lzależności
mie֒dzy tymi definicjami przeanalizowa l Andrzej Kamiński i swoje wyniki opublikowa l w pracach
([K1], [K2]).

Innym ważnym przyk ladem operacji na dystrybucjach jest splot

f1 ∗ f2 = lim
n→∞

(f1 ∗ δn)(f2 ∗ δn).

Cia֒gowa teoria splotu jest opracowana w [V].
W tejże ksia֒żce opracowane sa֒: dystrybucje temperowane, dystrybucje periodyczne, rozwinie֒cia

dystrybucji w szereg Fouriera i Hermite’a, transformacje Fouriera i Hilberta; zastosowanie tych
transformacji, podany jest elementarny dowód równoważności cia֒gowej i funkcjona lowej teorii dys-
trybucji.

Dystrybucje temperaturowe definiuje J. Mikusiński jako pochodne pewnego rze֒du k (k ∈ N)
funkcji ca lkowalnych z kwadratem [M10], [V]. Poje֒cie pochodnej temperowanej Dk rze֒du natu-
ralnego wprowadzi l J. Mikusiński w [M10], zaś ca lki temperowanej Sk (k ∈ N) w [V]. Poje֒cie
pochodnej temperowanej i ca lki temperowanej na dowolny nieujemny rza֒d rozszerzy la Krystyna
Skórnik w pracy [S4]. W pracy tej przedstawi la klase֒ dystrybucji maja֒ca֒ te֒ w lasność, że operacja
odwrotna do różniczkowania jest jednoznaczna. Pokaza la, że w klasie dystrybucji o tej w lasności,
pochodna temperowana może być rozszerzona na pochodne temperowane dowolnego nieujemnego
rze֒du z zachowaniem w lasności

DαDβf = Dα+βf, SαSβf = Sα+βf,

dla wszystkich α, β ≥ 0.
Na szczególna֒ uwage֒ w opracowaniu teorii splotu, iloczynu i transformacji Fouriera dystrybucji

zas luguja֒ wyniki Andrzeja Kamińskiego przedstawione w oko lo 19–tu publikacjach, np. [AK1].
Wyniki A. Kamińskiego dotycza֒ również splotu ultradystrybycji. Cecha֒ charakterystyczna֒ jego
badań jest dog le֒bne wyjaśnienie wspó lzależności pomie֒dzy wielorakimi definicjami, iloczynu, splotu
i transformacji Fouriera [K6].

Obok przestrzeni D′ dystrybucji Schwartza i przestrzeni S′ dystrybucji temperowanych A.
Kamiński zajmowa l sie֒ także przestrzeniami K ′{Mp} funkcji uogólnionych Gelfanda-Szy lowa i
przestrzeniami ultradystrybucji. W przestrzeniach funkcji uogólnionych typu Gelfanda - Szy lowa
operacjami, takimi jak zbieżność, iloczyn tensorowy i splot funkcji uogólnionych zajmowa l sie֒
również Jacek Uryga. Poda l warunek zgodności nośników funkcji uogólnionych, przy których ist-
nieje ich splot (zob. [KU1], [KU2], [U1], [U2], [U3]). Wykaza l, że iloczyn tensorowy przestrzeni
Gelfanda-Szy lowa jest również, przy pewnych za lożeniach, przestrzeniaa֒ tego typu (zob. [U4]).

Wiele przestrzeni funkcji próbnych, które pojawiaja֒ sie֒ w teorii funkcji uogólnionych ma strukture֒
skali przestrzeni Hilberta. W pracy [K1] W. Kierat rozważa l skale przestrzeni Hilberta Hk, które
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sa֒ uzupe lnieniem pewnych funkcji g ladkich wzgle֒dem morm generowanych przez formy kwadra-
towe pote֒g operatora Sturma–Liouvilla. W pracy tej bada l rozwinie֒cia elementów Hk, H,H

′
k

i H ′ w szeregi Fouriera wzgle֒dem funkcji w lasnych operatorów Sturma–Liouvilla, gdzie H jest
granica֒ projektywna֒ przestrzeni Hk. Dla oscylatora harmonicznego otrzymujemy skale przestrzeni
Hilberta Sk, a przestrzeń Schwartza S jest granica֒ projektywna֒ przestrzeni Sk. W. Kierat rozważa l
przestrzenie A(Rq), które sa֒ wyposażone w lokalnie wypuk la֒ topologie֒ beczkowa֒ o naste֒puja֒cej
w lasnościach:

(a) D(Rq) ⊂ A(Rq) ⊂ S(Rq);
(b) D(Rq) jest ge֒sta w A(Rq), topologia indukowana na D(Rq) z A(Rq) jest s labsza niż topolo-

gia naturalna przestrzeni D(Rq).

Przyk lad przestrzeni typu A(Rq) zosta l podany w pracy [K3].W pracy [K4], W. Kierat pokaza l, że
jeżeli

xµ
∂|ν|

∂xν
f ∈ L2(Rq),

dla |µ + ν| ≤ k, k > q/2, to (F−1 ◦ F)f(x) = f(x) dla x ∈ R
q, gdzie Ff i F−1f oznaczaja֒

odpowiednio ca lke֒ Fouriera i odwrotna֒ ca lke֒ Fouriera f.

6. Twierdzenie o przeka֒tnej.

Jednym z za lożeń autorów przy pisaniu ksia֒żki [XI] by lo unikanie topologicznych metod w
definiowaniu i dowodach twierdzeń. Wiadomo, że jednymi z silnych środków dowodowych jest
twierdzenie Beare’a o kategorii. Twierdzenie to ze wzgle֒du na swój charakter topologiczny nie
pasowa lo do cia֒gowej teorii. By la wie֒c potrzeba nowego środka dowodowego wypowiedzianego w
terminach cia֒gów. Środkiem tym okaza lo sie֒ twierdzenie Mikusińskiego o przeka֒tnej [M3].

Twierdzenie o przeka֒tnej. Niech X be֒dzie przestrzenia֒ Banacha, xi,j ∈ X dla i, j = 1, 2, . . . , ‖xii‖ >
0 i niech lim

j→∞
xij = 0 dla i = 1, 2, . . . . Wtedy istnieja֒ nieskończony zbiór I liczb dodatnich i jego

podzbiór J takie, że

∑

‖xij‖ <∞ i

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

j∈J

xij

∥

∥

∥

∥

∥

∥

>
1

2
m dla i ∈ I.

Twierdzenie o przeka֒tnej okaza lo sie֒ wielce użyteczne w dowodach twierdzeń z analizy funkcjon-
alnej i teorii miary. Z jego pomoca֒ zosta ly udowodnione twierdzenia: Banacha–Steinhausa o jed-
nostajnej ograniczoności; o s labej i mocnej ograniczoności; Orlicza–Petliza, Vitali–Hahna–Saksa;
Nikodyma i wielu innych twierdzeń ([A2], [A3]).

W procesie zastosowań twierdzenia o przeka֒tnej wystarcza ly prostsze sformu lowania twierdzenia,
których również dowody by ly prostsze i prowadzi ly do ogólniejszych wyników. Ta problematyka
by la g lównie uprawiana przez P. Antosika. P. Antosik jest autorem lub wspó lautorem oko lo 26
publikacji zwia֒zanychy z tym tematem i wspó lautorem jednej publikacji ksia֒żkowej ([XI]).

Stosuja֒c metode֒ twierdzenia o przeka֒tnej P. Antosik zauważy l, że w wielu twierdzeniach za lożenie
zupe lności może być zasta֒pione prostym naste֒puja֒cym warunkiem

(K) Każdy cia֒g zbieżny do zera ma szeregowo zbieżny podcia֒g.

Przestrzenie Banacha, zupe lne, quasi–normowe grupy i inne przestrzenie ze zbieżnościa֒ maja֒
w lasność (K). Zupe lność przestrzeni Banacha implikuje w lasność (K).

W naturalny sposób powstaje pytanie o implikacje zbieżności przez w lasność (K). Czes law Klís
poda l przyk lad podprzestrzeni l2 z w lasnościa֒ (K) bez zupe lności [K]. Nieco silniejszy warunek od
warunku (K) by l wypowiedziany przez L.S. Sobolewa.

(N) Każdy cia֒g zbieżny do zera ma podcia֒g, którego każdy podcia֒g jest szeregowo zbieżny.
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J. Burzyk poda l przyk lad, przy pewnym dodatkowo teorio–mnogościowym warunku, że warunek
(N) nie musi implikować zupe lności ([B4]).

Dla chca֒cych bliżej poznać metode֒ twierdzenia o przeka֒tnej i warunek (K) polecamy ([XI]).

7. Teoria zbieżności.

Prof. Jan Mikusiński w swojej pracy badawczej korzysta l g lównie ze zbieżności cia֒gów i ich
w lasności. Da l temu wyraz w rachunku operatorowym, teorii dystrybucji, teorii ca lki. Definicje i
twierdzenia wyste֒puja֒ce w zastosowaniach metody przeka֒tniowej i warunku (K) daja֒ sie֒ wypowiedzieć
w terminach zbieżności cia֒gów. Okoliczności te by ly sprzyjaja֒ce powstaniu aksjomatycznej teorii
zbieżności cia֒gów. Zagadnienia te i im pokrewne sa֒ rozpatrywane w publikacjach: [MB], [MF],
[PM3], [PM2], [A5], [K7].

W teorii zbieżności postuluje sie֒, że dana zbieżność spe lnia naturalne warunki:

(F) Jeżeli xn → x, to xpn
→ x dla każdego podcia֒gu (xpn

) cia֒gu (xn).
(L) Jeżeli xn → x, yn → y, an → a i bn → b, to anxn + bnyn → ax+ by.
(U) Jeżeli każdy podcia֒g cia֒gu (xn) zawiera podcia֒g (xqn), taki że xqn → x, to xn → x (warunek

Urysona).
(S) Jeżeli xn = x dla n = 1, 2, ..., to xn → x.
(H) Jeżeli xn → x i xn → y, to x = y.

Wprowadza sie֒ również operacje֒ przyporza֒dkowuja֒ca֒ zbieżności G jej tzw. ugwiazdkowienie,
tzn. najmniejsza֒ zbieżność zawieraja֒ca֒ G i spe lniaja֒ca֒ warunek Urysona. Przestrzeniami ze
zbieżnościa֒ zajmowa l sie֒ J. Pochcia l. Poda l warunki konieczne i wystarczaja֒ce na to, by przestrzeń
ze zbieżnościa֒ by la metryzowalna (zob. [P1- P5]). Rozważa l także kilka warunków typu diago-
nalnego ((P) i (A) zob. [P6]). Używaja֒c jedynie tych elementarnych poje֒ć i warunków poda l
charakteryzacje֒ zbieżności generawanej przez pewna֒ dowolna֒ funkcje֒ rzeczywista֒ oraz przez funkcje֒
posiadaja֒ca֒ pewne dodatkowe w lasności, takie jak symetria czy warynek trójka֒ta. W efekcie
uzyska l charakteryzacje֒ zbieżności metryzowalnych, jak również charakteryzacje֒ topologii metry-
zowalnych w zakresie przesytrzeni parazwartych. Ta֒ droga֒ można także uzyskać charakteryzacje֒
różnych przestrzeni be֒da֒cych uogólnieniami przestrzeni metrycznych, takich jak przestrzenie quasi-
metryzowalne, symetryzowalne, semimetryzowalne czy γ- przestrzenie. Jako wnioski uzyskuje
sie֒ dowody dostateczności w przypadku klasycznych twierdzeń metryzowalnych (np. twierdzeń
Aleksandrowa-Urysona, Nagaty-Smirnowa, Moore’a). J. Pochcia l poda l przyk lad przestrzeni lin-
iowej ze zbieżnościa֒ spe lniaja֒ca֒ warunek (K) i nie spe lniaja֒cej warunku (M) ([P?]). Przyk lad ten
uzupe lnia wyniki dotycza֒ce niezależności aksjomatów (K) i (M) zawarte w pracach [?], [?]. Poda l
także przyk lad przestrzeni liniowej ze zbieżnościa֒ spe lniaja֒ca֒ warunki (F), (L), (U), (S), (H), (P)
i nie generowana֒ przez żadna֒ topologie֒ liniowa֒ [P?].

Abstrakcyjna֒ teoria֒ zbieżności zajmowali sie֒ również Piotr Mikusiński, Andrzej Kamiński i
Józef Burzyk. A. Kamiński ([K?], [K?], [K?]) poda l charakteryzacje֒ zbieżności wielowartości-
owych (multizbieżności), które sa֒ indukowane przez topologie֒. W pracy [BM] J. Burzyk i P.
Mikusiński podali dowód twierdzenia o metryzowalności grupy ze bieżnościa֒ generowana֒ przez
funkcje֒. Z twierdzenia tego wynika w  latwy sposób klasyczne twierdzenie o metryzowalności grup
topologicznych z przeliczalna֒ baza֒ otoczeń zera. W pracy [BKL] udowodniono twierdzenie, które
mówi, że każda przestrzeń unormowana z w lasnościa֒ (K) jest II kategorii Baire’a. Problem istnienia
niezue lnych przestrzeni unormowanych typu (N) zosta l rozstrzygnie֒ty w pracy [B]. W pracy [?]
podana jest konstrukcja rozbicia przestrzeni liniowo-metrycznych na sume֒ prosta֒ przestrzeni o
w lasnościach (N) i (K) oraz dowód, że każda podprzestrzeń Fσ zupe lnej i ośrodkowej przestrzeni
liniowo-metrycznej ma rozszerzenie do w laściwej podprzestrzeni typu (K).

8. Ca lka Lebesgue’a i Bochnera.

Naste֒pnym obszarem zainteresowań prof. J. Mikusińskiego, i tym samym kierowanym przez
niego seminarium by la teoria ca lki Lebesgue’a i Bochnera. (zob. [VII] ). W literaturze matematy-
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cznej znanych jest wiele uje֒ć ca lki Lebesgue’a. Definicja ca lki Lebesgue’a i Bochnera podane przez
Mikusińskiego jest szczególnie prosta i pogla֒dowa. Definicja ta jest naste֒puja֒ca:

Funkcje֒ f z Rq w ustalona֒ przestrzeń Banacha X (w szczególności z R1 w R1) nazywamy
ca lkowalna֒ w sensie Bochnera (Lebesgue’a), jeżeli istnieje cia֒g przedzia lów
In = [a1n; b1n) × · · · × [akn; bkn) w Rk oraz cia֒g elementów przestrzeni X (liczb) λn takie, że

1o
∑∞

n=1 |λn|vol(In) <∞,
2o f(x) =

∑∞
n=1 λnχIn(x) dla punktów x, w których szereg jet bezwzgle֒dnie zbieżny; χIn

oznacza tu funkcje֒ charakterystyczna֒ przedzia lu In.

Ca lke֒ funkcji spe lniaja֒cej warunki 1o i 2o określamy jako

∫

f =

∞
∑

n=1

λnvol(In).

Powyższa definicja (zob. [VII], [...]) jest równoważna klasycznym definicjom ca lek Bochnera i
Lebesgue’a.

W oparciu o zacytowana֒ wyżej definicje֒, w ksia֒żce [X] zosta la rozwinie֒ta teorii ca lki Bochnera.
W szczególności dowodzi sie֒ naste֒puja֒cych w lasności przestrzeni U funkcji ca lkowalnych i w lasności
ca lki

∫

:

H. Jeżeli f ∈ U i λ ∈ R1, to λf ∈ U i
∫

λf = λ
∫

f ;
A. Jeżeli f, g ∈ U , to f + g ∈ U i

∫

(f + g) =
∫

f +
∫

g;
M. Jeżeli f ∈ U , to |f | ∈ U i |

∫

f | ≤
∫

|f |;
E. Jeżeli fn ∈ U(n = 1, 2, ...),

∑∞
n=1

∫

|fn| < ∞ oraz f(x) =
∑∞

n=1 fn(x) w punktach x
bezwzgle֒dnej zbieżności szeregu, to f ∈ U i

∫

f =
∑∞

n=1

∫

fn.

Z w lasności E, w przypadku funkcji rzeczywistych, wynika

Eo. Jeżeli fn ∈ U, fn ≥ fn+1(n = 1, 2, ...) oraz fn → 0, to
∫

fn → 0.

Podane wyżej w lasności można przyja֒ć za aksjomaty nak ladane na przestrzeń U funkcji ( z Rk

w przestrzeń Banacha X) oraz na funkcjona l
∫

na tej przestrzeni. Takie aksjomatyczne uje֒cie
jest ogólne i pozwala zbadać wzajemne zwia֒zki mie֒dzy różnymi znanymi uje֒ciami ca lki, jak ca lka
Daniela czy ca lka wzgle֒dem miary.

Dla danej ca lki, tzn pary (U,
∫

), spe lniaja֒cej aksjomaty HAMEo można określić ca lke֒ Daniela
jako majmniejsze rozszerzenie spe lniaja֒ce aksjomaty HEM (zob. [121?]. Z drugiej strony okazuje
sie֒, że ca lka wzgle֒dem dowolnej miary jest ca lka֒ spe lniaja֒ca֒ HEM i pewne dodatkowe aksjomaty
(zwia֒zane z poje֒ciem mierzalności funkcji), a wie֒c jest mniej ogólna niż aksjomatyczna ca lka HEM,
której teoria przedstawiona jest w ksia֒żce [VII].

Z innych ciekawych zagadnień przedstawionych w ksia֒żce [VII] należy wymienić różne poje֒cia
pochodnej. Poje֒cie pochodnej pe lnej wprowadzi l J. Mikusiński w [119?], zaś w ksia֒żce [VII] wyko-
rzysta l to poje֒cie do bardzo ogólnego twierdzenia o podstawianiu w ca lce Lebesgue’a (zob. [VII],
str. 158). Naste֒pna֒ pochodna֒ rozważeana֒ w [VII] jest pochodna lokalna funkcji jednej zmiennej
rzeczywistej. Wcześniej K. Skórnik w [S1] wprowadzi la poje֒cie pochodnej lokalnej funkcji q zmien-
nych o wartościach w przestrzeni Hilberta, a w przestrzeni Banacha w pracy [S..?]. Udowodni la, że
lokalna pochodna i pochodna Sobolewa sa֒ równoważen (zob. [S9]). Poda la ogólna֒ postać funkcji
f określonej w Rq i o wartościach w przestrzeni Banacha, ca lkowalnej w sensie Bochnera, która
spe lnia równanie różniczkowe f (m) = 0, gdzie pochodna rozumiana jest w sensie Sobolewa (zob.
[S10]).

Jak wiemy podtawowym faktem, na którym opiera sie֒ rachunek operatorów jest twierdzenie
Titchmarsha. W ksia֒żce [VII] J. Mikusiński dowodzi mocniejsza֒, tak zwana֒ lokalna֒ wersje֒ tego
twierdzenia, która֒ można sformu lować naste֒puja֒co:
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Jeżeli f, g ∈ [0;T ] i fg = 0 na [0;T ], to f = 0 lub g = 0 na [0; 1
2 ]

W dowodzie tego twierdzenia korzysta J. Mikusiński z tzw. twierdzenia o momentach, które
formu luje i uzasadnia dla funkcji ca lkowalnych w sensie Bochnera.

Twierdzenie Titchmarsha w formie ksia֒żkowej by lo przedstawione po raz pierwszy w 1953 r.
(zob. [I]). Pierwszy dowód poda l sam jego autor w 1926 r. Dowód by l trudny i skomplikowany.
Prostsze dowody podali M.M. Crum w 1941 r. oraz J. Dufresnoy w 1947 r. i 1948 r. W 1953 r.,
korzystaja֒c z pewnego twierdzenia o momentach (zob. [J.M&Cz.R.N.] bez funkcji analitycznych i
harmonicznych, J. Mikusiński poda l [...] (pia֒ty z kolei) dowód twierdzenia Titchmarsha. Kolejne
dowody, zmodyfikowane lub uproszczone podali kolejno S. Świerczkowski, K. Yosida i S. Matsuura,
C.K. Kalisch.

Twierdzenie Titchmarsha zwia֒zane jest z twierdzeniem Foiaşa (zob. [...]), które zosta lo udowod-
nione w 1961 r. Zastosowania podane przez T. Boehmego i J. Burzyka ([B1], [B2]), zwróci ly uwage֒
na jego przydatność i spowodowa ly powstanie nowych dowodów. Dwa dowody poda l T.K. Boehme.
W pracy [M4] J. Mikusiński poda l kolejny dowód twierdzenia Foiaşa o slocie funkcji ca lkowalnych.
W. Kierat i K. Skórnik ( [SK], [K5]) podali naste֒pne dowody tego twierdzenia bez użycia metod
nieskończonych i bez twierdzenia o reprezentacji funkcjona lu na L1

9. Matematyka stosowana.

Jedna֒ z pasji prof. J. Mikusińskiego by la matematyka stosowana. Przyk ladem tego jest
Rachunek Operatorów. Jednym z jego zastosowań by la teoria elektyrczności i chromatografii. J.
Mikusiński wspólnie z K. Skórnik opracowali matematyczna֒ teorie֒ systemów optycznych (zob. [X],
[MS1], [MS2]). Opublikowali na ten temat 6 prac. Rozwinie֒ta we wspomnianych pracach teoria
pozwoli la na wyjaśnienie defektów soczewek o zmiennej ge֒stości. Warto zauważyć, że rozważania
te doprowadzi ly do równania funkcyjnego

f(x+ y)[f(x+ y) − f(x) − f(y)] = 0,

które otrzyma lo nazwe֒ równania Mikusińskiego.

Uczestnicy seminarium opracowali metode֒ estymacji zanieczyszczeń powietrza wydzielanych
przez zak lady przemys lowe (zob. [A-T]).

W pracy [KC], W. Kierat i A. Cichocka zastosowali rozwinie֒cie Fouriera dystrybucji z D′
Lp

wzgle֒dem funkcji Wienera w celu wyznaczenia funkcji harmonicznej w górnej pó lp laszczyźnie,
która przyjmuje dana֒ dystrybucje֒ jako wartość brzegowa֒ na osi rzeczywistej.

W pracy [KS4], W. Kierat i K. Skórnik, przy użyciu elementarnych metod, podali rozwia֒zanie
problemu pocza֒tkowego dla równania ciep la, gdzie warunek pocza֒tkowy jest dystrybucja֒ temperowana֒.

W pracy [SD], K. Skórnik i I. Dimovski podali konstrukcje֒ rachunku operatorów dla dowolnej
klasy funkcji średnio-okresowych wzgle֒dem danego funkcjona lu w zbiorze funkcji cia֒g lych. Otrzy-
mane wyniki zosta ly zastosowane do znalezienia średnio-okresowych rozwia֒zań równań różniczkowych
liniowych ze sta lymi wspó lczynnikami, tzn. równań postaci

P
( d

dt

)

u = f,

gdzie P (λ) = aoλ
n + a1λ

n−1 + · · · + an jest danym wielomianem, f – funkcja֒ średnio-okresowa֒
wzgle֒dem zadanego funkcjona lu Φ.
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[A2] P. Antosik, On the Mikusiński Diagonal Theorem, Rull. Acad. Polon. Sci., 19, (1971).
[A3] P. Antosik, Mappings from L–Groups into topological group I, Bull Acad. Polon. Sci., 21

(1973), 155–160.
[A4] P. Antosik, A lemma on matrics and its applications, Contemporary Math., 52 (1986),

89–95.
[A5] P. Antosik, On K,M and KM–sequences and uniform convergence, Proceedings of the

Conference on Convergence Spaces, Bechyne, 1984.
[AB1] P. Antosik & J. Burzyk, Sequential conditions for barrelledness and bornology, Bull. Acad.

Polon. Sci. Ser. Math. 35 (1985), 457 - 459.
[AB2] P. Antosik & J. Burzyk, A theorem on continuous convergence, Zeszyty Nauk. Pol. Śl.
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[KR] A. Kamiński & R. Rudnicki, A note on the convolution and the product in D′ i S′, Inter.
J. Math. Sci 14 (1991), 275 - 282.
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[KS1] W. Kierat & K. Skórnik, A remark on the operational exponential functions, Bull. Pol.
Ac.: Math., 35 (1987), 383–386.
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cosidérées dans les espaces abstracts, Studia Math. 12 (1951), 80–83.
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[M9] J. Mikusiński, On the Foiaş theorem on convolutions, Bull. Acad. Polon. Sci. 33 (1985),

285–288.
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