OMOWIENIE WYNIKOW PRACY BADAWCZEJ UCZESTNIKOW
SEMINARIUM Z FUNKCJI UOGOLNIONYCH I TEORII
ZBIEZNOSCI PRZY ODDZIALE IM PAN W KATOWICACH.

Piotr Antosik, Krystyna Skérnik

1. Kroétka historia Oddziatu. W 1960 roku prof. Jan Mikusinski przeniést sie z Warszawy
do Katowic. Jego przyjscie do Katowic zostalo przyjete z wielkim zadowoleniem przez tutejsze
srodowisko matematyczne. Byl pierwszym o $wiatowej slawie matematykiem mieszkajacym na
Gérnym Slasku. Od poczatku swego pobytu wilaczyt sie w dzialalno$é matematyczna: wyglaszat
odczyty na zebraniach PTM; prowadzit seminarium w Wyzszej Szkole Pedagogicznej; organizowal
spotkania w swoim domu w Piotrowicach. Wielokrotnie spontaniczne jego kontakty z miejscowym
srodowiskiem matematycznym stuzyly konsolidacji tego $rodowiska i dalty impuls do powotania w
Katowicach w 1966 roku Oddziatlu Instytutu Matematycznego Polskiej Akademii Nauk.

2. Ogdlne informacje.

Pracownikami etatowymi oddziatu byli:

Jan Mikusinski, Piotr Antosik, Wilhelmina Smajdor, Marek Kuczma, Wladystaw Kierat, Krystyna
Skérnik, Piotr Hallala, Zygmunt Tyc, Alicja Lewandowska, Andrzej Kaminski, Piotr Urss, Piotr
Mikusinski, Jozef Burzyk, Jan Pochcial, Bohdan Aniszczyk, Czestaw Klis, Jacek Uryga, Cezary
Ferenic, Zbigniew Sadlok, Ryszard Rudnicki, Krzysztof Loskot. Sprawami administracyjnymi zaj-
mowaly sie: Stefania Krasinska, Joanna Jalita, Grazyna Kuc—Mikusinska, Barbara Smotka.

W Oddziale IM PAN w Katowicach bylo prowadzone jedno seminarium pod nazwa Funkcje
uogolnione i Teoria Zbieznosci. Miejscem seminarium byta ul. Wieczorka 8 w Katowicach. Kierown-
ikami seminarium byli: prof. Jan Mikusinski od 1966 do 1985 roku; doc. dr hab. Piotr Antosik
od 1985 do 1994 roku; doc. dr hab. Andrzej Kamiriski od 1988 do 1991 roku w zastepstwie P.
Antosik; doc. dr hab. Ryszard Rudnicki od 1994 roku i nadal.

Problematyka badawcza byta scisle zwiazana z zainteresowaniami prof. J. Mikusinskiego. Nalezaty
do niej: rachunek operatorowy; ciagowa teoria dystrybucji; teoria zboeznosci; metoda twierdzenia
o przekatnej; teoria calki Bochnera i Lebesgue’a.

Uczestnicy seminarium opublikowali za okres od 1966 roku nowych 11 opracowan ksiazkowych.
W tym czasie ukazalo sie réwniez 9 zagranicznych wznowien wczesniej wydanych ksiazek. Poza
tym opublikowali tacznie ponad 300 prac.

Uczestnicy seminarium mieli liczne kontrakty naukowe z wieloma instytucjami matematycznymi
na catym Swiecie. W szczegdllnoéci w: Argentynie, Turcji, USA, ZSRR, Jugostawii, Niemczech,
Czechostowacji, Bulgarii. Wielu przedstawicieli tych krajow wizytowalo Oddziat IM PAN w Katow-
icach. Wielu czlonkéw seminarium byto krétko i dlugo terminowymi pracownikami lub stazystami
w uniwersytetach w Argentynie, Turcji, USA, ZSRR.

Osobliwoécia seminarium byly tzw. seminaria gorskie. Byly to w wiekszosci tygodniowe wy-
jazdy czlonkéw seminarium do goérskich miejscowosci. Srednio rocznie mialy miejsce dwa takie
seminaria z uczestnikami matematykow zagranicznych. W 1966 roku zostala zorganizowana, po
Kongresie Moskiewskim, miedzynarodowa konferencja z teorii dystrybucji. Zapoczatkowala ona
dluga i owocna, serie miedzynarodowych konferencji — organizowanych w réznych krajach — ktére
staty sie forum wymiany osiagnie¢ we wspomnianych dziedzinach.
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3. Promocje naukowe.

1. Prof. Jan Mikusinski zostal wybrany czlonkiem korespondencyjnym PAN w 1965 za$§ w 1971 roku na
rzeczywistego czlonka Polskiej Akademii Nauk; w 1975 roku przyznano prof. Mikusinskiemu honorowe
czlonkowstwo Serbskiej Akademii Nauk i Sztuki; w 1970 roku nadano profesorowi Mikusinskiemu tytut
honorowego doktora Uniwersytetu w Rostoku.

2. Pior Antosik doktoryzowat sie na UMCS w 1964 r. Promotorem byl prof. Jan Mikusinski. Stopnien doktora
habilitowanego otrzymat w IM PAN w Warszawie w 1973 roku. Tytul profesora nadzwyczajnego zostal mu
nadany uchwala Rady Panstwa z dnia 15 wrze$nia 1988 roku.

3. Andrzej Kaminski doktoryzowal sie w IM PAN w 1975 roku. Promotorem byt prof. Jan Mikusinski. Temat
pracy: Catkowanie i operacje nieregularne. Stopien doktora habilitowanego otrzymatl w IM PAN w 1989
roku. Tytul profesora zostal mu nadany uchwata Rady Panstwa w 1994 roku.

4. Krystyna Skoérnik doktoryzowala sie na USL. w 1971 roku. Promotorem byl prof. Jan Mikusinski. Temat

pracy: Dystrybucja periodyczna zredukowana, [S3].

Wiadystaw Kierat doktoryzowal sie W IM PAN w roku 1968. Promotorem byt prof. Jan Mikusinski.

Jézef Burzyk doktoryzowat sie w IM PAN w 1981 r. Promotorem byl doc. dr hab. Piotr Antosik.

Czestaw Kli§ doktoryzowal sie w IM PAN w 1981 r. Promotorem byt doc. dr hab. Piotr Antosik.

Piotr Mikusinski doktoryzowal sie w IM PAN w 1983 r. Promotorem byl doc. dr hab. Piotr Antosik.

Jan Pochcial doktoryzowat sie w IM PAN w 1984 r. Promotorem byl prof. Jan Mikusinski. Temat pracy

O przestrzeniach ze zbieznoscia.

10. Jacek Uryga dotoryzowal sie w IM PAN w 1989 r. Promotorem byt doc. dr hab. Andrzej Kaminski. Temat

pracy: Operacje w przestrzeniach funkcji uwogélnionych typu Gelfanda-Szytowa.

11. Roman Witula doktoryzowal sie na USL. w 1997 r. Promotorem byt doc. dr hab. Andrzej Kaminski.

Temat pracy: O zbieznych i rozbieinych permutacjach.

© XN o

4. Rachunek operatoréw Mikusinskiego.

Historia rachunku operatorowego siega konca XIX wieku i wiaze sie z pracami angielskiego
inzyniera Oliviera Heaviside’a, ktory stosowal metody operatorowe w elektrotechnice nie troszczac
sie o ich matematyczny sens. Czesciowe wytlumaczenie jego postepowania uzyskano pézZniej na
gruncie tranmsformaty Laplace’a, ktéra jednak nakladala ograniczenia na wzrost funkcji w nieskon-
czonosci. Dopiero algebraiczna teoria, stworzona przez Jana Mikusinskiego, przyniosta pelne
matematyczne uzasadnienie tych metod, nawiazujace bezposrednio do rachunkéw Heaviside’a.

Teoria ta miala swe poczatki w czasach drugiej wojny swiatowej, kiedy to na tajnych sem-
inariach prof. Wazewskiego w Krakowie jej autor prezentowal swoje idee, spisane nastepnie w
ksiazeczce Hyperliczby wydanej przez niego wlasnym sumptem, przy uzyciu klisz rentgenowskich,
w niezwyczajnym nakladzie siedmiu egzemplarzy, rozprowadzonych miedzy uczestnikow seminar-
ium.

Natomiast prezentacja rozwiniete] teorii nastapita w ksiazce profesora Mikusinskiego Rachunek
operatordw [I]. Ksiazka ta, wydana po raz pierwszy w Polsce w 1953 r., miala wéréd ksiazek pols-
kich matematykéw rekordowa liczbe wydan w kraju i za granica. Od tego czasu ukazalo sie wiele
publikacji dotyczacych rachunku operatoréw i jego zastosowan. Tematyka ta zajmowali sie, miedzy
innymi: P. Antosik, L. Berg, A. Bleyer, T.K. Boehme, R. Bittner, J. Bunyk, J.M. Dimovski, V.A.
Ditkin, A. Erdejyi, E. Gesztelyi, H.—J. Glaeska, L. Korevaar, G.L. Krabbe, W. Kierat, A.P. Prud-
nikov, D. Przeworska—Rolewicz, Cz. Ryll-Nardzewski, K. Skérnik, W. Stowikowski, R. Struble, A.
Széz, J. Wloka, K. Yosida.

Impulsem do stworzenia teorii operatoréow byta dla prof. Mikusiniskiego che¢ znalezienia prostych
metod rozwiazywania réwnan roézniczkowych. Podstawowym faktem, na ktorym ta teoria zostala
oparta, jest twierdzenie Titchmarsha dotyczace splotu funkcji ciagtych f, g na pélprostej dodatniej
definiowanego wzorem:

(f-9)t) = [ f(t —7)g(r)dr.
/

Przestrzen C funkcji ciagltych na pélprostej [0, o) ze zwyklym dziataniem dodawania i z mnozeniem
w sensie okreslonego wyzej splotu jest pierscieniem algebraicznym, a twierdzenie Titchmarsha
mowi, ze jest to pierscien bez dzielnikéw zera, tzn. f-g = 0 implikuje, ze f =0 lub g = 0.



Twierdzenie Titchmarsha pozwala na okreslenie ciala utamkéw elementéw pierscienia C, nazy-
wanego obecnie ciatem operatorow Mikusiriskiego, 9. . Cialo to zawiera funkcje ciagle f na
[0, 00), bo moga, by¢ one reprezentowane przez utamki fg/g, gdzie g jest dowolna niezerows funkcja,
ciagla na [0,00). Zawiera takze wszystkie elementy o wyjsciowego ciata liczbowego, ktére mozna
identyfikowaé z utamkami postaci {«}/{1}, gdzie { f(¢)} oznacza funkcje o wartosci f(¢) w punkcie
t, a wiec {a} i {1} sa funkcjami staltymi réwnymi odpowiednio « i 1 na [0, 00).

Funkcja I = {1} moze by¢ interpretowana jako operator catkowania, poniewaz

(1) = / f(r)dr
0

Z drugiej strony operator s = 1/1 pelni role operatora rézniczkowania, bowiem dla dowolnej funkcji
x = {x(t)} o ciaglej pochodnej «’ = {2/(¢)} na [0, c0) zachodzi

sz =1z' + z(0).
Ostatni wzér latwo przenosi sie na przypadek funkeji z klasy C* na [0, 00):
(1) sz = 2™ 4+ 2D(0) + 5272 (0) + ... + 5" 12(0).

Powyzsza zaleznos¢ umozliwia rozwiazywanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych o statych wspoétczynnikach
oparte na czysto algebraicznych rachunkach.

Roéwnie prosto mozna sprawdzié rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych o statych
wspoétczynnikach do rozwiazania ukladu réwnan algebraicznych.

Rachunek operatoréw Mikusinskiego mozna réwniez stosowac¢ do rozwiazania problemu Cauchy’ego
dla réwnar czastkowych dwéch zmiennych o statych wspétezynnikach w R x RT. W tym przypadku
rézniczkowe rownanie czastkowe zastepujemy rownaniem

(2) an™(A) + ap_12" YN 4L+ aot’ (M) = F(N),
gdzie A € C(lub A € R), ar = pr(s),pe(k = 0,1,...,n) sa wielomianami o wspédlczynnikach ze-
spolonych. Rozwiazaniami sa funkcje z(+)) okredlone na C (lub R) i przyjmujace wartosci w ciele
M. Teoria réwnania (2) jest teoria réwnan rézniczkowych o staltych wspélezynnikach nad ciatem
M. Ta teoria rézni sie w istotny sposéb od teorii réwnan rézniczkowych o statych wspélczynnikach
nad ciatem C (lub R).

W tym celu rozwiazania réwnania jednorodnego

(3) anz™ + ap_12" D + . ta,x’ =0

szukamy w postaci funkeji wykladniczej x = e* ([I], str. 254), gdzie w jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego

(4) apw"™ 4 ap_ 1w P+ ... +ag=0.

Ogdlnie rozwigzanie réwnania (3) jest postaci

(5) r(A) =) cper,
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gdzie ¢, sa stalymi, wy (k =1,... ,n) plerwiastkami réwnania (4) ([6], str. 259). Moze sie zdarzy¢,
ze funkcja e’ nie istnieje, gdyz przy pewnych operatorach wy, jedynym rozwiazaniem réwnania
rézniczkowego ' = wix jest funkcja identycznie réwna zeru; wskutek tego warunek dodatkowy
2(0) = 1, ktéry ma speliaé¢ kazda funkcja wykladnicza, nie moze byé speliony ([I], str. 255,
[13], str. 217). Jezeli istnieje funkcja wykladnicza e*“*, to operator wy nazywa sie logarytmem.
Rozwiazanie ogdlne (5) réwnania (3) zawiera tyle stalych dowolnych, ile wynosi liczba pierwiastkéw
logarytméw rownania charakterystycznego.

W praktyce stosujemy te metode do rozwiazania réwnan ciepta, struny, telegrafistow.

Motoda rachunku operatoréw znajduje sie¢ rozwiazania rownan rézniczkowych w calej ogdlnosci,
podczas gdy przy uzyciu transformaty Laplace’a rozwiazania znajduje sie w klasie funkcji spethiajacych
pewne ograniczenia na wzrost w nieskonczonosci.

W przypadku, gdy a,, = 1, a pozostale wspélczynniki a; sa funkcjami ciagtymi okreslonymi na
przedziale (a, ), to z klasycznej teorii réwnan rézniczkowych wiemy, ze istnieje dokladnie jedno
rozwiazanie z réwnania (3) spehiajace warunki poczatkowe

(6) z(to) = o, W (te) =z1,..., 2" V(to) = zp_1, to€(o,f), z; €R.

Profesor Mikusinski zauwazyl, ze analogiczne twierdzenie o jednoznacznosci rozwiazan réwnan
rézniczkowych jest prawdziwe, gdy funkcje rzeczywiste zastapimy funkcjami o wartosciach z pierscienia
catkowitego i odpowiednio okredlimy operacje rézniczkowania tych funkcji. Mianowicie, niech R
bedzie pierscieniem catkowitym oraz niech zbiér A* wszystkich funkcji  : R — R ze wzgledu na
zwykle dzialanie dodawania i mnozenia funkcji jest pierscieniem przemiennym. Dla kazdego p € R
okreslamy operacje 7, na funkcjach = € A* przyjmujac

(Tuz)(A) = (1 — N), AeR.
Niech A bedzie pewnym podpierscieniem pierscienia A* niezmienniczym ze wzgledu na operacje

Ty, b € R. Na pierscieniu A okreslamy operacje D : A — A majaca nastepujace wlasnosci:
1° D(z+vy)= Dz + Dy, D(zy)= (Dz)y+ z(Dy);
2°  D(ruz) = —1u(Dx), peR;
3°  Dx =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = jest funkcja stala,.

Prawdziwe sa nastepujace twierdzenia

Twierdzenie 1. ([M1]). Jezeli operacja D ma wlasnosci 1°-3°, to rédwnanie (3), gdzie a; € R
(an, = 1), ma w algebrze A co najwyzej jedno rozwiqzanie spetniajace warunki poczgtkowe (6).

Twierdzenie 2. ([M2]). Jezeli A jest pierscieniem calkowitym i D jest operacjq rézniczkowania
tego pierscienia spetniajgcqg warunek 1° 1 warunek

() (Dz)y — z(Dy) = 0 = x,y sa liniowo zalezne nad Ay,

to réwnanie (3) o wspdtczynnikach z A (a, = 1) ma co najwyzej n rozwigzart liniowo niezaleznych

nad A, gdzie Ag oznacza zbidr elementéw x € A takich, ze Dc = 0.

Profesor Mikusinski zdefiniowal pochodna, algebraiczna w ciele operatoréw (abstrakeyjny odpowied-
nik operacji rézniczkowania operatoréw) w nastepujacy sposéb (zob. [M4]):

Df =D{f(t)} ={-tf(t)} dla fe€C,
Dp)q — p(D
D (2) = <—( p)a 2p( q)> dla p,geC, g #0.
q q
W pracy [AKS] rozwazane sa rézne koncepcje pochodnej, miedzy innymi pochodna algebraiczna.
Korzystajac z ogdlnych wiasnosci operatorow Mikusinskiego pokazano, ze w ciele Mikusinskiego
M, z tak zdefiniowana pochodna algebraiczng spelniony jest warunek («) oraz udowodniono



Twierdzenie 3. ([AKS]). Zbidr wszystkich rozwigzar réwnania (3) w M (a; € M, a, = 1) jest
co najwyzej n—wymiarowq przestrzeniqg nad C.

Praca P. Antosika, W. Kierata i K. Skérnik ([AKS]) zawiera nowe zastosowanie rachunku
operatoréw Mikusinskiego w teorii liniowych réwnan rézniczkowych o wspdlczynnikach wielo-
mianowych. Operatory Mikusinskiego znajduja rozliczne zastosowania, niekiedy w dziedzinach
bardzo od siebie odlegtych, takich jak teoria sterowania ([5]), elektrotechnika, statyka belek czy
chromatografia ([12], str. 273). Jednoczesnie teoria operatoréw dostarcza wielu interesujacych
probleméw w réznych dzialach matematyki.

W. Kierat i K. Skérnik przedstawili nowe zastosowanie rachunku operatoréw do badania funkcji
specjalnych [SK1], [S?], jak réwniez do badania ukladéw dynamicznych, [KS4]. Udowodnili

Twierdzenie 4. ([KS4]) Uklad dynamiczny okreslony uktadem réwnart rézniczkowych z opdéznionym
argumentem
2'(t) = Az(t — 7) + Bu(t),

gdzie x : [0,00) — R™ A — jest stalqg n—wymiarowq macierzq kwadratowa, B — staltq macierzq
wymiary [n,m], m < n,n € C — przestrzern sterowan, T — stale opdznienie argumentu,

jest niesterowalny na przedziale [0, kr] i jest sterowalny dla t > kT wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy [B, AB, A’B, ... ,A""1B] < n, a rzad macierzy [B,AB,... ,A*B] =n, (k <n).

Graniczny przypadek, gdy 7 — 0 jest opisany przez twierdzenie R.E. Kalmana z 1960 r. (zob.
[R], str. 268, Tw. 6.2.1).

Z punktu widzenia algebry interesujaca jest struktura ciala operatoréw Mikusinskiego, a w
szczegolnosci fakt, ze cialo to jest formalnie rzeczywiste i mozna w nim wprowadzi¢ porzadek
liniowy.

Bardzo interesujaca jest takze tematyka zwiazana z pochodng algebraiczng. Stosujac rachunek
operatoréw Mikusinskiego oraz wlasnoéci pochodnej algebraicznej, otrzymujemy rozwiazanie réwnania
Laguerra [4], rozwiazanie réwnania Bessela [14].

Dla analizy ciekawy jest fakt, ze rachunek operatoréw stanowi istotne uogélnienie metody trans-
formaty Laplace’a. Dla kazdego operatora postaci f/g, gdzie f,g € C sa funkcjami transformal-
nymi w sensie Laplace’a, mozna w naturalny sposob zdefiniowaé transformate Laplace’a tego op-
eratora. Istnieja jednak operatory, np. operator reprezentowany przez funkcje exp(t?), ktére nie
daja sie przedstawi¢ w postaci ilorazu splotowego funkcji transformalnych w sensie Laplace’a.

7 drugiej strony interesujace jest poréwnanie operatoréw Mikusiniskiego i dystrybucji Sobolewa—
Schwartza. Oba pojecia sa uogdlnieniem funkcji lokalnie catkowalnych: na poélprostej w przypadku
operatoréw, na prostej w przypadku dystrybucji. Okazuje sie, ze istnieja dystrybucje nie bedace
operatorami np. funkcja stata 1 na (—o0,0), ale i odwrotnie, istnieja operatory nie bedace dys-
trybucjami np. operator ev®.

W celu zdefiniowania ciaglosci, pochodnej czy calki funkcji operatorowej konieczne jest okreslenie
zbieznodci ciagu operatoréw. Mozliwe sa dwie definicje:

(D) zp, — z, jezli @y = fn/g, 2= f/9 (fu,f,g € C) oraz f, — f niemal jednostajnie,

(1) x, — =z, jezli xn = fo/gn, © = /g9 (fn, [, 90,9 € C) oraz f, — f,gn — g niemal

jednostajnie.

Zdefiniowane powyzej zbieznosci nosza nazwe zbieznosci typu I i II. Sa one ciekawe z topolog-
icznego punktu widzenia, poniewaz — nimo naturalnych definicji zbieznoéci — w ciele operatorow
nie da sie wprowadzi¢ topologii w taki sposéb, by zbiezno$¢ przez nia generowana byta zbieznoscia
typu I lub II. Wynika to z faktu, ze oba typy zbieznosci nie speliaja warunku Urysohna ([B2]),
ktéry wraz z pewnymi oczywistymi warunkami charakteryzuje zbieznosci topologiczne. Warunke
ten formuluje sie nastepujaco:

Jezli kazdy podciag yn ciagu x, zwiera podciqg zn, taki zZe z, — z, to x, — T.
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Glebokie twierdzenie dotyczace obu typéw zbieznodci zostaly otrzymane przez J. Burzyka ([B1],
[B2]). W szczegdlnosci udowodnit on, ze

kazda ograniczona rodzina operatoréw jest prezwarta ([B2] oraz [13], str. 149).

W swej pdzniejszej pracy badawczej J. Burzyk uzyskat wiele innych waznych wynikéw w zakresie
rachunku operatoréw Mikusiniskiego. Praca [B6] zawiera twierdzenia o charakteryzacji ciagtych i
rézniczkowalnych funkcji operatorowych, tzn. funkcji okreslonych na przedziale o warto$ciach w
ciele operatoréw Mikusiniskiego. Za najwazniejsza jego prace w tym dziale mozna uznaé [B12],
w ktérej dowodzi sie twierdzenia typu Paleya-Wienera dla operatoréw o nosniku ograniczonym.
Pokazuje sie, ze przestrzeni takich operatoréw jest izomorficzna (poprzez transformate Fouriera) z
przestrzenia funkcji catkowitych typu eksponencjalnego spetiajacych nieréwno$c:

| teslrlin+ )i < .

— 00

Tego rodzaju funkcje czesto wystepuja w teorii funkcji catkowitych i ich teoria ma glebokie zas-
tosowanie w analizie harmonicznej, znalezione przez Beurlinga i Malliavina.

Rachunek operatoréw Mikusinskiego szybko stal sie teorig znana w calym Swiecie i byl przez
kolejne lata intensywnie rozwijany w licznych osrodkach przez wielu autoréw. Ilosé publikacji
zwiazanych temetycznie z ta teoria byla tak duza, ze redaktorzy Mathematical Reviews postanow-
ili utworzy¢ oddzielny dzial klasyfikacyjny oboejmujacy te teorie pod numerem 44A40. Warto
skonstatowac¢ na koniec, ze ”Mikusinski” jest jednym z niewielu polskich nazwisk, ktére na stale
weszly do Swiatowej terminologii jako nazwiska twércéw teorii matematycznych.

5. Dystrybucje

Teoria dystrybucji w opracowaniu Schwertza oparta jest na zaawansowanych wynikach analizy
funkcjonalnej co czyni ja trudna do opanowania przez inzynierow chcacych z niej skorzystaé w
praktyce. Profesor Mikusinski wspélnie z profesorem R. Sikorskim opublikowali druga czes¢ ele-
mentarnej teorii dystrybucji (II). Autorami trzeciej ksiazki z ciagowej teorii dystrybucji byli: D.
Antosik, J. Mikusinski i R. Sikorski, [V].

Idea ciagowej definicji dystrybucji jest oparta na aproksymacji dystrybucji funkcjami ciagltymi
lub gtadkimi (tj. funcjami z klasy C>).

Ciag {©n} funkcji gladkich na R! jest ciggiem podstawowym, jesli dla kazdego otwartego skoriczonego
przedziatu I w R! istnieja: nieujemna liczba catkowita k i ciag funkcji gladkich {v,} taki, ze
D, = o, w I oraz {¢,} jest jednostajnie zbiezny w I. Dwa podstawowe ciagi {¢n} 1 ¢n sa
réwnowazne (¢, ~ ¢n), jesli ich ciag przeplatany o1, @1, @2, @2, ... jest podstawowy. Relacja ~
jest relacja réwowaznosei. Dystrybucjami sa klasy ciagéw réwnowaznych. Zapis f = [¢,] oznacza,
ze dystrybucja f jest klasa réwnowaznosci zawierajaca ciag podstawowy @s,.

Podana definicja dystrybucji jest elementarna i zrozumiata dla kazdego kto zna pojecie pochod-
nej i jednostajnej zbieznosci. Zaleta ciagowego ujecia teorii dystrybucji jest latwos¢ rozszerzania
na dystrybucje operacji zdefiniowanych dla funkcji gltadkich. Operacja A zdefiniowana dla kazdego
systemu {1, ... , o} funkeji gtadkich jest regularna, jedli zastosowana do dowolnych ciagéw pod-
stawowych {©1,}, ..., {©kn} W wyniku daje ciag podstawowy. {A(¢1n, .- »©kn)}. Jesli f1,..., fx
sa dystrybucjami wyznaczonymi przez ciagi podstawowe {@an}, .- ., {©kn} wtedy przyjmujemy, ze

A(fla--- afk) = [A(<P1n7"' 7<Pkn)]

Nalezy zauwazy¢, ze wsrdd operacji waznych w zastosowaniach sa operacje regularne takie jak
dodawanie, mnozenie przez liczbe, rézniczkowanie oraz sa operacje nieregularne takie jak iloczyn i
splot funkcji.

Profesor Mikusinski zaproponowat ogélna metode definiowania operacji nieregularnych za pomoca
ciagéw—deltowych, ktérymi sa ciagi {4, } funkeji gladkich takich, ze [d, = 11 d,(z) = 0 dla
|z| = o gdy ay, — 0.



Niech A bedzie operacja okreslong na funkcjach gtadkich i niech fi,... , fx beda dystrybucjami.
Moéwimy, ze A(f1,..., fr) istnieje, gdy dla dowolnego ciagu deltowego {6, } ciag

{A(f1%6ny. oy frnx0k)}

jest ciagiem podstawoweym; wtedy przyjmujemy, ze

A(fry s fi) = [A(f1 % Ons o fio % O1)]-

Na przyklad, iloczyn dystrybucji fi i fo mozna wyrazi¢ w postaci
fu-fo= lim (fi*60)(f2 * Ok).

W literaturze matematycznej jest znanych wiele innych definicji dystrybucji. Wspédtzaleznosci
miedzy tymi definicjami przeanalizowal Andrzej Kaminski i swoje wyniki opublikowal w pracach
(K1), [K2)).

Innym waznym przykladem operacji na dystrybucjach jest splot

fixfa= nli_{rgo(fl * 0 ) (f2 % 0n).

Ciagowa teoria splotu jest opracowana w [V].

W tejze ksiazce opracowane sa: dystrybucje temperowane, dystrybucje periodyczne, rozwiniecia
dystrybucji w szereg Fouriera i Hermite’a, transformacje Fouriera i Hilberta; zastosowanie tych
transformacji, podany jest elementarny dowéd rownowaznosci ciagowej i funkcjonatowej teorii dys-
trybucji.

Dystrybucje temperaturowe definiuje J. Mikusinski jako pochodne pewnego rzedu k (k € N)
funkcji catkowalnych z kwadratem [M10], [V]. Pojecie pochodnej temperowanej D* rzedu natu-
ralnego wprowadzit J. Mikusitiski w [M10], zaé calki temperowanej S* (k € N) w [V]. Pojecie
pochodnej temperowanej i calki temperowanej na dowolny nieujemny rzad rozszerzylta Krystyna
Skérnik w pracy [S4]. W pracy tej przedstawita klase dystrybucji majaca te wlasnoséé, ze operacja
odwrotna do rézniczkowania jest jednoznaczna. Pokazala, ze w klasie dystrybucji o tej wlasnosci,
pochodna temperowana moze by¢ rozszerzona na pochodne temperowane dowolnego nieujemnego
rzedu z zachowaniem wlasnosci

D*DPf=DtFf  SSPf=g8Fhf

dla wszystkich «, 8 > 0.

Na szczeg6lng uwage w opracowaniu teorii splotu, iloczynu i transformacji Fouriera dystrybucji
zashuguja wyniki Andrzeja Kaminskiego przedstawione w okolo 19-tu publikacjach, np. [AK1].
Wyniki A. Kamiiskiego dotycza réwniez splotu ultradystrybycji. Cecha charakterystyczna jego
badan jest doglebne wyjasnienie wspélzaleznosci pomiedzy wielorakimi definicjami, iloczynu, splotu
i transformacji Fouriera [K6].

Obok przestrzeni D’ dystrybucji Schwartza i przestrzeni S’ dystrybucji temperowanych A.
Kaminski zajmowal sie takze przestrzeniami K'{M,} funkcji uogélnionych Gelfanda-Szylowa i
przestrzeniami ultradystrybucji. W przestrzeniach funkcji uogdélnionych typu Gelfanda - Szytowa
operacjami, takimi jak zbieznosé¢, iloczyn tensorowy i splot funkcji uogdlnionych zajmowatl sie
rowniez Jacek Uryga. Podal warunek zgodnosci nosnikéw funkcji uogdlnionych, przy ktérych ist-
nieje ich splot (zob. [KUjy], [KUg], [U1], [U2], [U3]). Wykazal, ze iloczyn tensorowy przestrzeni
Gelfanda-Szylowa jest réwniez, przy pewnych zalozeniach, przestrzeniag tego typu (zob. [U4]).

Wiele przestrzeni funkcji prébnych, ktére pojawiaja sie w teorii funkcji uogdlnionych ma strukture
skali przestrzeni Hilberta. W pracy [K1] W. Kierat rozwazal skale przestrzeni Hilberta Hy, ktdre
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sa uzupehieniem pewnych funkcji gladkich wzgledem morm generowanych przez formy kwadra-
towe poteg operatora Sturma-Liouvilla. W pracy tej badal rozwiniecia elementéw Hy, H, Hj,
i H' w szeregi Fouriera wzgledem funkcji wlasnych operatoréw Sturma-Liouvilla, gdzie H jest
granica, projektywna przestrzeni Hy. Dla oscylatora harmonicznego otrzymujemy skale przestrzeni
Hilberta Si, a przestrzen Schwartza S jest granica projektywna przestrzeni Si. W. Kierat rozwazal
przestrzenie A(RY), ktére sa wyposazone w lokalnie wypukla topologie beczkowa o nastepujacej
wlasno$ciach:
(a) D(R?) C A(RY) C S(R?);
(b) D(R?) jest gesta w A(R?), topologia indukowana na D(R?) z A(R?) jest stabsza niz topolo-
gia naturalna przestrzeni D(R?).
Przyklad przestrzeni typu A(R?) zostal podany w pracy [K3].W pracy [K4], W. Kierat pokazal, ze
jezeli
vl
oxv
dla |p+v| <k, k> q/2, to (FloF)f(z) = f(z) dla x € RY, gdzie Ff i F~!f oznaczaja
odpowiednio calke Fouriera i odwrotna, catke Fouriera f.

feL*RY),

xh

6. Twierdzenie o przekatnej.

Jednym z zalozenn autoréw przy pisaniu ksigzki [XI] bylo unikanie topologicznych metod w
definiowaniu i dowodach twierdzen. Wiadomo, ze jednymi z silnych srodkéw dowodowych jest
twierdzenie Beare’a o kategorii. Twierdzenie to ze wzgledu na swéj charakter topologiczny nie
pasowalo do ciagowej teorii. Byla wiec potrzeba nowego srodka dowodowego wypowiedzianego w
terminach ciagéw. Srodkiem tym okazalo sie twierdzenie Mikusiriskiego o przekatnej [M3].

Twierdzenie o przekatnej. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, x;; € X dlai,j =1,2,..., |lzul| >
0 4 niech lim z;; =0 dla ¢ =1,2,.... Wtedy istniejq nieskoriczony zbior I liczb dodatnich ¢ jego
Jj—o0

podzbior J takie, Ze

1
il < i iill > = dla i € I.
Z”IJH oo i jGZJxJ ;M dlad

Twierdzenie o przekatnej okazalo sie wielce uzyteczne w dowodach twierdzen z analizy funkcjon-
alnej i teorii miary. Z jego pomoca zostaly udowodnione twierdzenia: Banacha—Steinhausa o jed-
nostajnej ograniczonosci; o stabej i mocnej ograniczonosci; Orlicza—Petliza, Vitali-Hahna—Saksa;
Nikodyma i wielu innych twierdzen ([A2], [A3]).

W procesie zastosowan twierdzenia o przekatnej wystarczaly prostsze sformutowania twierdzenia,
ktorych réwniez dowody byly prostsze i prowadzily do ogdlniejszych wynikéw. Ta problematyka
byta gléwnie uprawiana przez P. Antosika. P. Antosik jest autorem lub wspélautorem okoto 26
publikacji zwiazanychy z tym tematem i wspétautorem jednej publikacji ksiazkowej ([XI]).

Stosujac metode twierdzenia o przekatnej P. Antosik zauwazyl, ze w wielu twierdzeniach zalozenie
zupetosci moze by¢ zastapione prostym nastepujacym warunkiem

(K) Kazdy ciag zbiezny do zera ma szeregowo zbiezny podciag.

Przestrzenie Banacha, zupelne, quasi-normowe grupy i inne przestrzenie ze zbieznoscia maja
wihasnosé¢ (K). Zupeosé przestrzeni Banacha implikuje wlasnosé (K).

W naturalny sposéb powstaje pytanie o implikacje zbieznosci przez wlasnoséé (K). Czestaw Klis

podat przyktad podprzestrzeni [? z wlasnoécia (K) bez zupelnoéci [K]. Nieco silniejszy warunek od
warunku (K) byt wypowiedziany przez L.S. Sobolewa.

(N) Kazdy ciag zbiezny do zera ma podciag, ktérego kazdy podciag jest szeregowo zbiezny.



J. Burzyk podat przykiad, przy pewnym dodatkowo teorio—-mnogosciowym warunku, ze warunek
(N) nie musi implikowaé zupetnosci ([B4]).
Dla cheacych blizej poznaé¢ metode twierdzenia o przekatnej i warunek (K) polecamy ([XI]).

7. Teoria zbieznosci.

Prof. Jan Mikusinski w swojej pracy badawczej korzystal gtéwnie ze zbieznosci ciagdéw i ich
wlasnoéci. Dal temu wyraz w rachunku operatorowym, teorii dystrybucji, teorii calki. Definicje i
twierdzenia wystepujace w zastosowaniach metody przekatniowej i warunku (K) daja sie wypowiedzieé
w terminach zbieznosci ciagdéw. Okolicznodci te byly sprzyjajace powstaniu aksjomatycznej teorii
zbieznosci ciagéw. Zagadnienia te i im pokrewne sa rozpatrywane w publikacjach: [MB], [MF],
[PM3], [PM2], [A5], [KT].

W teorii zbieznosci postuluje sie, ze dana zbieznos$¢ spelnia naturalne warunki:

(F) Jezeli z,, — x, to zp, — = dla kazdego podciagu (xp,) ciagu (z,).

(L) Jezeli z,, = z,ypn — y,an = aib, — b, to anzy, + bry, — ax + by.

(U) Jezeli kazdy podciag ciagu (x,,) zawiera podciag (z, ), taki ze x4, — =, to z,, — x (warunek

Urysona).

(S) Jezeli z,, =z dlan=1,2,..., to z, — x.

(H) Jezeli z,, 5 x iz, =y, tox=y.

Wprowadza sie rowniez operacje przyporzadkowujaca zbieznosci G jej tzw. ugwiazdkowienie,
tzn. najmniejsza zbieznos¢ zawierajaca G i speliajaca warunek Urysona. Przestrzeniami ze
zbieznoscia, zajmowat sie J. Pochcial. Podat warunki konieczne i wystarczajace na to, by przestrzen
ze zbieznoscia byla metryzowalna (zob. [P1- P5]). Rozwazal takze kilka warunkéw typu diago-
nalnego ((P) i (A) zob. [P6]). Uzywajac jedynie tych elementarnych pojeé i warunkéw podal
charakteryzacje zbieznosci generawanej przez pewna dowolna funkcje rzeczywista oraz przez funkcje
posiadajaca pewne dodatkowe wlasnosci, takie jak symetria czy warynek tréjkata. W efekcie
uzyskal charakteryzacje zbieznoéci metryzowalnych, jak réwniez charakteryzacje topologii metry-
zowalnych w zakresie przesytrzeni parazwartych. Ta droga mozna takze uzyska¢ charakteryzacje
réznych przestrzeni bedacych uogélnieniami przestrzeni metrycznych, takich jak przestrzenie quasi-
metryzowalne, symetryzowalne, semimetryzowalne czy ~- przestrzenie. Jako wnioski uzyskuje
sie dowody dostatecznosci w przypadku klasycznych twierdzeri metryzowalnych (np. twierdzen
Aleksandrowa-Urysona, Nagaty-Smirnowa, Moore’a). J. Pochcial podal przyklad przestrzeni lin-
iowej ze zbieznodcia spelniajaca warunek (K) i nie spehiajacej warunku (M) ([P?]). Przykltad ten
uzupekia wyniki dotyczace niezaleznosci aksjomatéw (K) i (M) zawarte w pracach [?], [?]. Podatl
takze przyklad przestrzeni liniowej ze zbieznoscig speliajaca warunki (F), (L), (U), (S), (H), (P)
i nie generowana, przez zadna topologie liniowa, [P?].

Abstrakcyjna teoria zbieznosci zajmowali sie réwniez Piotr Mikusinski, Andrzej Kaminski i
Jézef Burzyk. A. Kaminski ([K?], [K?], [K?]) podal charakteryzacje zbieznosci wielowartosci-
owych (multizbieznodci), ktére sa indukowane przez topologie. W pracy [BM] J. Burzyk i P.
Mikusinski podali dowdéd twierdzenia o metryzowalnodci grupy ze bieznodcia generowana przez
funkcje. Z twierdzenia tego wynika w latwy sposéb klasyczne twierdzenie o metryzowalnosci grup
topologicznych z przeliczalng baza otoczen zera. W pracy [BKL] udowodniono twierdzenie, ktére
méwi, ze kazda przestrzen unormowana z wlasnoscia, (K) jest IT kategorii Baire’a. Problem istnienia
niezuelych przestrzeni unormowanych typu (N) zostal rozstrzygniety w pracy [B]. W pracy [7]
podana jest konstrukcja rozbicia przestrzeni liniowo-metrycznych na sume prosta przestrzeni o
whasnoéciach (N) i (K) oraz dowdd, ze kazda podprzestrzen F, zupelnej i osrodkowej przestrzeni
liniowo-metrycznej ma rozszerzenie do wlasciwej podprzestrzeni typu (K).

8. Calka Lebesgue’a i Bochnera.
Nastepnym obszarem zainteresowan prof. J. Mikusinskiego, i tym samym kierowanym przez
niego seminarium byla teoria catki Lebesgue’a i Bochnera. (zob. [VII] ). W literaturze matematy-
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cznej znanych jest wiele uje¢ catki Lebesgue’a. Definicja calki Lebesgue’a i Bochnera podane przez
Mikusinskiego jest szczegélnie prosta i pogladowa. Definicja ta jest nastepujaca:
Funkcje f z R? w ustalona przestrzeri Banacha X (w szczegdlnoéci z R w R!) nazywamy

catkowalng w sensie Bochnera (Lebesgue’a), jezeli istnieje ciag przedzialéw
I, = [a1n;b1n) X -+ X [agn; ben) W R¥ oraz ciag elementéw przestrzeni X (liczb) A, takie, ze

10 52 [ Anlvol(1,) < oo,

2° f(x) = Y07 Anxr, () dla punktéw z, w ktérych szereg jet bezwzglednie zbiezny; xi,,

oznacza tu funkcje charakterystyczna przedziatu I,,.

Calke funkcji speliajacej warunki 1° i 2° okreslamy jako

/f = nz::l Anvol(I,).

Powyzsza definicja (zob. [VII], [...]) jest réwnowazna klasycznym definicjom calek Bochnera i
Lebesgue’a.

W oparciu o zacytowana wyzej definicje, w ksiazce [X] zostala rozwinieta teorii catki Bochnera.

W szczegdlnosci dowodzi sie nastepujacych wlasnoéci przestrzeni U funkcji catkowalnych i whasnosci
calki [

H. Jezeli feUiNER toANfeUi [Af=X]F;

A Jezeli f,geU,to f+geUi [(f+g)=[f+[g;

M. Jezeli f € U, to [fle Uil [f]<[If];

E. Jezeli f, € Uln = 1,2,..),5.02, [|fal < oo oraz f(z) = >0, fu(z) w punktach z
bezwzglednej zbieznosci szeregu, to f € Ui [ f =307, [ fa.

7 wlasnoéci E, w przypadku funkcji rzeczywistych, wynika
E°. Jezeli f, € U, fn > fap1(n=1,2,...) oraz f,, = 0, to [ f, = 0.

Podane wyzej wlasnosci mozna przyjaé za aksjomaty nakladane na przestrzen U funkcji ( z RF
w przestrzenn Banacha X) oraz na funkcjonal [ na tej przestrzeni. Takie aksjomatyczne ujecie
jest ogdlne i pozwala zbadaé¢ wzajemne zwiazki miedzy réznymi znanymi ujeciami calki, jak catka
Daniela czy catka wzgledem miary.

Dla danej calkki, tzn pary (U, f ), spetniajacej aksjomaty HAME, mozna okresli¢ catke Daniela
jako majmniejsze rozszerzenie spehiajace aksjomaty HEM (zob. [1217]. Z drugiej strony okazuje
sie, ze calka wzgledem dowolnej miary jest calka spelniajaca HEM i pewne dodatkowe aksjomaty
(zwiazane z pojeciem mierzalnosci funkcji), a wiec jest mniej ogélna niz aksjomatyczna catka HEM,
ktérej teoria przedstawiona jest w ksiazce [VII].

Z innych ciekawych zagadnien przedstawionych w ksiazce [VII] nalezy wymieni¢ rézne pojecia
pochodnej. Pojecie pochodnej peinej wprowadzit J. Mikusiriski w [1197], za$ w ksiazce [VII] wyko-
rzystal to pojecie do bardzo ogdlnego twierdzenia o podstawianiu w calce Lebesgue’a (zob. [VII],
str. 158). Nastepna pochodna rozwazeana w [VII] jest pochodna lokalna funkcji jednej zmiennej
rzeczywistej. Wezesniej K. Skérnik w [S1] wprowadzita pojecie pochodnej lokalnej funkeji g zmien-
nych o wartosciach w przestrzeni Hilberta, a w przestrzeni Banacha w pracy [S..7]. Udowodnila, ze
lokalna pochodna i pochodna Sobolewa sa réwnowazen (zob. [S9]). Podata ogdlna postaé funkeji
f okreélonej w R? i o wartosciach w przestrzeni Banacha, calkowalnej w sensie Bochnera, ktora

spelnia réwnanie rézniczkowe f(™ = 0, gdzie pochodna rozumiana jest w sensie Sobolewa (zob.
[S10]).

Jak wiemy podtawowym faktem, na ktérym opiera sie rachunek operatoréw jest twierdzenie
Titchmarsha. W ksiazce [VII] J. Mikusiiski dowodzi mocniejsza, tak zwana lokalna wersje tego
twierdzenia, ktéra mozna sformutowaé¢ nastepujaco:
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Jezeli f,g € [0;T] i fg=0na[0;T], to f=0 lub g =0 na [0; 3]

W dowodzie tego twierdzenia korzysta J. Mikusinski z tzw. twierdzenia o momentach, ktére
formuluje i uzasadnia dla funkcji catkowalnych w sensie Bochnera.

Twierdzenie Titchmarsha w formie ksiazkowej bylo przedstawione po raz pierwszy w 1953 r.
(zob. [1]). Pierwszy dowdd podal sam jego autor w 1926 r. Dowdd byl trudny i skomplikowany.
Prostsze dowody podali M.M. Crum w 1941 r. oraz J. Dufresnoy w 1947 r. i 1948 r. W 1953 r.,
korzystajac z pewnego twierdzenia o momentach (zob. [J.M&Cz.R.N.] bez funkcji analitycznych i
harmonicznych, J. Mikusinski podat [...] (piaty z kolei) dowdd twierdzenia Titchmarsha. Kolejne
dowody, zmodyfikowane lub uproszczone podali kolejno S. Swierczkowski, K. Yosida i S. Matsuura,
C.K. Kalisch.

Twierdzenie Titchmarsha zwiazane jest z twierdzeniem Foiaga (zob. [...]), ktére zostalo udowod-
nione w 1961 r. Zastosowania podane przez T. Boehmego i J. Burzyka ([B1], [B2]), zwrécily uwage
na jego przydatnos¢ i spowodowaly powstanie nowych dowodéw. Dwa dowody podal T.K. Boehme.
W pracy [M4] J. Mikusinski podal kolejny dowdd twierdzenia Foiaga o slocie funkeji catkowalnych.
W. Kierat i K. Skérnik ( [SK], [K5]) podali nastepne dowody tego twierdzenia bez uzycia metod
nieskonczonych i bez twierdzenia o reprezentacji funkcjonalu na L'

9. Matematyka stosowana.

Jedna z pasji prof. J. Mikusinskiego byla matematyka stosowana. Przykladem tego jest
Rachunek Operatoréw. Jednym z jego zastosowan byla teoria elektyrcznosci i chromatografii. J.
Mikusinski wspélnie z K. Skérnik opracowali matematyczna, teorie systeméw optycznych (zob. [X],
[MS;], [MS2]). Opublikowali na ten temat 6 prac. Rozwinieta we wspomnianych pracach teoria
pozwolila na wyjasnienie defektéw soczewek o zmiennej gestosci. Warto zauwazy¢, ze rozwazania
te doprowadzily do réwnania funkcyjnego

flz+y)lf(z+y) - f(z) - f(y)] =0,

ktére otrzymalo nazwe réwnania Mikusinskiego.

Uczestnicy seminarium opracowali metode estymacji zanieczyszczen powietrza wydzielanych
przez zaklady przemystowe (zob. [A-T]).

W pracy [KC], W. Kierat i A. Cichocka zastosowali rozwiniecie Fouriera dystrybucji z D7,
wzgledem funkcji Wienera w celu wyznaczenia funkcji harmonicznej w gérnej pélplaszczyinie,
ktéra przyjmuje dana dystrybucje jako warto$¢ brzegowa na osi rzeczywiste;j.

W pracy [KSy], W. Kierat i K. Skérnik, przy uzyciu elementarnych metod, podali rozwiazanie
problemu poczatkowego dla rownania ciepla, gdzie warunek poczatkowy jest dystrybucja temperowana,.

W pracy [SD], K. Skérnik i I. Dimovski podali konstrukcje rachunku operatoréw dla dowolnej
klasy funkcji $rednio-okresowych wzgledem danego funkcjonalu w zbiorze funkcji ciagtych. Otrzy-
mane wyniki zostaly zastosowane do znalezienia srednio-okresowych rozwiazan rownan rézniczkowych
liniowych ze stalymi wspoélczynnikami, tzn. réwnan postaci

(-t

gdzie P(\) = aoA" + a1 A"~ + -+ + a, jest danym wielomianem, f — funkcja §rednio-okresowa
wzgledem zadanego funkcjonalu ®.
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