Andrzej Lasota

”Na pograniczu probabilistyki i rownan rézniczkowych”

(wystapienie na Sesji Naukowej z okazji 50-lecia Oddzialu Gérnoslaskiego PTM
w dniu 13 grudnia 2003 roku)

1. Wstep

Dhuga jest historia badan wiazacych rachunek prawdopodobienstwa i teorie réwnan
rézniczkowych. Badania te wyrosty z potrzeb fizyki, chemii, ekonomii, biomatematyki
i niemal kazdej dziedziny przyrodoznawstwa. Do dnia dzisiejszego nie zakonczyly sie
badania nad wyjasnieniem roli zalozen probabilistycznych niezbednych do wprowa-
dzenia réwnania Boltzmanna - fundamentu dynamiki gazow.

Dla matematykdéw szczegdlnie interesujace okazaly sie dwa fakty. Po pierwsze
generatory polgrup okreslonych przez najwazniejsze procesy stochastyczne, proces
Wienera i proces Poissona sa prawymi stronami, ciekawych z punktu widzenia anali-
zy matematycznej, réwnan rézniczkowych. Po drugie obliczajac wartosci srednie
pewnych proceséw stochastycznych mozemy efektywnie wyznaczac rozwiazania réwnan
rézniczkowych.

Stosunkowo niedawno okazalo sie, ze metody probabilistyczne, a doktadniej opera-
tory Markowa moga, stuzy¢ jako narzedzie badania stabilnosci rownan rézniczkowych
i rézniczkowo-catkowych. Dotyczy to zaréwno klasycznych réwnan deterministy-
cznych, jak i réwnan stochastycznych.

Przypomnijmy najpierw ogolnie, co to sa operatory Markowa. Wyobrazmy so-
bie nastepujaca sytuacje. W przestrzeni X porusza sie punkt zajmujac w chwilach
0,1,2,... polozenia zq, x2, T2, .... Jezeli znajac polozenie z,, naszego punktu w chwili
n, mozemy wyznaczy¢ dokladnie potozenie z,,1 w chwili n 4+ 1 stosujac jedna i te
sama, transformacje S : X — X, to

(1) Tp =8"(xg) dla n=0,1,..

Para (X, 5) jest przykladem najprostszego uktadu dynamicznego z czasem dyskret-
nym.

Mozemy tez rozwazy¢ sytuacje ogdlniejsza, w ktoérej polozenia x,, nie sg ustalone.
Punkty x, sa elementami losowymi i znane sa tylko prawdopodobienstwa

(2) prob(z, € A) = uy,(A)

dla dostatecznie duzej klasy podzbioréw przestrzeni X. Miary pu, nazywamy rozkta-
dami elementéw x,. Przypusémy teraz, ze dane jest odwzorowanie P z przestrzeni
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miar okreslonych na X w te sama przestrzen miar takie, ze p,4+1 = Pp,. Wowczas
(3) iy = P" g dla n=0,1,...

Operator P nazywamy operatorem przejscia dla procesu (x,,). Jest to prototyp opera-
tora Markowa. Widad, ze jest to uogdlnienie ukladu dynamicznego. Sytuacje opisana
wzorem (1) mozemy otrzymaé z (3) przyjmujac

(4) Pu(A) = p(S7(4)).

Rozwazania te byly oczywiscie nieprecyzyjne, nieformalne. Nie podalismy, w szczegdl-
nosci, jakie rozwazamy przestrzenie miar i na jakich podzbiorach A C X miary te sa
okreslone. Precyzyjne teorie ida w trzech kierunkach.

1° Przyjmuje sie, ze dana jest przestrzen z miara (X, .4, m), i rozpatruje sie oper-
atory dziatajace na L1(X, A, m) ([2], [7]).

2° Rozpatruje sie przestrzen metryczna (X, p) i operatory dzialajace na miarach
borelowskich, w tej przestrzeni ([7]).

3° Zaklada sie, ze dana jest przestrzen mierzalna (X, .A), i rozpatruje sie operatory
dzialajace na miarach okreslonych na A ([8]).

Oczywiscie podejscie 3° jest najbardziej ogélne, bede jednak méwit o operatorach z
punktu 1°. Maja one bowiem liczne zastosowania i, co dla matematyka najwazniejsze,
mozna dla nich sformutowacé proste i jednoczesnie zaskakujace twierdzenia. Ponadto w
przypadku operatoréw Markowa dzialajacych na L' pojawiaja sie w naturalny sposéb
obok iteracji {P"}, n € N, pétgrupy {P*}, t € [0,00), z czasem ciaglym.

2. Operatory Markowa na przestrzeni L'

W rozdziale tym oméwione sa nastepujace zagadnienia:

1) twierdzenie typu Markowa o ograniczonosci od dotu,
2) twierdzenie o asymptotycznej okresowosci,
3) alternatywa Foguela.

Niech (X,A, m) bedzie przestrzenia z miara o-skoriczona i niech L! = L1(X, A, m).
Przez D oznaczymy podzbiér L' zawierajacy gestodci, tj.

(5) D={felL': f>o0, |fll=1}

gdzie || - || oznacza norme w L!.



Operator P : L' — L! nazywamy operatorem Markowa, jesli jest liniowy oraz
(6) P(D) c D.

Operator Markowa P : L' — L' bedziemy nazywali asymptotycznie stabilnym,
jezeli istnieje funkcja f, € D taka, ze

(7) lim |[P"f—f||=0 dla feD.

Oczywiscie funkcja f. speliajaca warunek (7) jest jedyna oraz Pf, = f..
Przyjmijmy oznaczenia

at = max{0,a}, a” = max{0, —a}.

Mamy nastepujace twierdzenie o ograniczeniu od dotu.

Twierdzenie 1. Jezeli P : L' — L' jest operatorem Markowa i istnieje funkcja
h e L' taka, Ze

(8) h>0,  ||a[[>0
oraz
9) lim |[(P"f—h)"||=0 dla feD,

to P jest asymptotycznie stabilny.

Dowody tego twierdzenia nie sa trudne. Szczegodlnie prosty dowdd, jesli chodzi o
my$l przewodnia, podal J. Yorke, [6]. Zauwazyt on, ze zbiér funkcji H C L', ktére
sa nieujemne i speliaja warunek (9), ma element najwiekszy. Co wiecej, 6w ele-
ment najwiekszy, jesli tylko nie jest zerem, musi juz spetnia¢ warunek asymptotycznej
stabilnosci (7). Warunek (8) gwarantuje, ze zbiér H jest niepusty i w konsekwencji
najwiekszy element zbioru H nie jest zerem ([6], [7]).

Mimo swej prostoty twierdzenie 1 znalazlo liczne zastosowania. Wymienie trzy z
nich.

1) Uproscito badanie ergodycznych wlasnosci odwzorowan lokalnie rozszerzajacych,
(twierdzenia Rényi’ego i Krzyzewskiego—Szlenka).

2) Dalo ciekawe wyniki dotyczace iterowania operatoréw catkowych, w szczegdlnosci
operatoréw Volterry z wyprzedzajacym argumentem, [1].

3) Pozwolito na uzyskanie nowych wynikéw w zakresie asymptotyki réwnan ewo-

lucyjnych postaci
uy = Au — \u + \Pu,



gdzie P jest operatorem Markowa, zas A jest generatorem ciaglej potgrupy operatorow
Markowa. Do tego typu réwnan prowadzi na przyklad linearyzacja réwnan Boltz-
manna, réwnanie ciepta ze Zrédlami zewnetrznymi i wiele innych [9], [11], [3].

Pozwole sobie nieco szerzej omowié przypadek 2), poniewaz prowadzi do dosy¢
zaskakujacych rezultatow. Rozpatrzmy rownanie

Ax

(10) fz) = ; K(z,y)f(y)dy,

gdzie jadro K : R, xR, — R jest dana funkcja ciagla, A stala dodatnia, a f : Ry — R
poszukiwang funkcja. Réwnanie to w przypadku A = 1 bada sie na poczatku kazdego
niemal podrecznika réwnan catkowych i dowodzi sie, ze jedynym jego rozwiazaniem
jest f = 0. To samo dotyczy oczywiscie przypadku 0 < A < 1. Natomaist dla A > 1
réwnanie moze mie¢ nietrywialne rozwiazanie. Co wiecej, przy A > 1 dla pewnych
klas jader K operator P : L'(R,) — L'(R,) dany wzorem

Ax

Pf(x) = ; K(z,y)f(y) dy

jest operatorem Markowa asymptotycznie stabilnym. Dowdd otrzymuje sie przy
uzyciu twierdzenia 1. Mianowicie dzieki zalozeniu, ze A > 1 iteracje P"f(z) dla
duzych n sa w otoczeniu punktu z = 0 dodatnie, co po pewnych rachunkach prowadzi
do znalezienia funkcji h.

Warto dodaé, ze rownania postaci (10) pojawily sie przy probach matematycznego
modelowania cyklu komorkowego.

Skoro pewne oszacowania od dotu ciagdéw (P™ f) decyduja o ich asymptotyce, pow-
staje naturalne pytanie, co sie dzieje w przypadku, gdy ciagi te sa ograniczone od
géry. Zaczniemy od definicji.

Méwimy, ze ciag (fn), fn € L', jest asymptotycznie okresowy, jedli istnieje ciag
okresowy (f,), fn € L' taki, ze

nh—{go ”fn - fn” = 0.

Zachodzi nastepujace
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Twierdzenie 2. Jezeli P : L' — L' jest operatorem Markowa i istnieje funkcja
g€ L', g >0 taka, e

(11) lim || (P"f—g)T| =0 dla f €D,

to dla kazdego f € D ciag (P™f) jest asymptotycznie okresowy o okresie nie wiekszym
niz [|g|-

W odréznieniu od poprzedniego, dowdd twierdzenia 2 nie jest prosty. Pierwsza
wersje dla do$¢ specjalnych klas operatorow podali F. Hoffbauer i G. Keller w 1982
roku. Znacznie ogdlniejszy rezultat, z ktérego twierdzenie 2 natychmiast wynika,
podal w pie¢ lat péiniej, tj. w 1987 roku J. Komornik ([4], [5]).

Warto przesledzi¢, na czym polegalo uogélnienie podane przez Komornika. Otéz
wiadomo, ze dla g € L', g > 0 zbiér funkcji

{fel': |fI<g}

jest stabo zwarty w L!. Zalozenie (11) méwi wiec, ze wyrazy ciagu (P"f) dla f € D
zblizaja sie przy n — oo do pewnego zbioru slabo zwartego. Komornik pokazatl, ze
zalozenie (11) mozna zastapi¢ przez warunek nastepujacy.

Istnieje liczba 0 < X\ < 1 oraz zbiér G C L! stabo zwarty, takie ze

(117) limsup d(P"f,G) < A dla feD,

n—oo

gdzie d(f, G) oznacza odleglosci funkcji f od zbioru G, tj.

d(f,G)=mt{|f - f|:f € G}

Bardzo piekna ilustracja twierdzenia Komornika jest fakt, ze nawet mate pertur-
bacje uktadéw dynamicznych powoduja, ze generowane przez te uklady ciagi gestosci
sa asymptotycznie okresowe. Rozpatrzmy mianowicie w przestrzeni R? sperturbowany
uktad dynamiczny postaci

Tpt1 = S(xn) +&n n=0,1,...

Zakladamy, ze S : RY — RY jest odwzorowaniem borelowskim a (&,) ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie, ktére maja gestos¢ q.
Niech f, oznacza gestosé¢ zmiennej losowej z,, (dla n > 1). Zakladamy réwniez, ze
ciag (&) jest niezalezny od xg. Wdwczas, jak mozna sprawdzié,

frne1=Pfn dla n=1,2,...,



gdzie P jest operatorem Markowa danym wzorem

P) = [ fale—S)dy

Bardzo tatwo poda¢ warunki, przy ktérych spelione jest zatozenie (11) lub (117).
Najprostsze, ale w miare sensowne sa takie, ze funkcja ¢ jest ograniczona, o nosniku
zwartym i zbiér S(R?) jest ograniczony. Wéwezas jako funkcje g z warunku (11)
wystarczy przyjac

supgq dla x € K,
g(z) =

0 dla =z ¢ K,
gdzie K C R? jest dostatecznie duza kula (zawierajaca nosniki fy,).

Przejdziemy teraz do ostatniego zagadnienia dotyczacego asymptotyki operatoréw
Markowa dzialajacych na L', to jest do alternatywy Foguela. Zostala ona sformu-
lowana w dosy¢ specjalnej sytuacji przez S.R. Foguela w 1966 roku. Najogolniej
rzecz biorac méwi ona, ze przy pewnych zatozeniach operator Markowa musi by¢ albo
asymptotycznie stabilny albo wymiatajacy.

Tym razem dla urozmaicenia wyktadu zajmiemy sie pélgrupami operatoréw Markowa
z czasem ciaglym.

3. Operatory na L!, asymptotyczna stabilnosé

Rodzine Pt, t > 0, operatoré6w Markowa nazywa sie pélgrupa, jezeli spelnia warunki

(12) P'f=f da felLl,

(13) phrtizf — pl2(ptr) dla feL'; ty,t,>0.

Jednym z waznych probleméw dotyczacych pdlgrupy (P?);>o operatoréw Markowa
jest zachowanie sie gestoéci P'f przy t — oo dla f € D. W zwiazku z tym przyjmu-
jemy nastepujaca definicje, analogiczna do definicji wprowadzonej w rozdziale 2.

Pétgrupe operatoréw (P');>o nazywamy asymptotycznie stabilng, jezeli istnieje
funkcja f. € D taka, ze

(14) P'f,=f, dla t>0



oraz

(15) Jim |P'f—fl=0 dla feD.

Funkcja f speliajaca warunek P'f = f dla t > 0 nosi nazwe niezmienniczej lub
stacjonarnej. 7 warunkéw (14), (15) wynika, ze asymptotycznie stabilna pdlgrupa
posiada doktadnie jedna gestos$¢ stacjonarna. Jest rzecza zaskakujaca i specyficzna, dla
polgrup operatoréow Markowa, ze stwierdzenie to daje sie w pewnym sensie odwrocic.
Mianowicie, jak zobaczymy podzniej, istnienie jedynej gestosci niezmienniczej imp-
likuje, przy pewnych dodatkowych zalozeniach, asymptotyczna stabilnos¢ poétgrupy.

Warunki wystarczajace dla asymptotycznej stabilnosci sa szczegdlnie proste w
przypadku, gdy operatory P! sa okreslone przy pomocy catek. Wprowadzimy wiec
nastepujaca definicje.

Operator Markowa P nazywamy catkowym, jesli dany jest wzorem

(16) Pf(x) = /X K(z,y)f(y)ym(dy) da feD, ze€X,

gdzie K jest dana funkcja mierzalng w przestrzeni X x X i dodatnia. Funkcje K
nazywamy jgdrem operatora P.

Definicja ta jest nieco inna, bardziej restryktywna od oryginalnej, przyjetej w pracy
R. Rudnickiego i K. Pichér, [10]. Pozwala za to na bardzo proste sformulowanie ich
gléwnych wynikow, zawartych w twierdzeniach 3 i 4.

Twierdzenie 3. Niech (P');>¢ bedzie pdlgrupa operatorem Markowa, takq ze dla
pewnego to > 0 operator Pt jest catkowy. Wowczas istnienie gestosci stacjonarnes
dla pdtgrupy (P*)i>o implikuje jej asymptotyczng stabilnosé.

Podamy teraz przykiad zastosowania twierdzenia 3 w teorii rownan rézniczkowych.
Wystepujace w mim réwnanie stochastyczne, dane wzorami (17), (18), potrzebne
nam jest tylko dla biologicznej interpretacji rozpatrywanego procesu. Interesuje nas
gtéwnie ewolucja gestosci okreslona réwnaniem (19).

Przyktad 1. Najprostszym, w miare realistycznym modelem wzrostu populacji jest
tak zwane réwnanie logistyczne postaci

(17) Z—f = z(c1 — x).



W réwnaniu tym z(t) oznacza wielko$¢ populacji w chwili ¢. Interesuja wiec nas tylko
rozwigzania lezace w poéiplaszczyznie z > 0. Przyjrzyjmy sie przebiegowi rozwigzan
w przypadku, gdy c; jest stala dodatnia. Wowczas wszystkie rozwiazania zmierzaja
do ¢y, przy t — oo. Oznacza to, ze wielkos¢ populacji ustala sie i nic tego ustalonego
poziomu nie zmienia. Mozna na to spojrze¢ jeszcze inaczej. Z réwnania (17) wynika,
ze wzgledny przyrost populacji na jednostke czasu (dx/dt)/z réwny jest ¢ — x i
przy ustalonej wartosci z jest zawsze taki sam. Zadne zewnetrzne czynniki takie, jak
chwilowy niedobdr pokarmu lub pojawienie sie¢ naturalnych wrogéw, tego przyrostu
nie zmieniaja. Jest to sytuacja bardzo wyidealizowana i pojawia sie pytanie, jak
zachowuje sie wielkos¢ populacji, gdy wspolczynnik ¢y jest zaburzony przez proces
losowy. Przyjmijmy na przyklad, ze

(18) 1 = c+ o,

gdzie c i o sa stalymi dodatnimi, a £ jest procesem bialego szumu. Wowczas oczywiscie
rozwiazaniami réwnania (17) sa procesy losowe.
Procesom tym odpowiada réwnanie Fokkera-Plancka postaci

ou 20%(x%u) 0O

o
(19) T2 022 Ox

o0 (x(c—x)u) dla t>0, x> 0.

Rozpatrujemy je z warunkiem poczatkowym

(20) u(0,z) = f(z) dla z>0,

gdzie f jest zadana funkcja. Réwnania (17) i (19) zwiazane sa w sposéb nastepujacy.
Jezeli x jest rozwiazaniem (17) takim, ze x(0) ma gesto$¢ rozkladu f, a u jest
rozwiazaniem problemu poczatkowego (19), (20), to dla kazdego ¢ > 0 funkcja = —
u(t, ) jest gestoscia rozkladu x(t).

Ktadac

(21) P'f(x) = u(t, ),

gdzie u jest rozwiazaniem (19), (20), okreslamy pdlgrupe operatoréw Markowa na
przestrzeni L' ((O, oo)) Wiadomo z teorii réwnan rézniczkowych o pochodnych czast-
kowych, ze wartosci rozwiazan u(t,z) przy kazdym ¢ > 0 dane sa catka, w ktérej
jadrem jest nieujemna funkcja zwana funkcja Greena. Pélgrupa (21) jest wiec catkowa.



Latwo sprawdzi¢ przez rézniczkowanie, ze dla dowolnej statej k funkcja f, dana
wzorem

(22) fiu(z) = u(x) = ke /7" dla x>0,

gdzie v = 2¢/0? — 2, jest rozwiazaniem stacjonarnym réwnania (19). W konsekwencji
Ptf, = f,dlat >0. Dlay > —1, to jest w przypadku

1
(23) c > 50’2,

funkcja f. jest catkowalna na pélprostej (0, 00) i stala k mozna dobraé tak, aby f, byla
gestoscia. Z twierdzenia 3 wynika, ze pélgrupa (P');>o generowana przez réwnanie
(19) (dana wzorem (21)) jest wowczas asymptotycznie stabilna.

Zgodnie z nasza interpretacja biologiczna oznacza to, ze po uplywie dostatecznie
dtugiego czasu wielkos¢ populacji jest zmienna losowa o gestosci rozkladu danej wzorem
(22). Pozostaje naturalne pytanie, co dzieje sie z populacja, gdy nieréwnos¢ (23) nie
jest speliona. Odpowiemy na nie po zapoznaniu sie z dalsza czescia teorii.

Powréémy do naszej ogdlnej sytuacji, w ktérej dana jest przestrzen z miara (X, A, m).
Niech (P?)¢>0 bedzie pélgrupa operatoréw Markowa. Mdéwimy, ze pélgrupa (P*):>q
jest ciqgta, jezeli

%ir%HPtf—fH:O dla felL'

Ciaglo$¢ jest bardzo naturalnag wilasnoscia. W szczegdlnosci potgrupy generowane
przez rownania rézniczkowe sa z reguly ciagle. Jest jednak rzecza godna podkreslenia,
ze w twierdzeniu 3 nie zaklada sie ciaglosci péigrupy.

4. Operatory na L', wymiatanie

Rozpatrzmy teraz pewna wlasno$é¢ pétgrup operatoréw Markowa, ktéra w pewnym
stopniu jest przeciwienstwem asymptotycznej stabilnodci.

Niech A bedzie ustalonym zbiorem mierzalnym. Mdéwimy, ze pélgrupa (P?);>¢ jest
wymiatajaca z A, jezeli

(24) lim [ P'f(x)m(dz) =0 dla fe€ D.

t—oo A
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W interpretacji probabilistycznej warunek (24) oznacza, ze bez wzgledu na rozklad
poczatkowy (dany przez gesto$é¢ f) prawdopodobieristwo znalezienia sie w chwili ¢ w
zbiorze A zmierza do zera przy t — oo.

Jak widzieliSmy asymptotyczna stabilnos¢ jest istotnie zwiazana z istnieniem gestosci
stacjonarnej. Nieco podobny warunek dla funkcji niecatkowalnych jest zwiazany z
wymiataniem.

Mowimy, ze funkcja mierzalna f jest podniezmiennicza, jezeli

(25) 0< f(z)<oo oraz Plf(z)< f(z) dla x€ X, t>0.

Warto podkredli¢, ze wystepujaca w tym warunku funkcja f nie musi nalezeé
do przestrzeni L', na ktérej z definicji operatory Markowa sa okreslone. Jednakze
korzystajac z monotoniczno$ci operatora Markowa tatwo rozszerzy¢ jego obszar okreslo-
nosci o funkcje mierzalne nieujemne (przez aproksymacje od dotu funkcjami catkowal-
nymi podobnie, jak to sie robi w definicji catki).

Jezeli funkcja f jest podniezmiennicza i calkowalna, to jest rowniez niezmiennicza.
Wynika to z faktu, ze operatory Markowa zachowuja wartosci calki. Nastepujace
twierdzenie wiaze istnienie niecatkowalnej funkcji podniezmienniczej z wymiataniem.

Twierdzenie 4. Niech (P');>o bedzie pdlgrupa operatoréw Markowa, takq ze dla
kazdego t > 0 operator P! jest catkowy. Zaktadamy, ze pélgrupa ta ma funkcje
podniezmienniczq f. i nie ma gestosci niezmienniczej. Wowczas pdtgrupa (P*)i>o
jest wymiatajaca z kazdego zbioru mierzalnego A, ktory spetnia warunek

/Af*(m)m(dx) < 00.

Nie jest to mozliwie najogélniejszy warunek wystarczajacy dla wymiatania, ale dla
naszych celow bardzo przydatny.

Przyktad 2. Kontynuujemy rozwazania z przykladu 1 i zajmujemy sie polgrupa
(P')t>0 generowang przez réwnanie czastkowe (19). Jak zauwazyliSmy funkcja f.
dana wzorem (22) spelia réwnanie P'f, = f, dla t > 0. W szczegdlnosci jest to
wiec funkcja podniezmiennicza (dla k > 0). W przypadku v < —1 funkcja f, nie jest
catkowalna i jak latwo sprawdzi¢, rownanie (19) nie ma gestosci niezmienniczej.

7 drugiej strony z postaci funkcji f, natychmiast wynika, ze

/ fe(z)dr < oo dla r>0.

Zgodnie z twierdzeniem 4 pélgrupa (P'):;>o jest wiec wymiatajaca z przedzialéw
(r,00) dla r > 0. Innymi stowy
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lim P'f(z)dz =0 dla 7> 0.

—
toor

Wracajac do naszej biologiczne] interpretacji oznacza to, ze w przypadku v < —1,
gdy nie jest spetniona nieréwnosé (23), populacja wymiera. Zbyt duze wahania
wspolczynnika ¢; prowadza wiec do $mierci populacji.

Jak juz o tym méwiliSmy twierdzenia 3 i 4 nie sa sformutowane w postaci mozliwie
ogoélnej. Nie wyczerpuja tez wszystkich mozliwosci badania asymptotycznej stabilnosci
i wymiatania. Daja jednak pewien obraz tego, co bylo przedmiotem naszych badan.
Natomiast réwnanie (19) jest bardzo proste i omawiane tylko dlatego, ze mozna bylo
przy jego pomocy tatwo pokazaé¢ skutecznos¢ dzialania ogélnych kryteriow. Znacznie
ogolniejsze rownania i uklady réwnan rézniczkowych i rézniczkowo operatorowych
badane byty przez K. Pichér i R. Rudnickiego oraz M. Tyran-Kamiriska w [11] i [12].
Roéwnania tego typu wystepuja przy opisie zjawisk z zakresu biomatematyki, fizyki
a nawet astrofizyki.

Podziekowanie. Autor chciatby ztozy¢ serdeczne podziekowanie Dr Krystynie Skérnik
za pomoc w zredagowaniu tego wyktadu.
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