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1. Wste֒p

D luga jest historia badań wia֒ża֒cych rachunek prawdopodobieństwa i teorie֒ równań
różniczkowych. Badania te wyros ly z potrzeb fizyki, chemii, ekonomii, biomatematyki
i niemal każdej dziedziny przyrodoznawstwa. Do dnia dzisiejszego nie zakończy ly sie֒
badania nad wyjaśnieniem roli za lożeń probabilistycznych niezbe֒dnych do wprowa-
dzenia równania Boltzmanna - fundamentu dynamiki gazów.

Dla matematyków szczególnie interesuja֒ce okaza ly sie֒ dwa fakty. Po pierwsze
generatory pó lgrup określonych przez najważniejsze procesy stochastyczne, proces
Wienera i proces Poissona sa֒ prawymi stronami, ciekawych z punktu widzenia anali-
zy matematycznej, równań różniczkowych. Po drugie obliczaja֒c wartości średnie
pewnych procesów stochastycznych możemy efektywnie wyznaczać rozwia֒zania równań
różniczkowych.

Stosunkowo niedawno okaza lo sie֒, że metody probabilistyczne, a dok ladniej opera-
tory Markowa moga֒ s lużyć jako narze֒dzie badania stabilności równań różniczkowych
i różniczkowo-ca lkowych. Dotyczy to zarówno klasycznych równań deterministy-
cznych, jak i równań stochastycznych.

Przypomnijmy najpierw ogólnie, co to sa֒ operatory Markowa. Wyobraźmy so-
bie naste֒puja֒ca֒ sytuacje֒. W przestrzeni X porusza sie֒ punkt zajmuja֒c w chwilach
0, 1, 2, ... po lożenia x0, x2, x2, .... Jeżeli znaja֒c po lożenie xn naszego punktu w chwili
n, możemy wyznaczyć dok ladnie po lożenie xn+1 w chwili n + 1 stosuja֒c jedna֒ i te֒
sama֒ transformacje֒ S : X → X , to

(1) xn = Sn(x0) dla n = 0, 1, ...

Para (X, S) jest przyk ladem najprostszego uk ladu dynamicznego z czasem dyskret-
nym.

Możemy też rozważyć sytuacje֒ ogólniejsza֒, w której po lożenia xn nie sa֒ ustalone.
Punkty xn sa֒ elementami losowymi i znane sa֒ tylko prawdopodobieństwa

(2) prob(xn ∈ A) = µn(A)

dla dostatecznie dużej klasy podzbiorów przestrzeni X . Miary µn nazywamy rozk la-
dami elementów xn. Przypuśćmy teraz, że dane jest odwzorowanie P z przestrzeni
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miar określonych na X w te֒ sama֒ przestrzeń miar takie, że µn+1 = Pµn. Wówczas

(3) µn = Pnµ0 dla n = 0, 1, ...

Operator P nazywamy operatorem przejścia dla procesu (xn). Jest to prototyp opera-
tora Markowa. Widać, że jest to uogólnienie uk ladu dynamicznego. Sytuacje֒ opisana֒
wzorem (1) możemy otrzymać z (3) przyjmuja֒c

(4) Pµ(A) = µ(S−1(A)).

Rozważania te by ly oczywíscie nieprecyzyjne, nieformalne. Nie podalísmy, w szczegól-
ności, jakie rozważamy przestrzenie miar i na jakich podzbiorach A ⊂ X miary te sa֒
określone. Precyzyjne teorie ida֒ w trzech kierunkach.

1◦ Przyjmuje sie֒, że dana jest przestrzeń z miara֒ (X,A, m), i rozpatruje sie֒ oper-
atory dzia laja֒ce na L1(X,A, m) ([2], [7]).

2◦ Rozpatruje sie֒ przestrzeń metryczna֒ (X, ρ) i operatory dzia laja֒ce na miarach
borelowskich, w tej przestrzeni ([7]).

3◦ Zak lada sie֒, że dana jest przestrzeń mierzalna (X,A), i rozpatruje sie֒ operatory
dzia laja֒ce na miarach określonych na A ([8]).

Oczywíscie podej́scie 3◦ jest najbardziej ogólne, be֒de֒ jednak mówi l o operatorach z
punktu 1◦. Maja֒ one bowiem liczne zastosowania i, co dla matematyka najważniejsze,
można dla nich sformu lować proste i jednocześnie zaskakuja֒ce twierdzenia. Ponadto w
przypadku operatorów Markowa dzia laja֒cych na L1 pojawiaja֒ sie֒ w naturalny sposób
obok iteracji {Pn}, n ∈ N, pó lgrupy {P t}, t ∈ [0,∞), z czasem cia֒g lym.

2. Operatory Markowa na przestrzeni L1

W rozdziale tym omówione sa֒ naste֒puja֒ce zagadnienia:

1) twierdzenie typu Markowa o ograniczoności od do lu,
2) twierdzenie o asymptotycznej okresowości,
3) alternatywa Foguela.

Niech (X,A, m) be֒dzie przestrzenia֒ z miara֒ σ-skończona֒ i niech L1 = L1(X,A, m).
Przez D oznaczymy podzbiór L1 zawieraja֒cy ge֒stości, tj.

(5) D = {f ∈ L1 : f ≥ 0, ‖f‖ = 1},

gdzie ‖ · ‖ oznacza norme֒ w L1.
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Operator P : L1 → L1 nazywamy operatorem Markowa, jeśli jest liniowy oraz

(6) P (D) ⊂ D.

Operator Markowa P : L1 → L1 be֒dziemy nazywali asymptotycznie stabilnym,
jeżeli istnieje funkcja f∗ ∈ D taka, że

(7) lim
n→∞

‖Pnf − f∗‖ = 0 dla f ∈ D.

Oczywíscie funkcja f∗ spe lniaja֒ca warunek (7) jest jedyna oraz Pf∗ = f∗.
Przyjmijmy oznaczenia

a+ = max { 0, a }, a− = max { 0, −a }.

Mamy naste֒puja֒ce twierdzenie o ograniczeniu od do lu.

Twierdzenie 1. Jeżeli P : L1 → L1 jest operatorem Markowa i istnieje funkcja

h ∈ L1 taka, że

(8) h ≥ 0 , ‖h‖ > 0

oraz

(9) lim
n→∞

‖(Pnf − h)−‖ = 0 dla f ∈ D,

to P jest asymptotycznie stabilny.

Dowody tego twierdzenia nie sa֒ trudne. Szczególnie prosty dowód, jeśli chodzi o
myśl przewodnia֒, poda l J. Yorke, [6]. Zauważy l on, że zbiór funkcji H ⊂ L1, które
sa֒ nieujemne i spe lniaja֒ warunek (9), ma element najwie֒kszy. Co wie֒cej, ów ele-
ment najwie֒kszy, jeśli tylko nie jest zerem, musi już spe lniać warunek asymptotycznej
stabilności (7). Warunek (8) gwarantuje, że zbiór H jest niepusty i w konsekwencji
najwie֒kszy element zbioru H nie jest zerem ([6], [7]).

Mimo swej prostoty twierdzenie 1 znalaz lo liczne zastosowania. Wymienie֒ trzy z
nich.

1) Uprości lo badanie ergodycznych w lasności odwzorowań lokalnie rozszerzaja֒cych,
(twierdzenia Rényi’ego i Krzyżewskiego–Szlenka).

2) Da lo ciekawe wyniki dotycza֒ce iterowania operatorów ca lkowych, w szczególności
operatorów Volterry z wyprzedzaja֒cym argumentem, [1].

3) Pozwoli lo na uzyskanie nowych wyników w zakresie asymptotyki równań ewo-
lucyjnych postaci

ut = Au − λu + λPu,
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gdzie P jest operatorem Markowa, zaś A jest generatorem cia֒g lej pó lgrupy operatorów
Markowa. Do tego typu równań prowadzi na przyk lad linearyzacja równań Boltz-
manna, równanie ciep la ze źród lami zewne֒trznymi i wiele innych [9], [11], [3].

Pozwole֒ sobie nieco szerzej omówić przypadek 2), ponieważ prowadzi do dosyć
zaskakuja֒cych rezultatów. Rozpatrzmy równanie

(10) f(x) =

∫ λx

0

K(x, y)f(y) dy,

gdzie ja֒dro K : R+×R+ → R jest dana֒ funkcja֒ cia֒g la֒, λ sta la֒ dodatnia֒, a f : R+ → R

poszukiwana֒ funkcja֒. Równanie to w przypadku λ = 1 bada sie֒ na pocza֒tku każdego
niemal podre֒cznika równań ca lkowych i dowodzi sie֒, że jedynym jego rozwia֒zaniem
jest f ≡ 0. To samo dotyczy oczywíscie przypadku 0 ≤ λ < 1. Natomaist dla λ > 1
równanie może mieć nietrywialne rozwia֒zanie. Co wie֒cej, przy λ > 1 dla pewnych
klas ja֒der K operator P : L1(R+) → L1(R+) dany wzorem

Pf(x) =

∫ λx

0

K(x, y)f(y) dy

jest operatorem Markowa asymptotycznie stabilnym. Dowód otrzymuje sie֒ przy
użyciu twierdzenia 1. Mianowicie dzie֒ki za lożeniu, że λ > 1 iteracje Pnf(x) dla
dużych n sa֒ w otoczeniu punktu x = 0 dodatnie, co po pewnych rachunkach prowadzi
do znalezienia funkcji h.

Warto dodać, że równania postaci (10) pojawi ly sie֒ przy próbach matematycznego
modelowania cyklu komórkowego.

Skoro pewne oszacowania od do lu cia֒gów (Pnf) decyduja֒ o ich asymptotyce, pow-
staje naturalne pytanie, co sie֒ dzieje w przypadku, gdy cia֒gi te sa֒ ograniczone od
góry. Zaczniemy od definicji.

Mówimy, że cia֒g (fn), fn ∈ L1, jest asymptotycznie okresowy, jeśli istnieje cia֒g

okresowy (f̃n), f̃n ∈ L1 taki, że

lim
n→∞

‖fn − f̃n‖ = 0.

Zachodzi naste֒puja֒ce
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Twierdzenie 2. Jeżeli P : L1 → L1 jest operatorem Markowa i istnieje funkcja

g ∈ L1, g ≥ 0 taka, że

(11) lim
n→∞

‖ (Pnf − g)+ ‖ = 0 dla f ∈ D,

to dla każdego f ∈ D cia֒g (Pnf) jest asymptotycznie okresowy o okresie nie wie֒kszym

niż ‖g‖.

W odróżnieniu od poprzedniego, dowód twierdzenia 2 nie jest prosty. Pierwsza֒
wersje֒ dla dość specjalnych klas operatorów podali F. Hoffbauer i G. Keller w 1982
roku. Znacznie ogólniejszy rezultat, z którego twierdzenie 2 natychmiast wynika,
poda l w pie֒ć lat później, tj. w 1987 roku J. Komornik ([4], [5]).

Warto prześledzić, na czym polega lo uogólnienie podane przez Komornika. Otóż
wiadomo, że dla g ∈ L1, g ≥ 0 zbiór funkcji

{f ∈ L1 : |f | ≤ g}

jest s labo zwarty w L1. Za lożenie (11) mówi wie֒c, że wyrazy cia֒gu (Pnf) dla f ∈ D
zbliżaja֒ sie֒ przy n → ∞ do pewnego zbioru s labo zwartego. Komornik pokaza l, że
za lożenie (11) można zasta֒pić przez warunek naste֒puja֒cy.

Istnieje liczba 0 ≤ λ < 1 oraz zbiór G ⊂ L1 s labo zwarty, takie że

(11’) lim sup
n→∞

d (Pnf, G) ≤ λ dla f ∈ D,

gdzie d(f, G) oznacza odleg lości funkcji f od zbioru G, tj.

d(f, G) = inf {‖f − f̃‖ : f̃ ∈ G }.

Bardzo pie֒kna֒ ilustracja֒ twierdzenia Komornika jest fakt, że nawet ma le pertur-
bacje uk ladów dynamicznych powoduja֒, że generowane przez te uk lady cia֒gi ge֒stości
sa֒ asymptotycznie okresowe. Rozpatrzmy mianowicie w przestrzeni R

d sperturbowany
uk lad dynamiczny postaci

xn+1 = S(xn) + ξn n = 0, 1, . . .

Zak ladamy, że S : R
d → R

d jest odwzorowaniem borelowskim a (ξn) cia֒giem
niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozk ladzie, które maja֒ ge֒stość q.
Niech fn oznacza ge֒stość zmiennej losowej xn (dla n ≥ 1). Zak ladamy również, że
cia֒g (ξn) jest niezależny od x0. Wówczas, jak można sprawdzić,

fn+1 = Pfn dla n = 1, 2, . . . ,
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gdzie P jest operatorem Markowa danym wzorem

Pf(x) =

∫

Rd

f(y)q(x− S(y)) dy.

Bardzo  latwo podać warunki, przy których spe lnione jest za lożenie (11) lub (11’).
Najprostsze, ale w miare֒ sensowne sa֒ takie, że funkcja q jest ograniczona, o nośniku
zwartym i zbiór S(Rd) jest ograniczony. Wówczas jako funkcje֒ g z warunku (11)
wystarczy przyja֒ć

g(x) =

{

sup q dla x ∈ K,

0 dla x /∈ K,

gdzie K ⊂ R
d jest dostatecznie duża֒ kula֒ (zawieraja֒ca֒ nośniki fn).

Przejdziemy teraz do ostatniego zagadnienia dotycza֒cego asymptotyki operatorów
Markowa dzia laja֒cych na L1, to jest do alternatywy Foguela. Zosta la ona sformu-
 lowana w dosyć specjalnej sytuacji przez S.R. Foguela w 1966 roku. Najogólniej
rzecz biora֒c mówi ona, że przy pewnych za lożeniach operator Markowa musi być albo
asymptotycznie stabilny albo wymiataja֒cy.

Tym razem dla urozmaicenia wyk ladu zajmiemy sie֒ pó lgrupami operatorów Markowa
z czasem cia֒g lym.

3. Operatory na L1, asymptotyczna stabilność

Rodzine֒ P t, t ≥ 0, operatorów Markowa nazywa sie֒ pó lgrupa֒, jeżeli spe lnia warunki

(12) P 0f = f dla f ∈ L1,

(13) P t1+t2f = P t2(P t1) dla f ∈ L1; t1, t2 ≥ 0.

Jednym z ważnych problemów dotycza֒cych pó lgrupy (P t)t≥0 operatorów Markowa
jest zachowanie sie֒ ge֒stości P tf przy t → ∞ dla f ∈ D. W zwia֒zku z tym przyjmu-
jemy naste֒puja֒ca֒ definicje֒, analogiczna֒ do definicji wprowadzonej w rozdziale 2.

Pó lgrupe֒ operatorów (P t)t≥0 nazywamy asymptotycznie stabilna֒, jeżeli istnieje
funkcja f∗ ∈ D taka, że

(14) P tf∗ = f∗ dla t ≥ 0
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oraz

(15) lim
t→∞

‖P tf − f∗‖ = 0 dla f ∈ D.

Funkcja f spe lniaja֒ca warunek P tf = f dla t ≥ 0 nosi nazwe֒ niezmienniczej lub
stacjonarnej. Z warunków (14), (15) wynika, że asymptotycznie stabilna pó lgrupa
posiada dok ladnie jedna֒ ge֒stość stacjonarna֒. Jest rzecza֒ zaskakuja֒ca֒ i specyficzna֒ dla
pó lgrup operatorów Markowa, że stwierdzenie to daje sie֒ w pewnym sensie odwrócić.
Mianowicie, jak zobaczymy później, istnienie jedynej ge֒stości niezmienniczej imp-
likuje, przy pewnych dodatkowych za lożeniach, asymptotyczna֒ stabilność pó lgrupy.

Warunki wystarczaja֒ce dla asymptotycznej stabilności sa֒ szczególnie proste w
przypadku, gdy operatory P t sa֒ określone przy pomocy ca lek. Wprowadzimy wie֒c
naste֒puja֒ca֒ definicje֒.

Operator Markowa P nazywamy ca lkowym, jeśli dany jest wzorem

(16) Pf(x) =

∫

X

K(x, y)f(y)m(dy) dla f ∈ D, x ∈ X,

gdzie K jest dana֒ funkcja֒ mierzalna֒ w przestrzeni X × X i dodatnia֒. Funkcje֒ K
nazywamy ja֒drem operatora P .

Definicja ta jest nieco inna, bardziej restryktywna od oryginalnej, przyje֒tej w pracy
R. Rudnickiego i K. Pichór, [10]. Pozwala za to na bardzo proste sformu lowanie ich
g lównych wyników, zawartych w twierdzeniach 3 i 4.

Twierdzenie 3. Niech (P t)t≥0 be֒dzie pó lgrupa֒ operatorem Markowa, taka֒ że dla

pewnego t0 > 0 operator P t0 jest ca lkowy. Wówczas istnienie ge֒stości stacjonarnej

dla pó lgrupy (P t)t≥0 implikuje jej asymptotyczna֒ stabilność.

Podamy teraz przyk lad zastosowania twierdzenia 3 w teorii równań różniczkowych.
Wyste֒puja֒ce w mim równanie stochastyczne, dane wzorami (17), (18), potrzebne
nam jest tylko dla biologicznej interpretacji rozpatrywanego procesu. Interesuje nas
g lównie ewolucja ge֒stości określona równaniem (19).

Przyk lad 1. Najprostszym, w miare֒ realistycznym modelem wzrostu populacji jest
tak zwane równanie logistyczne postaci

(17)
dx

dt
= x(c1 − x).
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W równaniu tym x(t) oznacza wielkość populacji w chwili t. Interesuja֒ wie֒c nas tylko
rozwia֒zania leża֒ce w pó lp laszczyźnie x > 0. Przyjrzyjmy sie֒ przebiegowi rozwia֒zań
w przypadku, gdy c1 jest sta la֒ dodatnia֒. Wówczas wszystkie rozwia֒zania zmierzaja֒
do c1, przy t → ∞. Oznacza to, że wielkość populacji ustala sie֒ i nic tego ustalonego
poziomu nie zmienia. Można na to spojrzeć jeszcze inaczej. Z równania (17) wynika,
że wzgle֒dny przyrost populacji na jednostke֒ czasu (dx/dt)/x równy jest c1 − x i
przy ustalonej wartości x jest zawsze taki sam. Żadne zewne֒trzne czynniki takie, jak
chwilowy niedobór pokarmu lub pojawienie sie֒ naturalnych wrogów, tego przyrostu
nie zmieniaja֒. Jest to sytuacja bardzo wyidealizowana i pojawia sie֒ pytanie, jak
zachowuje sie֒ wielkość populacji, gdy wspó lczynnik c1 jest zaburzony przez proces
losowy. Przyjmijmy na przyk lad, że

(18) c1 = c + σξ,

gdzie c i σ sa֒ sta lymi dodatnimi, a ξ jest procesem bia lego szumu. Wówczas oczywíscie
rozwia֒zaniami równania (17) sa֒ procesy losowe.

Procesom tym odpowiada równanie Fokkera-Plancka postaci

(19)
∂u

∂t
=

σ2

2

∂2(x2u)

∂x2
−

∂

∂x
(x(c − x)u) dla t > 0, x > 0.

Rozpatrujemy je z warunkiem pocza֒tkowym

(20) u(0, x) = f(x) dla x > 0,

gdzie f jest zadana֒ funkcja֒. Równania (17) i (19) zwia֒zane sa֒ w sposób naste֒puja֒cy.
Jeżeli x jest rozwia֒zaniem (17) takim, że x(0) ma ge֒stość rozk ladu f , a u jest
rozwia֒zaniem problemu pocza֒tkowego (19), (20), to dla każdego t ≥ 0 funkcja x →
u(t, x) jest ge֒stościa֒ rozk ladu x(t).

K lada֒c

(21) P tf(x) = u(t, x),

gdzie u jest rozwia֒zaniem (19), (20), określamy pó lgrupe֒ operatorów Markowa na
przestrzeni L1

(

(0,∞)
)

. Wiadomo z teorii równań różniczkowych o pochodnych cza֒st-
kowych, że wartości rozwia֒zań u(t, x) przy każdym t > 0 dane sa֒ ca lka֒, w której
ja֒drem jest nieujemna funkcja zwana funkcja֒ Greena. Pó lgrupa (21) jest wie֒c ca lkowa.
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 Latwo sprawdzić przez różniczkowanie, że dla dowolnej sta lej k funkcja f∗ dana
wzorem

(22) f∗(x) = u(x) = kxγe−x/σ2

dla x > 0,

gdzie γ = 2c/σ2−2, jest rozwia֒zaniem stacjonarnym równania (19). W konsekwencji
P tf∗ = f∗ dla t ≥ 0. Dla γ > −1, to jest w przypadku

(23) c >
1

2
σ2,

funkcja f∗ jest ca lkowalna na pó lprostej (0,∞) i sta la֒ k można dobrać tak, aby f∗ by la
ge֒stościa֒. Z twierdzenia 3 wynika, że pó lgrupa (P t)t≥0 generowana przez równanie
(19) (dana wzorem (21)) jest wówczas asymptotycznie stabilna.

Zgodnie z nasza֒ interpretacja֒ biologiczna֒ oznacza to, że po up lywie dostatecznie
d lugiego czasu wielkość populacji jest zmienna֒ losowa֒ o ge֒stości rozk ladu danej wzorem
(22). Pozostaje naturalne pytanie, co dzieje sie֒ z populacja֒, gdy nierówność (23) nie
jest spe lniona. Odpowiemy na nie po zapoznaniu sie֒ z dalsza֒ cze֒ścia֒ teorii.

Powróćmy do naszej ogólnej sytuacji, w której dana jest przestrzeń z miara֒ (X,A, m).
Niech (P t)t≥0 be֒dzie pó lgrupa֒ operatorów Markowa. Mówimy, że pó lgrupa (P t)t≥0

jest cia֒g la, jeżeli

lim
t→0

‖P tf − f‖ = 0 dla f ∈ L1.

Cia֒g lość jest bardzo naturalna֒ w lasnościa֒. W szczególności pó lgrupy generowane
przez równania różniczkowe sa֒ z regu ly cia֒g le. Jest jednak rzecza֒ godna֒ podkreślenia,
że w twierdzeniu 3 nie zak lada sie֒ cia֒g lości pó lgrupy.

4. Operatory na L1, wymiatanie

Rozpatrzmy teraz pewna֒ w lasność pó lgrup operatorów Markowa, która w pewnym
stopniu jest przeciwieństwem asymptotycznej stabilności.

Niech A be֒dzie ustalonym zbiorem mierzalnym. Mówimy, że pó lgrupa (P t)t≥0 jest
wymiataja֒ca z A, jeżeli

(24) lim
t→∞

∫

A

P tf(x)m(dx) = 0 dla f ∈ D.
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W interpretacji probabilistycznej warunek (24) oznacza, że bez wzgle֒du na rozk lad
pocza֒tkowy (dany przez ge֒stość f) prawdopodobieństwo znalezienia sie֒ w chwili t w
zbiorze A zmierza do zera przy t → ∞.

Jak widzielísmy asymptotyczna stabilność jest istotnie zwia֒zana z istnieniem ge֒stości
stacjonarnej. Nieco podobny warunek dla funkcji nieca lkowalnych jest zwia֒zany z
wymiataniem.

Mówimy, że funkcja mierzalna f jest podniezmiennicza, jeżeli

(25) 0 < f(x) < ∞ oraz P tf(x) ≤ f(x) dla x ∈ X, t ≥ 0.

Warto podkreślić, że wyste֒puja֒ca w tym warunku funkcja f nie musi należeć
do przestrzeni L1, na której z definicji operatory Markowa sa֒ określone. Jednakże
korzystaja֒c z monotoniczności operatora Markowa  latwo rozszerzyć jego obszar określo-
ności o funkcje mierzalne nieujemne (przez aproksymacje od do lu funkcjami ca lkowal-
nymi podobnie, jak to sie֒ robi w definicji ca lki).

Jeżeli funkcja f jest podniezmiennicza i ca lkowalna, to jest również niezmiennicza.
Wynika to z faktu, że operatory Markowa zachowuja֒ wartości ca lki. Naste֒puja֒ce
twierdzenie wia֒że istnienie nieca lkowalnej funkcji podniezmienniczej z wymiataniem.

Twierdzenie 4. Niech (P t)t≥0 be֒dzie pó lgrupa֒ operatorów Markowa, taka֒ że dla

każdego t > 0 operator P t jest ca lkowy. Zak ladamy, że pó lgrupa ta ma funkcje֒

podniezmiennicza֒ f∗ i nie ma ge֒stości niezmienniczej. Wówczas pó lgrupa (P t)t≥0

jest wymiataja֒ca z każdego zbioru mierzalnego A, który spe lnia warunek

∫

A

f∗(x)m(dx) < ∞.

Nie jest to możliwie najogólniejszy warunek wystarczaja֒cy dla wymiatania, ale dla
naszych celów bardzo przydatny.

Przyk lad 2. Kontynuujemy rozważania z przyk ladu 1 i zajmujemy sie֒ pó lgrupa֒
(P t)t≥0 generowana֒ przez równanie cza֒stkowe (19). Jak zauważylísmy funkcja f∗
dana wzorem (22) spe lnia równanie P tf∗ = f∗ dla t ≥ 0. W szczególności jest to
wie֒c funkcja podniezmiennicza (dla k > 0). W przypadku γ < −1 funkcja f∗ nie jest
ca lkowalna i jak  latwo sprawdzić, równanie (19) nie ma ge֒stości niezmienniczej.
Z drugiej strony z postaci funkcji f∗ natychmiast wynika, że

∫ ∞

r

f∗(x)dx < ∞ dla r > 0.

Zgodnie z twierdzeniem 4 pó lgrupa (P t)t≥0 jest wie֒c wymiataja֒ca z przedzia lów
(r,∞) dla r > 0. Innymi s lowy
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lim
t→∞

∫ ∞

r

P tf(x)dx = 0 dla r > 0.

Wracaja֒c do naszej biologicznej interpretacji oznacza to, że w przypadku γ ≤ −1,
gdy nie jest spe lniona nierówność (23), populacja wymiera. Zbyt duże wahania
wspó lczynnika c1 prowadza֒ wie֒c do śmierci populacji.

Jak już o tym mówilísmy twierdzenia 3 i 4 nie sa֒ sformu lowane w postaci możliwie
ogólnej. Nie wyczerpuja֒ też wszystkich możliwości badania asymptotycznej stabilności
i wymiatania. Daja֒ jednak pewien obraz tego, co by lo przedmiotem naszych badań.
Natomiast równanie (19) jest bardzo proste i omawiane tylko dlatego, że można by lo
przy jego pomocy  latwo pokazać skuteczność dzia lania ogólnych kryteriów. Znacznie
ogólniejsze równania i uk lady równań różniczkowych i różniczkowo operatorowych
badane by ly przez K. Pichór i R. Rudnickiego oraz M. Tyran-Kamińska֒ w [11] i [12].
Równania tego typu wyste֒puja֒ przy opisie zjawisk z zakresu biomatematyki, fizyki
a nawet astrofizyki.

Podzie֒kowanie. Autor chcia lby z lożyć serdeczne podzie֒kowanie Dr Krystynie Skórnik
za pomoc w zredagowaniu tego wyk ladu.
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