A-1. Podaj aksjomaty przestrzeni topologicznej wedtug W. Sierpinskiego: ak-
sjomaty T; przestrzeni. Czym ta aksjomatyka rozni sie od aksjomatyki zbioréw
otwartych?

A-2. Wyprowadz z aksjomatéw topologii to, ze zbiér domkniety zawiera swoje
punkty skupienia.

A-3. Ile réznych zbioréw otwartych moze zawieraé¢ przestrzen spetniajaca II
aksjomat przeliczalnosci?

A-4. Czy przestrzen z baza przeliczalng moze by¢ przedstawiona jako suma
dwoch roztacznych zbioréw, z ktoérych jeden jest doskonaty a drugi przeliczany,
na dwa rézne sposoby?

A-5. Jak liczna moze by¢ rodzina funkcji ciagtych okreslonych na przestrzeni
osrodkowej oraz o wartosciach w przestrzeni Hausdorffa?

A-6. Jak duza musi by¢ niejednopunktowa podprzestrzen spdjna zawarta w
przestrzeni normalne;j?

A-7. Czy spdjna przestrzen metryczna taka, ze kazdy jej punkt na otoczenie
osrodkowe moze nie byé¢ osrodkowa?

A-8. Czy zwarty podzbiér przestrzeni metrycznej musi by¢ osrodkowy, ogra-
niczony oraz domkniety?

A-9. Jak skonstruowaé podzbior liczb rzeczywistych nie zawierajacy podzbioru
doskonalego tak, aby przecinat on dowolny podzbiér doskonaty (zbiér Bersteina)?

A-10. Kiedy produkt przestrzeni z wtasnoscig Borela-Lebesgue’a zachowuje
te whasnosc?

A-11. Czy przestrzen dwie strzatki moze zawiera¢ podprzestrzen, ktéra nie
jest osrodkowa lub nie jest normalna lub ma wage rézng od swojej mocy?

A-12. Z jaka kostka Cantora jest réwnoliczna przestrzen SN7

A-13. Jak zalezg od siebie wtasnosci Borela oraz ”compact-in-itself” w prze-
strzeniach metrycznych?

A-14. Czy w przestrzeni normalnej zbior doskonaty oraz 1-zwarty moze nie
zawiera¢ podzbioru rownolicznego ze zbiorem Cantora?



B-1. Podaj aksjomaty zbiorow otwartych i wyprowdz z nich aksjomaty zbiorow
domknietych.

B-2. Jak liczna jest rodzina niehomeomorficznych podprzestrzeni liczb rze-
czywistych (czy aksjomat wyboru pozwala na sformulowanie wyczerpujacej od-
powiedzi)?

B-3. Czy w przestrzeni z baza przeliczalng zbiér nieprzeliczalny musi zawieraé
podzbiér w sobie gesty?

B-4. Dlaczego w przestrzeni z baza przeliczalng zbiér 1-zwarty jest ”bi-compact”?

B-5. Jak liczna moze by¢ rodzina funkcji ciggtych okreslonych na przestrzeni
osrodkowej oraz o wartosciach w o$rodkowej przestrzeni Hausdorffa?

B-6. Jak duzy musi by¢ doskonaly oraz 1-zwarty podzbiér zawarty w prze-
strzeni normalnej?

B-7. Dlaczego domkniecie 1-zwartego podzbioru przestrzeni metrycznej jest
zbiorem ”bi-compact”?

B-8. Czy w przestrzeni metrycznej zbiér punktow skupienia zbioru zwartego
musi by¢ zbiorem zwartym oraz o$rodkowym?

B-9. Czy przestrzen normalna moze zawiera¢ zbior doskonaty, ktéry nie za-
wiera dwoch roztgcznych podzbioréw doskonatych?

B-10. Czy ptaszczyzna Tichonowa jest przestrzenia normalna?

B-11. Czy podzbiér domkniety zawarty w zbiorze Cantora jest jego obrazem
ciagtym?
B-12. Ktére punkty ptaszczyzny nie majg osrodkowych sasiedztw, gdy na

plaszczyznie rozwazamy metryke rzeka.

B-13. Dlaczego przestrzen normalng wagi m mozna zanurzy¢ w kostke Ticho-
nowa tej samej wagi?

B-14. Czy strzaltka jest przestrzenig z pierwszym aksjomatem przeliczalnosci,
osrodkowa, normalng taka, ze kazda jej podprzestrzen ma wage rowna swojej
mocy?



C-1. Podaj aksjomaty zbioréw domknietych i wyprowdZ z nich aksjomaty
zbiorow otwartych.

C-2. Jak liczna moze by¢ przestrzen (T) spetniajaca II aksjomat przeliczal-
nosci?

C-3. Czy przestrzen z baza przeliczalng moze zawiera¢ nieprzeliczalng pod-
przestrzen rozproszona?

C-4. Czy w przestrzeni spetniajacej pierwszy aksjomat przeliczalnosci zbiér
w- zwarty jest ”bi-compact”?

C-5. Jaka jest zaleznos¢ pomiedzy gesto$cia a mocg przestrzeni Hausdorffa?
C-6. Uzasadnij lemat Urysohna.

C-7. Jak duzy musi by¢ 1-zwarty podzbior doskonaty zawarty w przestrzeni
normalnej?

C-8. Czy przestrzen metryczna z baze przeliczalng lub taka, ze dowolna ro-
dzina jej podzbioréw otwartych roztacznych jest przeliczalna musi by¢ osrodkowa?

C-9. Czy liczby rzeczywiste to przestrzen zwarta lub przestrzen zawierajaca
dowolng przestrzen metryczna osrodkowa z baza ztozong ze zbioréw domknietych
i otwartych jednoczesnie?

C-10. Dlaczego przestrzen Hilberta [y jest przestrzenia metryczng?

C-11. Czy przestrzen metryczna, przeliczalna i w sobie gesta jest homeomor-
ficzna z liczbami wymiernymi?

C-12. Czy plaszczyzna Niemytzkiego jest przestrzenia, ktora nie jest normalna
lub jest zwarta?

C-13. Czy w przestrzeni regularnej zbiér doskonaly zawsze zawiera podzbiory
doskonate roztaczne?

C-14. Czy kwadrat leksykograficzny jest przestrzenia ”bi-compact”, spetnia-
jaca I aksjomat przeliczalnosci oraz zawierajaca 2“ podzbiorow otwartych roz-
tacznych?



D-1. Podaj aksjomaty zbiorow domknietych i wyprowdz z nich aksjomaty
wnetrza zbioru.

D-2. Kiedy baza przestrzeni topologicznej zawiera baze mocy wagi tej prze-

strzeni (czy aksjomat wyboru pozwala na sformutowanie wyczerpujacej odpowie-
dzi)?

D-3. Uzasadnij twierdzenie Cantora o zstepujacym ciggu w-zwartych zbioréw
domknietych.

D-4. Czy w przestrzeni Hausdorffa ciag zbiezny moze mie¢ wielopunktowsa
granice? Podaj przyktad przestrzeni, w ktorej sa ciagi z wielopunktowymi grani-
cami.

D-5. Dlaczego nieskoniczona przestrzen Hausdorffa zawiera nieskonczenie wiele
roztacznych podzbiorow otwartych?

D-6. Dlaczego w normalnej przestrzeni z baza przeliczalna kazdy nieprzeli-
czalny oraz 1-zwarty podzbidr jest rownoliczny ze zbiorem Cantora?

D-7. Jakiej mocy moga by¢ zbiory z wlasnoscia Borela-Lebesgue’a zawarte w
przestrzeni normalnej z baza przeliczalng?

D-8. Czy dowolne dwa punkty w metrycznej przestrzenie spdjnej mozna po-
taczy¢ e-tancuchem?

D-9. Jak zaleza od siebie wagi dziedziny oraz obrazu funkcji ciggtej, gdy obraz
jest przestrzenig Hausdorffa z wtasnoscig Borela-Lebesgue’a?

D-10. Dlaczego w SN nie ma ciagéw zbieznych réznych od ciagéw statych?

D-11. Jakie przestrzenie topologiczne mozna zanurzy¢ w kostke Aleksandrowa
wagi m”?

D-12. Czy przestrzen przeliczalnych liczb porzadkowych z topologia porzad-
kowg jest 1-zwarta oraz nie jest ”bi-compact”?

D-13. Czy produkt w* (produkt przeliczalnej ilosci przestrzeni nieskonczo-
nych, przeliczalnych i dyskretnych) jest homeomorficzny z liczbami niewymier-
nymi?

D-14. Czy istnieje funkcja rzeczywista ciggta okreslona na dtugim promieniu,
ktoéra nie ma przedtuzenia ciagtego do funkcji okreslonej na dtugim odcinku?



E-1. Podaj aksjomaty zbioréw otwartych i wyprowdz z nich aksjomaty operacji
wnetrza zbioru.

E-2. Czy domknigcie zbioru w sobie gestego jest zbiorem w sobie gestym oraz
czy podzbior zawierajacy wszystkie punkty skupienia zbioru domknietego jest
domkniety?

E-3. Jaka jest zalezno$¢ pomiedzy gestosciag, charakterem oraz moca prze-
strzeni Hausdorffa?

E-4. Czy przestrzen z bazg przeliczalng moze zawiera¢ podprzestrzen nieosrod-
kowsg lub nieprzeliczalna podprzestrzen rozproszong?

E-5. Dlaczego zbior ”compact-in-itself” zawarty w To-przestrzeni spetniajace;j
pierwszy aksjomat przeliczalnosci jest domkniety?

E-6. Dlaczego w przestrzeni normalnej dowolny zbiér doskonaty mozna przed-
stawi¢ jako sume dwoch roztgcznych podzbioréow doskonatych?

E-7. Jak wiele réznych metryk mozna okresli¢ na ustalonym zbiorze nieskon-
czonym?

E-8. Czy w przestrzeni metrycznej przekrdj scentrowanej rodziny podzbioréw
domknietych moze by¢ pusty, gdy do tej rodziny nalezy zbiér zwarty?

E-9. Czy wzbogacajac (tzn. dodajac zbiory otwarte) topologie przestrzeni
Hausdorffa z wtasnoscia Borela-Lebesgue’a zachowamy te wlasnosé?

E-10. Czy koto warszawskie jest homeomorficzne z krzywa Mengera lub czy
zawiera podprzestrzen homeomorficzng z krzywa Mengera?

E-11. Czy BN oraz kostka Cantora 2% maja tyle samo punktéw?

E-12. Kiedy ciagtle i roznowartosciowe przeksztatcenie przestrzeni Hausdorffa
musi by¢ zanurzeniem?

E-13. Czy odcinek jest przestrzenia zwarta, ktérej podzbiory doskonate i w
sobie geste sg kopiami zbioru Cantora?

E-14. Czy nieprzeliczalna podprzestrzen strzatki moze nie mie¢ bazy przeli-
czalnej lub by¢ nieosrodkowa lub nie by¢ normalna?



F-1. Podaj aksjomaty wnetrza zbioru i wyprowdz z nich aksjomaty zbioréw
otwartych.

F-2. Czy suma wszystkich podzbioréw w sobie gestych jest zbiorem w sobie
gestym oraz czy ciagly obraz zbioru spéjnego musi by¢ spojny?

F-3. Czy roznowarto$ciowy obraz ciagly zbioru w sobie gestego moze miec
punkt izolowany?

F-4. Czy przestrzen z bazg przeliczalna moze by¢ przedstawiona jako suma
dwobch roztacznych zbiorow domknietych, z ktorych jeden jest w sobie gesty a
drugi rozproszony, na dwa rézne sposoby?

F-5. Jak liczna moze by¢ rodzina funkcji ciaglych o wartosciach w przestrzeni
Hausdorffa?

F-6. Jak liczna jest rodzina zbiorow otwartych w przestrzeni Hausdorffa z bazg
przeliczalng?

F-7. Dlaczego strzatka jest przestrzenia normalna, zas jej kwadrat strzatki nie
jest przestrzenia normalna?

F-8. Czy w przestrzeni metrycznej podzbiér zwarty moze zawiera¢ podzbioér
nieskonczony ztozony z punktéw o wzajemnej odlegtosci wiekszej od ustalonej
liczby dodatniej?

F-9. Jak liczny moze by¢ podzbiér domkniety, ktory jest ”bi-compact” oraz
jest zawarty w przestrzeni normalnej z bazg przeliczalng?

F-10. Czy dtugi promien mozna zanurzy¢ w plaszczyzne Tichonowa lub czy
plaszczyzne Tichonowa mozna zanurzy¢ w diugi promien?

F-11. Jakie podzbiory zbioru Cantora sg jego obrazami ciagtymi?
F-12. Z jaka kostka Tichonowa jest réwnoliczna przestrzen SN?

F-13. Kiedy produkt przeliczalnej ilosci przestrzeni dyskretnych jest home-
omorficzny z liczbami niewymiernymi?

F-14. Jaki podzbiér przestrzeni Hilberta [, nie zawiera wielopunktowych pod-
zbioréw spojnych oraz jako podprzestrzen nie ma bazy ztozonej ze zbiorow do-
mknietych oraz otwartych jednoczesnie?



G-1. Podaj aksjomaty wnetrza zbioru i wyprowdz z nich aksjomaty zbiorow
domknietych.

G-2. Kiedy przestrzen topologiczna jest suma dwéch roztacznych podprze-
strzeni, z ktorych jedna jest rozproszona; zas druga w sobie gesta?

G-3. Czy w przestrzeni z bazg przeliczalng zbiér punktow, ktore nie sg punk-
tami kondensacji moze by¢ nieprzeliczalny?

G-4. Czy przestrzen z pierwszym aksjomatem przeliczalnosci taka, ze dowolny
ciag zbiezny ma zawsze granice jednopnktowa musi by¢ przestrzeniag Ts?

G-5. Jak liczna moze by¢ rodzina funkcji ciggltych pomiedzy przestrzeniami z
baza przeliczalng?

G-6. Czy l-zwarta przestrzen Hausdorffa jest normalna?

G-7. Jak liczny mui by¢ zbiér doskonaty zawarty w przestrzeni normalnej z
bazg przeliczalng?

G-8. Czy przestrzen regularna z bazg przeliczalng jest normalna?

G-9. Jak liczny musi by¢ podzbiér doskonaty, ktory jest ”bi-compact” oraz
jest zawarty w przestrzeni normalnej z bazg przeliczalng?

G-10. Dlaczego w SN nie ma ciagéw zbieznych réznych od ciagéw statych?

G-11. Dlaczego dwie strzatki mozna zanurzy¢ w kwadrat leksykograficzny; zas
kwadratu leksykograficznego nie mozna zanurzy¢ w dwie strzatki?

G-12. Czy przeliczalng przestrzen metryczng zwarta mozna zanurzyé w prze-
strzen przeliczalnych liczb porzadkowych?

G-13. Czy przestrzen metryczna oraz osrodkowa jest ciggltym obrazem pod-
zbioru liczb niewymiernych?

G-14. Czy podwojony okrag Aleksandrowa mozna zanurzy¢ w dywan Sierpin-
skiego lub czy dywan Sierpinskiego mozna zanurzy¢ w podwojony okrag Alek-
sandrowa?



H-1. Podaj przyktady podprzestrzeni liczb rzeczywistych tak, aby operacje
wnetrza oraz dopetnienia stosowane do tych przyktadéw produkowaty doktadnie
2, 6, 10 badz 14 r6znych zbiorow.

H-2. Czy przekrdj podzbioréow spdjnych jest zbiorem spéjnym lub czy suma
podzbioréw w sobie gestych jest zbiorem w sobie gestym?

H-3. Czy suma rodziny podzbioréw spojnych takiej, ze dowolne dwa elementy
tej rodziny przecinaja sie, jest spéjna?

H-4. Czy przestrzen z baza przeliczalng moze zawieraé¢ nieprzeliczalng rodzine
podzbioréw domknietych, ktora jest dobrze uporzadkowana przez relacje inkluzji?

H-5. Dlaczego, w przestrzeni Hausdorffa spetniajacej pierwszy aksjomat przeli-
czalnosci, obraz ciggty zbioru domknietego i 1-zwartego jest domkniety i 1-zwarty?

H-6. Czy roznowartosciowa funkcja ciagta pomiedzy przestrzeniami 1-zwartymi
spetniajacymi pierwszy aksjomat przeliczalnosci musi by¢ homeomorfizmem?

H-7. Jak liczne musza by¢ otoczenia punktu skupienia doskonatego podzbioru
l-zwartego zawartego w przestrzeni normalne;j?

H-8. Czy przestrzen metryczna moze by¢ zanurzona w przestrzen metryczng
spOjng takiej samej wagi?

H-9. Jakie podzbiory zbiéru Bersteina mozna zanurzy¢ w kwadrat strzatki?

H-10. Dlaczego kwadrat leksykograficzny jest przestrzenia spelniajacg I ak-
sjomat przeliczalnosci zawierajaca 2¢ podzbioréw otwartych roztacznych?

H-11. Czy dowolny domkniety podzbiér zbioru Cantora jest jego obrazem
ciggtym?

H-12. Jak zalezg od siebie wlasnosci Borela-Lebesgue’a oraz ” compact-in-itself”
w przestrzeniach metrycznych?

H-13. Czy torus jest homeomorficzny z krzywa trojkatowa Sierpinskiego?

H-14. Czy ciagty obraz dlugiego odcinka w dywan Sierpinskiego moze nie by¢
zwarty?



I-1. Podaj przyktady podprzestrzeni liczb rzeczywistych tak, aby operacje
wnetrza oraz dopetnienia stosowane do tych przyktadéw produkowaty doktadnie
4, 8, badz 12 réznych zbiorow.

I-2. Dlaczego w przestrzeni z bazg przeliczalng dowolny podzbidér jest suma
zbioru w sobie gestego oraz zbioru przeliczalnego?

[-3. Czy istnieje przestrzen niespdjna taka, ze jej dowolne dwa punkty sa
zawsze zawarte w podprzestrzeni spojnej?

[-4. Czy przestrzen z baza przeliczalng moze zawieraé¢ nieprzeliczalng rodzine
podzbioréw otwartych, ktora jest dobrze uporzadkowana przez relacje inkluzji?

[-5. Czy w przestrzeni Hausdorfta spetniajacej pierwszy aksjomat przeliczal-
nosci, ciggty obraz zbioru domknietego i w-zwartego jest domkniety i w-zwarty?

I-6. Jak liczna musi by¢ rodzina zbiorow otwartych w nieskonczonej przestrzeni
Hausdorffa?

[-7. Czy przestrzen metryczna jest normalna lub czy przestrzen normalna jest
metryczna?

[-8. Czy zwarta przestrzen metryczna jest obrazem ciggtym zbioru Cantora?

[-9. Czy liczby rzeczywiste mozna zanurzy¢ w liczby niewymierne oraz czy
liczby niewymierne mozna zanurzy¢ w zbior Cantora?

[-10. Czy kwadrat strzatki mozna zanurzy¢ w kwadrat leksykograficzny lub
czy kwadrat leksykograficzny mozna zanurzy¢ w kwadrat strzatki?

[-11. Czy przestrzen Hilberta Iy jest przestrzenig metryczng i o$rodkowa, z
kulami otwartymi o niezwartych domknieciach?

[-12. Czy przestrzen przeliczalnych liczb porzadkowych mozna odwzorowaé w
sposob ciggly na liczby wymierne?

[-13. Czy dtugi odcinek mozna zanurzy¢ w kontinuum Knastera lub czy kon-
tinuum Knastera mozna odwzorowa¢ w sposéb ciggly na dtugi odcinek?

[-14. Dlaczego przestrzen "finite compact” (z wlasnoscia Borela-Lebesgue’a
jest ”bi-compact”?



J-1. Dlaczego stosujac operacje wnetrza i dopetienia do ustalonego podzbioru
przestrzeni topologicznej dostaniemy 2,4,6,8,10,12 lub 14 réznych zbioréw?

J-2. Dlaczego w przestrzeni z baza przeliczalng dowolny ciag monotoniczny
zbioréw otwartych indeksowany liczbami porzadkowymi jest co najwyzej przeli-
czalny?

J-3. Czy domkniecie zbioru spojnego jest zbiorem spoéjnym oraz czy domknie-
cie zbioru w sobie gestego jest zbiorem w sobie gestym?

J-4. Dlaczego w przestrzeni z bazg przeliczalng zbior 1-zwarty jest ”bi-compact”?

J-5. Czy zbiér ”compact-in-itself” zawarty w przestrzeni Hausdorffa jest do-
mkniety?

J-6. Dlaczego nieskonczona przestrzen Hausdorffa musi zawiera¢ nieskonczona
rodzing podzbiorow otwartych roztacznych?

J-7. Niech P oraz () beda podzbiorami przestrzeni metrycznej takimi, ze P
nie przecina domkniecia zbioru @) oraz () nie przecina domkniecia zbioru P. Uza-
sadnij, ze istnieja zbiory otwarte roztaczne, z ktérych jeden zawiera P; zas drugi
zawiera ().

J-8. Czy doskonaly, ograniczony, w sobie gesty oraz nigdziegesty podzbior
liczb rzeczywistych jest homeomorficzny ze zbiorem Cantora?

J-9. Czy plaszczyzne Tichonowa mozna zanurzy¢ w przestrzen normalna, cho¢
sama nie jest przestrzenig normalng?

J-10. Dlaczego w SN nie ma ciagéw zbieznych réznych od ciagéw statych?

J-11. Czy przestrzen metryczng osrodkowa mocy < 2“ mozna zanurzyé w
liczby niewymierne?

J-12. Dlaczego przestrzen ”bi-compact” ma wtasnos¢ Borela-Lebesgue’a?

J-13. Czy podwojony okrag Aleksandrowa zawiera podzbiér homeomorficzny
z nieprzeliczalnym podzbiorem strzatki?

J-14. Czy kontinuum Knastera zawiera podzbiér doskonaty homeomorficzny
z podzbiorem dywanu Sierpinskiego?
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