CALKA OZNACZONA JAKO SUMA SZEREGU

Rozwazmy funkcje ciagta x — f(x) o wartodciach nieujemnych okreslona na
przedziale [a,b]. Ustalmy [bedzie to problem statystyczny polegajacy na
dokladnym sprecyzowaniu informacji o polu obszaru, ktory jest okre-
Slony analitycznie] jakim sposobem zgadnaé¢ jak duzy jest obszar polozony
pod wykresem tej funkcji, ktory jest ograniczony prostymi x = a, x = b oraz
y = 0. Aby ustali¢ w przyblizeniu pole owego obszaru pomys$lmy uktad liczb

a=20 <11 <Ty<...<XTp_1<x,=0>0,

a nastepnie utworzymy sumy
n
Z f(Ck)(l’k - l’kq),
k=1

gdzie zawsze x5 < ¢ < x. Skoro f jest funkcja ciagta, to sktadnik f(cp)(zx —
xk—1) tym lepiej przybliza pole lezace pod wykresem funkcji f ograniczone pro-
stymi zx = 0, xx_1 = 0 oraz y = 0, im krétszy jest przedzial (xp_q,xx). Jesli
dowolny ciag {S(zg,z1,20,...00_1,2.] } j€St zbiezny, gdy

lim 0, — 0  oraz zawsze zachodzi x, — xp_1 < 0,, oile 1 <k < n,

n—oo

to mowimy, ze funkcja f jest cafkowalna. Tak okreslons granice oznaczamy

/abf(:t) dx

oraz nazywamy calkg oznaczong funkcji x — f(x) na przedziale [a,b]: definicja
ta zaktada, ze wybor liczb ¢; jest dowolny, a wiec sprawdzajac zbieznosé ciagow
postaci {Sizg,z1,20,....0n_1,2, } MUsimy uwzgledni¢ wszekie mozliwe uktady liczb w;,
oraz ¢!

Przypomnijmy twierdzenie Lagrange’a dla funkcji x — F(z) rézniczkowalne;j
w przedziale [zy. 1, 2g]:

F(:ck) — F(Jik,ﬁ = F'(azk + @(.Tk — xkl))(:ck — xk,l),

gdzie z,_1 < © < x; a nastepnie policzmy
F()—F(a) = F(x1)— F(xg) + F(ag)—F(z1) +...+ F(x,)— F(
= fle)@i—z0) + fle)@—x2) +...4+ flca)(n
= fLf@d  +  fle)de +..+ 1 f(2)
= L f@)de
Gdy uwierzymy w to, ze rowno$¢ pomiedzy linig druga na trzecig jest prawdziwa

1

xnfl)

- xn—l)

dz



to dostaniemy wzér na catke oznaczonag z funkcji x — f(x), dla ktérej funkcja
x — F(z) jest funkcja pierwotna:

Dla potrzeb zastosowan matematyki wzoér ten moze definiowa¢ catke oznaczong
w sposob zadawalajacy. Dyskusje tego kiedy (lub czy?) jest on porawny mozemy
pozostawi¢ tym, ktorych to pasjonuje: od czaséw Archimedesa — obliczanie pol
ograniczonych krzywymi metodg wyczerpywania — rozwazania o tym, czym mo-
glaby by¢ catka oznaczona, to jeden z najpopularniejszych tematow uprawianych
przez entuzjastéw matematyki. Dopiero w XVII wieku I. Newton powigzat pro-
blemy zwiazane z calka oznaczona z algorytmami rézniczkawania, innymi stowy
: zmatematyzowat zagadnienia zwigzane z ruchem.

J

Policzmy:
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Zachodza wzory - o ile caltki oznaczone w nich okreslone istnieja:

/abAf(:c) + By(z) dx = A/abf(x) dlE—f—B/abg(;p) da;

f(b)

[ otrtans @ = [ g0 ar

f(a)

/acf(x)da:jL/cbf(x)da::/abf(:c) dx:—/baf(x) da.



Twierdzenie. Jesli f jest funkcjq ciggle w przedziale [a, b], to

(/xf(t)dx> = f(x), oilea <z <
jesli h > 0, to
a+h
/ f(z)dx =h- f(x+ Oh), gdzie 0 < O < 1;

jesli dodatkowo 0 < f(x) dlaa <z <b, to

/abf(a:) dx > 0.

Calka oznaczona [ f(z) dx to pole obszaru ztozonego z punktéw (z,y) plasz-
czyzny, gdzie a < x < boraz 0 <y < f(z): wtedy pole jest liczone ze znakiem +;
zas gdy f(z) <y <0, to pole jest liczone ze znakiem —. Metoda wyczerpywania
— znana juz przed naszg erg Archimedesowi — to obliczanie takowego pola przy
pomocy szeregow!

Gdy chcemy obliczy¢ pole obszaru P ograniczonego krzywa y = sinz, pro-
stymi z = 27, x = 7 oraz osig O X, to korzystamy z tego, iz jest to obszar dzielacy
sie¢ na trzy jednokltadne roztaczne kawatki, a wiec liczymy

P = 3[r sinx dr = 3[—008[17]% = 3(—Cos7r+cosg) = 3.
3

Gdy obliczamy pole Q zawarte pomiedzy wykresami krzywych y = 22 oraz
x =y, to liczymy

1
1 ! 207 2| 2 1 1
9 /0 Vade = j o atde [ 3 3]0 33 3

Gdy obliczamy pole obszaru R ograniczonego krzywymi y = e*, x = —2,

x = 1 oraz styczna do krzywej f(z) = e* w punkcie x = 0, to z wzoru

y— f(w,) = f/(fco)(l" — p)

wyliczamy, ze styczna ma réwnanie y = x + 1: gdyz zy = 0, f(0) = 1 oraz
£'(0) = 1. Pole R liczymy tak, aby w catce [, -+ 1 da zmienié¢ znak, bo oznacza
ona pole lezg ponizej osi OX:

1 -1 1 . 72 -1 22 1
R:/ exdx—l—/ x—i—ld:c—/ x+1dx:[ez]2+l+x1 _[ —i—a:]
-2 -2 1 .
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Gdy chcemy obliczy¢ pole kota o promieniu r, to obliczamy catke 2 [*, /r? — 22 dz.

Podstawiamy z = 7 oraz dz = %dm i liczymy

r 1
2 \/r2—x2d$:2r2/ V1—-22dz =
-r -1

1 ' 1 1
= 72 [2 arcsin z — %\/1 — 22} = 7“2(5 arcsin 1 — 2 arcsin (—1)) = —-.
-1

Gdy zechcemy policzy¢ pole elipsy

2y ) x?
g%—b—Q:l czyli y=> 1—$,
a IQ b a
2b/ 1——2da::27 va? — 22 dx = abr.
—a a a J—a

Zatézmy, ze rozwazamy krzywa wyznaczoma przez wykres funkcji cigglej x —
f(x). Wtedy objetosc V(a,b) bryty powstalej z obrotu tej krzywej dookota osi
OX w przedziale [a, b] wyraza si¢ wzorem

to liczymy

b

V(a,b) = W/ f(2)? d.

a

Gdy dodatkowo funkcja z — f(z) jest rézniczkowalna w przedziale [a,b], to
dtugos¢ tuku L(a,b) tej krzywej od punktu (a, f(a)) do punktu (b, f(b)) wyraza

sie wzorem
L(a,b) :/ab\/ljt(f’(x))? da

za$ pole powierzchni P(a,b) powstalej z obrotu tej krzywej dookota osi OX w
przedziale [a, b] wyraza sie wzorem

b

P(a,b) = 27r/a F@)W1+ (f (2))? da.

Calka niewlasciwa.
—+oo —+00

f(z) dz = lim f(z) dx.

a n—oo Jq

Zamiast oo moze by¢ liczbal

= lim( arcsin 1 — arcsin h) = g

/1 dx
0 V1—2a2 hol



el
/ —dr=lim[Inz]j=lne— lim Inh=1—-(—00) =+00:
o I h—07t h—0+t

catka nie jest sumowalna.

Kryterium catkowe. Jesli funkcja x — f(x) jest dodatnia i nierosngca dla
x> 1, to catka

/O+OO f(z) dx oraz 721 f(n)

sq jednocze$nie sumowalne lub jednoczesnie rozbiezne do nieskonczonosci.



