CALKA NIEOZNACZONA

Méwimy, ze funkcja @ — F(z) jest funkcjg pierwotng dla funkcji  — f(z) —
w pewnym ustalonym przedziale - gdy w kadym punkcie zachodzi

/

F(x) = f(x).

Funkcje pierwotng czesto nazywamy calkg nieoznaczong i zapisujemy

F(z) = / @) de.

Skoro funkcje majace te sama pochodng réznig sie o stata, to kazda inna funk-
cja pierwotna dla f(z) musi mie¢ posta¢ © — C + F(z): nieoznaczonosc calki
znaczy, ze jest ona wyznaczona z doktadnoscia do statej. Znalezienie funkcji pier-
wotnej — czyli catki nieoznaczonej — to zagadnienie odwrotne do rézniczkowania,
a wiec pomocnymi beda wzory ustalone przy okazji algorytméw rézniczkowania.
Wiekszo$¢ wzorow na catke nieoznaczona sprawdzamy przez rézniczkowanie. Wy-
piszemy tozsamosci — wzory catkowe — ktére sg prawdziwe, o ile wszystkie catki
w nich wystepujace maja sens.

(1) [Af(z)+ Bg(x)de = A [f(z)de+ B [g(z)dx.
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(2) /mdx = In(z+Va2+k)+C:

1 1 2z

- _ 1+ ’
N cive ik o n)

1 1 Val+k+zx
Vk + 22 e+ Viit+k a4k

= arcsin ¢ + C' = C— arccos .

(3) /ﬂ%

(4) /costr sin x de = sin x — cos x + C.
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(7) tga+C= 14 tg2de= [
cos 2x
d
(8) ctga:—i—C:—/l—i- Cth:L’d:U:/ 'x2_
sin “x

9) /tg:z:da::—lncosx+0; dla —7m <2z <.

(10) /ctgxd:c:lnsinx—i-c; dla0 <z <.

dz
11 = .
(11) e arctg v + C
(12) fInzder = zlhax—x+C:
1
mhr = 1I'lhoe+z-——1
x
(13) [In?zdr = 2-(In?z2—-2mnz+2)+C:
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Inh“z = Im*z—-2hz+2+z-(— Inz——).
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2n—2 = 2°+1-22%(n—1)+ (z*+1)(2n — 3).
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Gdy potozymy I, = / (fol)n’ to dostaniemy wzor
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(19) /sin”xdx =
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J arcsin z dx

x arcsin x + V1 — 22 + C:

. . n x 2z
arcsin x = arcsin x — :
V1—22  2¢/1—a?
—sin" 'z cosz + /S.in"’2 x dx:
n n
: —1 e : n—1 .
sin"x = —[(n—1)sin" ?xcos®x — sin" x| + sin”
n n
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. 9 -1 simn“r n-—1
sm°xr = — cos” r + ,
n n n
1 in’ 1
.9 n— . 5 sinx n—
sin“x = — (1 —sin“x) + :
n n n
Gdy potozymy / sin" z dv = J,, to dostaniemy wzér
—CoST . . n—1
(197) Ip = - sin" 'z + Jn—2
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(20) /cos” vdr = —cos"zsing + — /cos”_2 x dx:

n n
n 1 n—2 -2 n n—1 n—2
cos"x = —[(n—1)cos" “x(—1)sin”x + cos" z| + cos" “ x,
n
—1 2 —1
costr = O (—1)sin®z + o rL T :
n n n
-1 2 —1
cosy = —— (1—0052:c)+cos R
n n n
Gdy potozymy / cos" x dr = K, to dostaniemy wzor
i —1
(20%) K, = el cos" ta + n K, _».
n
n 1 n—1 n—2
(21) /tgxdx = tg x—/tg x dx:
n—1
1
tg"r = . (n—1) tg"%z(1+ tg’r) — tg" %z da.
n —
Gdy potozymy / tg"x dx = L, to dostaniemy wzor
(21%) L CRE
n=——o" x— Ly _o.
n—1 g 2
n —1 n—1 n—2
(22) /ctg rdr = 1ctg x—/ ctg"“x dx:
ctg'r = — . (n —1) ctg" ?x(—1— ctg’z) — ctg" 2z du.
n JR—
Gdy potozymy / ctg"r dx = M, to dostaniemy wzor
(22%) M, = — 1 ctg" te — M,_,.

Catkowanie przez podstawianie

Gdy z = ¢g(t), to zachodzi
[ f@)de = [ fla(t)g @) dt.
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Przyktad. Niech (u,v) — P(u,v) oznacza funkcje dwu zmiennych. Wtedy

20 1—¢*\ dt
/P(sinx,cosx) dx = /P( )

14+8271+¢2) 1412

Uzasadnienie. Ktadziemy ¢ = tg g Mamy x = 2 arctg t. Skoro

x x
1=(1+ tg?>)cos® =,
(1+ tg"5)cos™ 5
to
o 1 2 1—t
cosr=—-1+2co8" - = —F—57x—-1=——-—-1= .
2 1+ tg*3g 1+1¢2 1+1¢2
Takze
T x T T 1 .2 2t
sinz =2sin=cos= =2(1 —cos®’ =) ctg = = (1 — ——)> = ——.
g8y =2 P ey =) =1
Rézniczkujac stronami rownosé x = 2 arctg ¢, otrzymujemy dx = e dt. Trzy
kolejno wyprowadzone powyzej rownosci wstawione do wzoru na catkowanie przez
czesci koncezg to uzasadnienie. O

Calkowanie prze czesci

[ f@)g (@) de = f@)g(x) — [ £ (@)g() da.

Wzor ten mozna sprawdzi¢ przez rozniczkowanie. Czasami korzystniej go zapisaé
tak:

/u dv = uv—/v du;  lub tak /u(q:)v/(x) dr = u(x)v(x)—/v(x)ul(:c) dx.

/ d
Gdy potozymy v(z) = x, v'(z) dv = 1 dz, u(r) = log,r oraz u (v) dx = lx
zlnp
to liczymy




x x

Gdy potozymy sinx = u, cosx = du, e* = v, e = dv oraz t = cosz,
—sinx = dt, to mozemy uzy¢ wzor na catkowanie przez czesci dwukrotnie, a wiec
liczymy tak

/e”CSinx dx:exsinx—/ezcosx d:v:exsinx—egﬁcosx—/exsinx dx.

Stad mamy ‘
LSinz —cosx

5 +C.

/e””sinx dr =e

Calkowanie funkcji wymiernych: gdy potrzebujemy zgadnaé catke nie-
0znaczong

dx, dzie Q(x) oraz P(x) to wielomiany.
| o6 gdzie Q(z) oraz P(z) y
P(x)

Przypomnijmy, ze gdy Q(z) oraz P(z) sa wielomianami, to funkcje z — 10
nazywamy wymierng. Dowolng funcje wymierng mozemy przedstawi¢ w postaci
sumy wielomianu oraz funkcji wymiernej, dla ktoérej stopien licznika jest mniejszy
niz stopien mianownika: dzielgc wielomian z licznika przez wielomian z mianow-
nika. Skoro umiemy zgadywac catki nieznaczone z wielomianéw, to pozostaje na-
uczy¢ sie zdagywania calek nieoznaczonych z funkcji wymiernych, ale z licznikiem
w stopniu mniejszym niz stopien mianownika.

Wyrazenia
A Bx+C
— lub
(z — P)* [(z — Q)+ R
—gdzie A, B, C, @, P oraz R to liczby rzeczywiste, za$ k to liczba naturalna —
nazywamy utamkami prostyms.

Twierdzenie. Funkcja wymierna jest sumg wielomianu oraz utamkow pro-
stych, ktorych mianowniki sq dzielnikami wielomianu z mianownika tej funkcyi.

Uwaga. Aby roztozy¢ funkcje wymierng na sume wielomianu oraz utamkow
prostych korzystamy z tego, ze dowolny wielomian o wspotczynnikach rzeczywi-
stych jest iloczyne wielomiandéw stopnia co najwyzej drugiego. Wiadomo, ze gdy
w miamowniku funkcji wymiernej wystepuje wielomian stopnia wiekszego niz 4,
to nie ma algorytmu, ktéry pozwalaltby taki rozktad zgadnac!

Catka nieoznaczona z funkcji wymiernej jest zawsze postaci
W(z)+ Aln U(x) + B arctg V(z),

gdzie W (x) to wielomian, U(z) to funkcja wymierna, za$ V' (z) to funkcja liniowa.
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xt — 823 + 2322 — 272 + 12 14+ r—1
= r — .
3 —Tr? + 162 — 12 (x —2)%(z — 3)
taka réwnosé¢ sprawdzany dzielac wielomian z licznka prze wielomian z mianow-
nika. Skoro mianownik ma dzielniki (z — 2)?, (z — 2) oraz (x — 3), to

r—1 A B C (B+ C)x*> + (A—5B —4C)r —3A+ 6B + 4C

@—22@—3) (-2¢ z2-2 2-3 (@ —22(z—3)

Liczniki w powyzszym wzorze sa réwne, a wiec dostajemy uktad réwnan

A - 5B - 4C = 1,

B + C = 0,

-3A + 6B + 4C = -1.
Gdy go rozwiazemy, to A = —1, B = —1 oraz C' = 2. Zauwazmy, ze rozwiazywa-

nie tego uktadu mozna skroci¢ gdy w réwnosé
r—1=A(x—3)+ Bz —2)(x —3) +C(z — 2)?
podstawimy x = 3, to wyliczymi C' = 2, za$ dla x = 2 dostaniemy A = —1.

W rezultacie dostajemy

4 9.3 2 _
/x 8x° + 23z 27x+12dx:/x—1d1:+/< z—1 do —

3 —Tx? 4+ 162 — 12 x—2)%(x —3)
x? -1 —2 C
—2—a:+/(x_2)2d:v—l—/x_de—l—/x_de—
T ompp—2t2mp—3+C
=5 =) n |z n |z :

Podstawienie Eulera: Gdy (u,v) — R(u,v) jest funkcja wymierng oraz
A >0, to — zgadujac calke nieoznaczona

/R(\/Ax2 + Br+ C,x) dx

— kltadziemy v/Az? + Bx + C, ) = \/Azx + t. Stad wyliczamy

2 —C tB — 2/ A — VAC
oraz dr =

T B _avA (B — 2t/ A)?

2dt.



W rezultacie zgadywanie sprowadzamy do catki z funkcji wymiernej:

/ R(VAxz? + Bx +C,z) do = / R <x\/Z +t, Bti;t(j/z> tb (_Bti\/;\;z\)/fowt.

Gdyby C > 0, to mozemy polozyé¢ V/Az2 + Bz + C,z) = at + /C. Skad wyli-
czamy

2t\/C — B 12/C — Bt+A\/_

r=— oraz dr =

A (A—12)?

W rezultacie:

/R(\/Ax2+Bx+C,x) dx:/ ( t+C, 2t\/__t2B> tgf(Ai;;A‘/_ dt.

Gdybyémy w pierwiastku tréjmianu Ax? + Bx + C zastapili wielomianem wyz-
szego stopnia, to bez specjalnych dodatkowych zatozen zgadywanie takich catek
nieoznaczonych jest niewykonalne w obrebie funkcji elementarnych! Przyktadowo

/ dx .
V(@ —22)(1 — ka?)

sin x

To samo dotyczy calek / dz lub / 2 da. Jednakze dla

dx
\/cos

szeregow potegowych mamy wzor

/ )
n=0

ktory pozwala znajdywaé catki funkcji analitycznych (tj. przedstawialnych w po-
staci szeregu potegowego) z dowolng doktadnioscia.




