ZASTOSOWANIA RACHUNKU POCHODNYCH: ALGORYTMOW ROZNICZKOWANIA

Réwnanie stycznej. Gdy badamy funkcje y = f(x), to réwnanie stycznej
do wykresu tej funkeji w punkcie (p, f(p)) ma postaé

y—f) = f (o) —p).
Gdy krzywa jest okreslona w sposob parametryczny, tzn
y =y(t) oraz r = z(t),
to réwnanie stycznej w punkcie (z(r), y(r)) ma postaé

y—y(r)  y(r)

r—z(r)  2'(r)

gdzie pochodne z prawej strony rownania to pochodne wzgledem parametru.

Kat przecigcia dwu krzywych: kat przeciecia si¢ stycznych do tych krzywych,
wyznaczamy ze wWzoru
tg (o) = Ty
& 1+ mime ’
w ktorym a to szukany kat, zas m; oraz ms to wspotezynniki kierunkowe stycz-
nych do krzywych - taki wzér wynika ze wzoru na tangens réznicy dwu katow.

Roéwnanie normalnej: réwnanie prostej przecinajacej krzywa pod katem
prostym, tzn. prostopadtej do stycznej. Gdy krzywa jest wykresem funkcji y =
f(2), to wspotezynnik kierunkowy stycznej w punkcie (p, f(p) wynosi f (p), a

wiec wspotezynnik kierunkowy normalnej bedzie wynosit ff(;). Stad normalna

ma réownanie

p—x
y—fp) ="~
f'(p)
Gdy krzywa jest zadana paramertrycznie rownaniami z = x(t) oraz y = y(t), to
normalna ma réwnanie

(v —y(p)y (p) = (2(p) — z)z (p).
Gdy funkcja jest rosngca w przedziale (a,b), to jej pochodna jest nieujemna w
tym przedziale.

Gdy funkcja jest malejgca w przedziale (a,b), to jej pochodna jest niedodatnia
w tym przedziale.

Z dwu powyzszych zzadan wnioskujemy: Jesl funkcja jest réziniczkowalna w
przedziale (a,b), to w punktach bedgcymi ekstremami lokalnymi tej funkcji po-
chodna musi byc zerem.



Wypuklosé, wklestosé, punkty przegiecia, asymptoty.

Gdy wspdtezynnik kierunkowy stycznej rosnie - o ile poruszamy sie w dodat-
nim kierunku osi 0X, to krzywa o takiej wlasciwosci nazywamy wypuklq (krzywa:
wykres funkcji rézniczkowalnej). Jesli krzywa jest wypukta, to jej pochodna -
funkcja ktorej warto$ciami sg pochodne, jest rosngca. Stad wnioskujemy, ze dla
krzywej wypuklej wyznaczanej przez wykres funkeji y = f(z) stale zachodzi

[f (2)] = f"(z) > 0.

Gdy wspoétezynnik kierunkowy stycznej maleje - o ile poruszamy sie w do-
datnim kierunku osi 0.X, to krzywa o takiej wtasciwosci nazywamy wklestq. Jesli
krzywa jest wklesta, to jej pochodna jest malejaca. Stad wnioskujemy, ze dla
krzywej wklestej wyznaczanej przez wykres funkcji y = f(x) stale zachodzi

f (x) <0.

Punkt przegiecia, to punkt oddzielajacy cze$c wklesta krzywej od czesci wy-
puktej - oddziela znaczy, ze jedno zjawisko zachodzi w kierunku dodatnim osi 0.X
od punktu; za$ drugie w kierunku ujemnym od punktu.

Prosta y = Az + B nazywamy asymptotq krzywej y = f(x) gdy
A= lim f(z) oraz B = lim [f(z) — Az].

T——+00 T——+00

Analogicznie okreslamy asymptote gdy + — —oo. Mianowicie, prostag y = Ax+ B
nazywamy asymptotq krzywej y = f(x) gdy

A= lim f(z) oraz B = lim [f(x)— Az].
Takze prosta x = C' bywa nazywana asymptota (pionowq) gdy
li = 1 =1 .
Mg S =ee b oo = iy J()

Twierdzenie de I"'Hospitala. (Latwe) Gdy lim,_, f(z) = 0 = lim,_,, g(x)
[ (@)

oraz granica lim, ., ) 1stnieje - moze byc liczbg lub jedng z nieskonczonosci,

to mamy réownosé

lim f// (z) = lim M

Twierdzenie de I’Hospitala. (Trudne) Gdy lim,_,, g(x) = oo oraz granica

lim, ., L& 1stnieje - moze byc liczbg lub jedng z nieskonczonosci, to mamy row-

g (x)
lim f, (z) = lim /(@)

nosé

w=ag'(z)  amag(e)




Twierdzenie (Weierstrassa). Funkcja ciggla w przedziale domknietym przyj-
muje w tym przedziale wartosé najwiekszq oraz warto$é najmniejszq. O

Twierdzenie ( Lagrange’a). Jesli funkcja f jest ciagta w przedziale domknie-
tym [a, b] oraz rézniczkowalna wewnatrz tego przedziatu, to

f(b;):i:(a) = f'(a+0(b—a)),

gdzie 0 < © < 1. O

Whniosek (Twierdzenie Rolle’a) Niech funkcja f bedzie ciggla w przedziale
domknietym |a,b] oraz réziniczkowalna wewngtrz tego przedziatu. Jesli f(b) =
f(a), to znajdziemy liczbe x € (a,b) takq, e 0 = f (). O

Whiosek. Jesli f'(x) =0 dla dowolnego x € (a,b), to funkcja f jest stala w
tym przedziale. |

Whiosek. Dwie funkcje o takiej samej pochodnej — w ustalonym przedziale —
roznig sie pomiedzy sobg o stalg — o ile obie funkcje sg rézniczkowalne. ]

Twierdzenie (Wzér Taylora). Jesli funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna
w przedziale (a,b) oraz ciggla w przedziale [a,b], to

n—1 bh— k bh— n
ﬂ@=ﬂ@+zﬂg”ﬂww+(n@fW@»
= ! !
gdzie a < & < b. Przy czym gdy we wzorze Taylora polozymy f M) (g,) =
R(&,) oraz zasze — o ile a < &, < b — zachodzi lim,, .. R(&,) =0 to
n—1 _ 4\k
1) = fla)+ > L= g

k=1

Zas gdy dodatkowo a = 0, to méwimy, ze funkcja f daje sie rozwinaé¢ a szereg
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Szereg Z prawej StI‘OHy powstzego WwWzoru Jest pOChOan szeregu

2 1'3 1‘4

z" n+1 X
- — L T =S,
En 2 "3 T’ (@)



Zatem In (14 2z) = S(z)+ C. Gdy podstawimy = = 0, to otrzymiemy In (1+0) =
S(0) + C, skad wnioskujemy C' = 0. W konsekwencji mamy

.1'2 3 4

Xz X "
m(l+a)=a— o+ - g =3 Dy,
n(lte)=w= oty =t En

Gdy skorzystamy z tego, ze szereg potegowy przedstawiajacy funkcje x — In x
misi by¢ lewostronnie ciggly — twierdzenie Abela— to dostajemy

1 1 1 > (-1t
1—=—+= = In 2.
5 + 37 nz::l n
Rozwazmy wzor
[arctes ()] = g = S (1)
arctg (x _1“‘552_”:0 x ",

Podobnie jak poprzednio wnosimy, ze szereg z prawej strony jest pochodna sze-

regu
$3 1.5 237 00 2n+1

Cra—gig gt =0t o (-l

Zatem gdy podstawimy x = 0 oraz skorzystamy z arctg 0 = 0, to otrzymiemy

3 5 7 00 x2n+1

xr x X
t —p T =
arctg (v) =z =3+ 5 -3 7;)271—1—1

(—1)".

Gdy skorzystamy z tego, ze szereg potegowy przedstawiajacy funkcje arctg (z)
musi by¢ lewostronnie cigglty — twierdzenie Abela— to dostajemy

” s

Ty

1 1 1 >
arctg (1) = 1—§+5—*+ Z

Zauwazmy, ze oba powyzsze rozumowania sg poprawne przy zatozeniu —1 < x <
1 1 w obu rozumowaniach korzystamy z twierdzenia Abela, aby ustali¢ cos co
zachodzi na koncu rozwazanego przedziahu.

Twierdzenie (Abela). Szereg potegowy sumowalny w jednym z koncéw swego

przedziatu zbieznosci okresla w tym koticu funkcje (jednostronnie) cigglq. a

Skoro 1n(1+x)=x—ﬁ+x—3—w—4+ (1) to In (1—2) =

—x—%—%—%—...— o0 = 1Jrfi:ln(l—l—yz:)—ln(l—x):
00 x2n+1
n=0 2n+1



