ALGORYTMY ROZNICZKOWANIA

Gdy ustalimy szereg potegowy >_>° , a,x", to szereg
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nazywamy jego pochodngq. Zauwazmy, ze promienie zbieznosci szeregu potegowego
oraz szeregu bedacego jego pochodng sg takie same; pochodna szeregu potego-

wego dla ktorego 0 = a1 = as = a3 = ... = a, = ... wynosi 0; oraz gdy policzymy
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to wnioskujemy, ze dla funkcji © — f(x) przedstawialnej w postaci szeregu pote-
gowego w punkcie x jego pochodna w tym punkcie obliczamy jako granice #lorazu

rOZnicowegqo
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= f'(z) = [f(2)].
Ten ostatni wzor zwykle bywa przyjmowany jako definicja pochodnej. Jest on
przydatny dla ustalenia regut obliczania pochodnych: algorytmow rozniczkowa-
nia.

Gdy A oraz B sa liczbami, to wprost z definicji dostajemy

(1) [A- f(z)+ B-g(x)] = A- f(2)+B-g (2).
Gdy n jest liczbg naturalna, to
(2) [2"] = na"".
(3) [sinz] = cos .

Jest tak, bo

Skad wnioskujemy, ze

sin(z +h) —sinz . _sin?cos(z + %)
im = lim 2 = COS Z.
h—0 h h—0 h
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(4) [cosz] = —sin .

Nieco inaczej uzasadnimy ta ostanig réwnosé

’
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(5) [e¥] =€®: gdyz z definicji mamy [Z ] = i
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gdyz, korzystajac z ciggltosci funkcji x — In x mozemy policzy
! b= 1 1 h 1 hoe 1
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Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej a zawsze zachodzi In a log,x = In z

— bo wystarczy logarytmowaé stronami réwnos$é x = alo8.r — gnw _ gna 4o
mamy
, In |z| 1
7 log |xz|] = — )
™ ool = |21 =
Gdy a jest liczba dodatnia, to mamy a” = e Ina; dostajemy
o1 < In"az"]’ < In" ,
(8) @] =|> ———| = Ina- > z" =a" ln a.
n=0 nl n=0 n!

Lemat. Funkcja rozniczkowalna jest ciggla: w punkcie gdzie pochodna jest
liczbg funkcja musi byé ciggla. Uzasadnienie. Gdy ciag {h,} jest zbiezny do
zera oraz zachodzi

0# g = lim f(z +hy,) - f(2),

to musi by¢

n—0 hn
Pierwsza réwnos¢ jest prawdziwa dla jakiego$ ciagu {h,}, o ile funkcja f nie jest
ciggta w punkcie x; za$ druga moéwi, ze pochodna w tym punkcie nie moze by¢
liczba. O
g(x)|  (9(x))?

Skoro wzor dotyczy funkcji ciaglej - z mocy lematu, to wyliczamy
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(10) [f(2) - g(@)] = f(2)g(2) + f(2)g (2).

Dla uzasadnienie ponownie skorzystamy z ciagtosci funkcji f oraz g.
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[l +h)g(z+h) = fle+ h)g(x) + f(x + h)g(x) — flz)g(x) _

= i =
111 h

gle +h) —g(x) flx+h) = fx)

= Jim ot 0 iy S ) i S
= f(x)g (z) + [ (x)g(x).

Ze wzor6w (9) oraz (10) wnioskujemy
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Lemat. Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w przedziale (a,b), to funkcja do
niej odwrotna f~1 jest rézniczkowalna w przedziale od f(a) do f(b) oraz zachodzi
/ 1
[ (f(x)] = ) Uzasadnienie. Zakladamy y = f(x) i kladziemy ¢ =
x
f(x + h) — f(x). Skad wyliczamy y +¢ = f(x +h); f ' (y+¢e) =h+x; h =
fHy+e) = 1 (y) Wtedy

_ W y+e)—fy h 1
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Gdy potozymy f(x) =y, to dostajemy
_ / 1
(14 0 =
Gdy potozymy y = sinz, czyli y = arcsin z, to mamy
(15) (arcsinz) = 1 1
arcsinz) = = = .
cos y /1 —sin®y N
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Pododnie jak wyzej wnioskujemy gdy potozymy x = cosy lub x = tg y lub
T = ctg y:

/ -1 1 -1
(16) (arccos ) siny  1—cos?y 1—a?
/ 1 1
17 t = = ;
(a7) (arctg 2) = o = o
/ -1 -1
(18) (arcctg z) =

1—|—ctg2x: 1+ a2

Pochodng ztozenia funkcji wyliczamy z wzoru

(19) [Flg@)] = [ (9(2)) - g ().

Wzér powyzszy wymaga sybtelnego uzasadnienie gdy funkcja g przyjmuje stale
taka samg warto$¢ na ciggu o granicy z, o ile o musimy wyliczy¢ pochodna
g/(x). W pozostatych przypadkach jest on natychmiastowsg konsekwencja wzoru
na iloczyn granic.

/

Gdy a jest liczba — niekoniecznie liczba naturalng jak bylo w (2), to
(20) [2%] = az"":

gdyz 2% = e 7 oraz [e?l 7] = 29(gln )’ = azo~l.

ef—e™ ® e’+e

Gdy potozymy sinh x = lub cosh z = <5, to nietrudno wyliczamy
funkcje odwrotne do tak zdefiniowanych funkcji — wymaga to rozwigzania sto-
sownych dwumianéw, © — arsinh z = In (z + V2% 4+ 1) oraz © — arcosh z = In
(x + Va2 —1). Wtedy dostajemy:

(21) [sinh z] = cosh z;
(22) [sinh z]" = cosh z;
/ 1
23 inh 7] = —:
(23) [arsinh ] Wi
/ 1
(24) larcosh z] = ——

Vaz =1



