FUNKCJE LICZBOWE

Na zbiorze X okreslona jest funkcja f : X — Y gdy dowolnemu punktowi
x € X przyporzadkowany jest punkt f(z) € Y. Innymi stowy

FCX XY ={(z,y):x € Xorazy € Y},

oile (z,y) € f oraz (x,z) € f pociaga y = z. Czasami funkcje oznaczamy
y = f(z) lub x — f(x). Zbiér X = D; nazywamy dziedzing funkcji f. Zas
podzbiér

{f@)ire X} =V CY,

przeciwdziedzing albo zapasem funkcji f: nie musi by¢ Vy =Y. Gdy Vy =Y, to
mowimy, ze funkcja f jest na zbiér Y; w przeciwnym przypadku moéwimy, ze
funkcja f jest w zbior Y.

Funkcje (liczbowq: X oraz Y to zbiory zlozone z liczb) mozna okresli¢ takze
graficznie: figura na plaszczyznie taka, ze dowolna prosta réwnolegta do osi 0Y
przecina ja w co najwyzej jednym punkcie — taka figura bywa nazywana wykresem
funkcji. Dziedzing tak okreslonej funkcji sa punkty przeciecia z osia 0.X prostych
rownolegtych do osi 0Y oraz przecinajacych wykres funkcji; za$ zapas tworza
punkty przeciecia z osia 0Y prostych rownoleglych do osi 0.X oraz przecinajacych
wykres funkcji

Funkcje mozemy okresli¢ przy pomocy tabeli: macierz o dwoch wierszach,
gdzie w kolumnach zapisane sg pary liczb nalezgce do funkcji. Punkty z pierw-
szego wiersza tworzg dziedzine funkcji; zas punkty z drugiego wiersza tworzg
przeciwdziedzine tej funkcji, np.
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Funkcje mozemy okresli¢ warunkiem zdaniowym np. niech E(z) oznacza nag-
wiekszq liczbe caltkowitq niewigkszq niz x. Dziedzing funkcji E(z) sa liczby rzeczy-
wiste — zbior liczb dla ktérych potrafimy okresli¢ relacje wiekszosci, zas zapasem
sg liczby catkowite.

Funkcje mozemy okresli¢ wzorem (badz wzorami stosowanymi do roztacznych
podzbioréw) np. y = 22 albo f(x) = E(x) — 2E(x) albo

|x|_{x, gdy = > 0;
S l—z, gdyz<O.

Dla takich funkcji dziedzine tworzg wszystkie te punkty dla ktorych wzér ma
sens, zas zapas to zbiér wszystkich wartosci: liczb wyliczonych ze wzoru, jakie
przy pomocy wzoru mozna otrzymac.



Funkcje elementarne to: wielomiany, funkcje trygonometryczne, funkcje wy-
ktadnicze oraz funkcje utworzone z funkcji elementarnych poprzez operacje do-
dawania, odejmowania, mnozenia dzielenia oraz sktadania funkcji, a takze przez
operacje brania funkcji odwrotne;j:

x — f() — funkcja;

xr — g(x) — funkcja;

r — f(x)+g(zr) - dodawanie funkeji;

r — f(z)—g(x) — odejmowanie funkeji;

r — f(z)-g(xr) — mnozenie funkcji;

T — fgxs — dzielenie funkcji, o ile g(z) # 0;
g(x

x —  f(g(z)) — sktadanie funkcji.

Gdy zawsze zachodzi f(g(x)) = x, to funkcje f oraz g sa wzajemnie odwrotne
(funkcja f jest odwrotna do funkcji g): co zapisujemy f = g~ lub g = f~1.
Wykres funkcji odwrotnej do danej funkcji powstaje poprzez symetrie osiowa
wzgledem prostej y = x. Przyktady:

funkcja - funkcja odwrotna;
T —er - r — Inx;

1 — p2ntl _ T — 2n+\1/§;

y= log ,x - y=a";

y= tgx - y = arctg zx;

Yy =sinx - y = arcsin z;

Y = CoST - Y = arccos .

Wyznaczanie dziedziny lub zapasu funkcji bywa niezbedne gdy precyzyjnie
zechcemy okresli¢ funkcje odwrotng do niej lub gdy mamy do czynienia ze wzo-
rem, ktory nie ma sensu dla niekérych liczb.

Funkcja x — In (1 + ) nie ma sensu dla z < —1, a wiec jej dziedzing jest

przedzial (—1,400), za$ zapasem zbiér wszystkich liczb rzeczywistych; gdy po-
(e e
x
tozymy In (1 + ) = > (—1)"=, to szereg wyznacza funkcje o dziedzinie (—1, 1]
n=1 n
oraz zapasie (—oo, In 2]: uwaga (!!!) wyznaczania dziedziny oraz przeciwdziedziny

przebiegatoby inaczej gdybysmy przyjeli, ze liczba znaczy liczba zespolona.

Dziedzing funkcji x — jest zbidr liczb rzeczywistych za wyjatkiem

x — E(x)
liczb catkowitych; zas zapasem przedziat (1, +00).
Dziedzing funkcji x — sinz jest zbioér wszystkich liczb rzeczywistych; za$ za-
pasem przedzial (—1,1). Skoro funkcja ta jest réznowartosciowa na przedziale
-7

(7, 5), to mamy okreslong funkcje odwrotng x — arcsin x, dla ktérej dzie-



dzina jest przedziat (—1,1); za$ zapasem przedzial (%ﬂ, g)

Dziedzing funkcji x — cosx jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych; zas
zapasem przedzial (—1,1). Skoro funkcja ta jest roznowartosciowa na przedziale
(0,7), to mamy okreslong funkcje do niej odwrotna z — arccos z, dla ktorej
dziedzing jest przedzial (—1,1); za$ zapasem przedzial (0, 7).

—7 ™
Dziedzing funkcji + — tg x jest suma przedzialow (7 + km, 5 + km), gdzie
k przebiega liczby catkowite. Skoro funkcja ta jest réznowartosciowa na prze-
-7
dziale (—, 5), to mamy okreslong funkcje do niej odwrotng x — arctg x, dla
ktorej dziedzing jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych; zas zapasem przedziat
-
CIAGLOSC

Liczbe g nazywamy granicg funkcji f w punkcie a gdy dla dowolnego ciagu
{z,,} zbieznego do a (tzn. lim, ., x, = a) zachodzi

lim f(x,)=g¢g: piszemy wtedy g = lim f(z).

n—oo

To byta definicja granicy wedtug Heinego. Wedtug A. Cauchye’go granica funkcji
w punkcie a znaczy: Dla dowolnej liczby € > 0 mozna dobrac liczbe § > 0 tak, aby
nieréwnosé | — a| < § zawsze pociggata nieréwnosé |f(x) — g| < e.

Funkcja f ma w punkcie a granice lewostronng (prawostronng) g gdy dla
dowolnego ciagu {x,} zbieznego do a oraz zlozonego z liczb mniejszych niz a
(oraz ztozonego z liczb wiekszych niz a) zachodzi

Jim f(z,) = g : piszemy wtedy g = lim f(x) (9= lim f(2)).

Funkcja jest ciggta w punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy jej granice lewostronna
oraz prawostronna w tym punkcie sa réwne wartosci funkeji w tym punkcie.
Funkcje ciagta w dowolnym punkcie swej dziedziny nazywamy - krotko, cigglg.
Innymi stowy funkcja jest ciagla w punkcie a gdy f(a) = lim,_, f(z). Gdy
f(a) = lim,_ .- f(x), to funkcja jest lewostronnie ciggla w punkcie a; zas gdy
f(a) = lim, .+ f(x), to funkcja jest prawostronnie ciggla w punkcie a. Roz-
wazmy kontrprzyktad: jesli n jest liczba catkowita, to

lim F(r) =n—1 oraz lim, E(x) =n.
Whioskujemy stad, ze funkcja x — E(x) nie jest ciaglta w punktach ktére sa
liczbami catkowitymi.

Z definicji nietrudno mozna wyprowadzi¢, ze: — Suma funkcji ciggtych jest
funkcjg cigglq; — Iloczyn funkcji cigglych jest funkcjo cigglq; — Réznica funk-
cji ciggltych jest funkcjg ciggle; — lloraz funkcji cigglych jest funkcjo ciggle; —



Ztozenie funkcyi cigglych jest funkcjq cigglg. Whasnosci te dotycza punktow, dla
ktorych wynik kazdej operacji jest okreslony. Gdy dopu$cimy do rozwazan funkcje
okreslane punkt po punkcie (np. réznymi wzorami), to ciagtosé musimy staranie
sprawdzac. Takze ciggtosé¢ funkeji odwrotnej do ciggtej nie zawsze jest oczywista.

Twierdzenie. Jesli funkcja rzeczywista x — f(x) jest rézZnowartoSciowa i
ciggla na przedziale |a,b], to jest ona monotoniczna, zas funkcja do niej odwrotna
jest ciggla. O

Z twierdzenia oraz definicji ciggtosci wnioskujemy, ze funkcje elementarne sg

ciggte.
FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

Gdy wektorowi przyporzadkowana jest liczba, to funkcje tego rodzaju ozna-
czamy f : R" — Rinazywamy funkcja rzeczywista wielu zmiennych. Przyktadem
jest dlugos¢ wektora

(xl,azg,...,:vn)—>\/x%—i—x%jt...—{—m%.

Wyznacznik badz iloczyn skalarny to inne przyktady funkcji rzeczywistej o dzie-
dzinie ztozonej z wektoréw. Gdy wektorowi przyporzadkujemy wektor, to mo-
wimy o funkcji wektorowej. Przyktadami takich funkcji sg: iloczym wektorowy,
dodawanie wektoréw, mnozenie wektora przez skalar, mnozenie macierzy, itd.

Ciag wektorow {(z},z%,...,2}) : n = 0,1,2,...} jest zbiezny do wektora
(1, T2, ..., xy) gdy lim,, o 2 = 24, oile 1 <i < k. Ciaglodc funkcji wielu zmien-
nych okreslamy wedtug takiego samego schematu jak ciggtos¢ funkcji liczbowej
(rzeczywistej). Funkcja jest ciagla w punkcie (21, zs,...,z;) gdy dla dowolnego
ciagu wektoréw {(a},z,...,2F) : n = 0,1,2,...} zbieznego do (z1,xs,...,Tk)
zachodzi

fl(z1, 20, ... 2x)) = lm f((27,25,...,2%).

n—oo

Jesli potozymy

p((J}l,ZL‘Q, s 7xk‘)7 (ylay27 v 7yk‘)) = z_:l V (xn - yn)27

to mozemy przytoczy¢ definicje ciaglosci wedtug Cauchye’go: funkcja f jest w
punkcie a ciagta gdy dowolnej liczby € > 0 mozna dobrac liczbe o > 0 tak, aby
nierownosé p(x,a) < ¢ zawsze pociagata nieréwnosé p(f(x), f(a) < e. W zakresie
przestrzeni euklidesowych definicje ciagtosci wedtug Heinego oraz Cauchye’go sa
rownowazne: chociaz w szerszy zakresie - w sytuacjach bardziej ogdélnych prowa-
dza do roztacznych pojec¢ cigglosci. Mozna sobie pomysleé¢ przestrzenie, w ktérych
jedynymi ciggami zbieznymi sg ciagi state, ale poprawiona definicja Cauchye’go
bedzie miata nietrywialny sens.



6z2+y2 -1

flz,y) = { = 8dy (z,y) # (0,0);
1, gdy (z,y) = (0,0):
funkcja f jest ciagta w punktach réznych niz (0, 0) - na podstawie ciagltodci sumy,
ilorazu i ztozenia funkcji ciagltych oraz ciagtosci funkcji wyktadniczej. Skoro

to jest to funkcja ciggla dla dowolnego punktu ptaszczyzny.
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Jednakze granica
_ 1 — cos(z? + y?)
lim
(@y)—(00) (22 4+ y?)a?
nie istnieje, bo gdy y = 0, to

1 —cosz? . l—cosu 1
lim = lim = _:
x—0 x4 u—0 u? 2
gdy y =z, to
1 — cos2x? . 1—cosu
lim 1 = lim —
T—00 x u—=0 2?2
Takze granica
% 4 Yy

lim ———2%
(2,5)—(0,0) 222 + y4

nie istnieje, bo gdy z,, = % oraz i, = %, to

1,1
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Jim St = +oo;
n? n4
_ 1 _ 1
gdy z, = - oraz y, = -3, to
1 1
o St as
Jim S =0,
n2 niz



