SZEREGI LICZBOWE

Z ciagu liczb aq, asg, ... utwoérzmy nowy ciag
n
Sp=a1 +as+...a, = Zak.
k=1
Przyjmijmy oznaczenia

Zak:a1+a2+...: lim s,,.

n—00
k=1

Gdy granica Y ;2 ai jest liczba, to mowimy, ze szereg >, a jest sumowalny
(innymi stowy jest zbiezny). Gdy ciag si, Ss,... jest rozbiezny, to mowimy, ze
szereg Y7o a jest niesumowalny (lub nie jest sumowalny lub jest rozbiezny).

Szereg geometryczny > oo ¢" jest sumowalny gdy |q| < 1; zas jest rozbiezny
dla |¢| > 1: bo dla |g| # 1 zachodzi
n 1— qn+1
k=0 l—q

oraz szeregi Y50, 1™ oraz > 72 4(—1)" sa rozbiezne co sprawdzamy przy pomocy
definicji granicy.

Ciag s1, Sg, ... nazywamy ciagiem sum czesciowych. Gdy polozymy
o
Tn =0py1 +Apypa+ ... = Z ag,
k=n+1
to ciag rq, 1o, ... Nazywamy ciggiem reszt.

Twierdzenie. Jesli szereg > ;2 ay, jest sumowalny, to lim,,_. r, = 0.
Uzasadnienie. Skoro

o x

Th= Y ay=—S,+ > ay,
k=n+1 k=1

to

oo
lim r, = Zak— lim s, = 0.

Szereg Y >, % ( tzw. szereg harmoniczny) jest niesumowalny bo
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Warunek Cauchye’go. Szereg > | jest sumowalny gdy dla dowolnej liczby
e > 0 mozna dobrac liczbe naturalng k tak, aby nieréwnosci m > n > k pociggaly

lan + pi1 + ...+ am| <e.
Szeregi harmoniczne: Szereg harmoniczny
=1
n—ﬂ,na

jest sumowalny gdy o > 1 oraz jest rozbiezny gdy a < 1. O

Twierdzenie. Jesli szeregi Y_.° | a, oraz > .>° | b, sq sumowalne, to
> (an + by) ZanJern,
n=1
Z ca, = c Z o
n=1 n=1
Y (an—bp) =D an— > by
n=1 n=1

n=1

Szereg naprzemienny to szereg postaci a; — ag +az — ... (—1)"a, + ..., gdzie
liczby a, sa nieujemne.

Twierdzenie. Gdy a; > as > ... oraz lim, . a, =0, to szereg Y22, (—1)""a
jest sumowalny. O
Przyktadowo
1 1 [e¢) )n+l
1—=—+- = In2.
2737 -y

n=1

Twierdzenie Abela. (N. H. Abel 1802 -1929). Jesli a; > ay > a3 > ... oraz
lim, 00 an = 0 przy czym cigg {by +ba+ ...+ b, : n=1,2,...} jest ograniczony,
to szereg Y00 1 (—1)"(ay, - by) jest sumowalny. O

Kryterium poréwnawcze. Gdy stale zachodzi 0 < b, < a,, to sumowalnosé
szerequ y o2 4 Gy, pocigga sumowalnosc szerequ Y o> 1 by, za$ rozbieznosc szeregu
Yooy by pocigga rozbieinosé szerequ Y 07 4 ay,. O

Szereg > 0 4 n(n =y jest sumowalny, bo
1 1 1 _ 1 1 1 1 1 1 1

1-2+2-3+”'+n~(n+1)_




Skoro stale mamy

1 B 1 ; i 1
- < — 0 szere —
n? n(n-—1) s = n?
jest sumowalny — mozna pokazaé, ze %2 = >, % Szereg > .7 sin - tgf jest

sumowalny, bo stale zachodzi

1 1 1
0 <sin tg < —.
n

Kryterium d’Alemberta (1717 -1783 encyklopedysta). Niech a1, as, . .. be-

dzie ciggiem liczb. Gdy
Ap+1
Qp,

lim

n—oo

<1,
to szereg >.o° | a, jest sumowalny; zas gdy

Ap+1
Qn

lim

n—oo

> 1,

to szereg Yo |an| jest niesumowalny. O
Kryterium Cauche’go. Niech ay,as, ... bedzie ciggiem liczb. Gdy

lim \/|a,| <1,

n—0o0

to szereg Y o2 a, jest sumowalny; zas gdy

lim \/|a,| > 1,

n—oo

to szereg Y00 | |an| jest niesumowalny. O

Uwaga: Kryteria d’Alemberta lub Cauchye’go niczego nie mowia gdy liczne w
nich granice wynosza 1.

Szereg > 0 4 % jest sumowalny, bo

n+1 |
lim 0722 lim ¢ =0
n—=oo (n 4+ 1)len n—oon+1

Zas szereg > >°
bo

on jest niesumowalny. Takze szereg > >° n,'l jest sumowalny;,

lim 7@4—1)! nn—lim( n )n—l
n=oo (p 4 1)l p!  nmo\n+1/) €

n110




Dla szeregu >->° mamy

nln

(1Pt 1
Bl R

Whioskujemy, ze gdy p jest liczba catkowita, to dla ¢ > 1 szereg jest sumowalny;
zas$ dla 0 < ¢ < 1 jest niesumowalny.

Zbadajmy sumowalnos¢ szeregu

i 2n— 1 1>n !
1 2n —1°
Mamy
2n+1 -1 n+1 m—1
I e L VO

noo g2n—1(—1)n—1(2n + 1)

Whioskujemy stad, ze jest to szereg sumowalny, o ile |x| < 1; gdy |z| > 1, to szereg
ten jest niesumowalny. Gdy |z| = 1, to dostajemy dwa szeregi naprzemienne

i (_1)n—1 i )n+1
= 2n—1 = 2n—1"
ktore sa sumowalne. Gdy rozwazymy szereg > -7, w, to mamy

" (I _ 1)n+1n2 .
111 =T —
n—oo (n+ 1)%(x — 1)» ’

Whioskujemy, ze dla —1 < x < 1 jest to szereg sumowalny. Jednoczes$nie spraw-
dzamy, ze dla |x| = 1 dostajemy szereg poréwnywalny z szeregiem harmonicznym
1 %, a wiec szereg ten jest sumowalny dla —1 < x < 1.
Kryterium Kummera. Szereg > 07 | a,, jest sumowalny gdy istnieje cigg liczb
dodatnich by, b, ... taki, ze

lim (bn ’Gn’ — bn+1) > 0.
n—oo ‘anJrl‘
Kryterium Raabego. Gdy
lim (-l 1y 51,
n=00 " |

to szereq >0 | a, jest sumowalny. Gdy




to szereg Y07 | a, jest niesumowalny. ]

Szereg > 0 4 (32::)71 jest sumowalny, bo lim,, . ¢} (%Zi}) . Skoro
10099n n 99 00 10099n
lim ' (n - ) =, to szereg Z & -
n—00 100 100 “— 100
jest sumowalny. Podobnie sprawdzamy, ze szereg >, @arcgign)n jest sumowalny:
zachodzi
. af(arctgn)® 7w
1 — =<1
noo on 1

Szereg > o, a, nazywamy bezwzglednie zbieznym gdy sumowalny jest szereg
o wyrazach nieujemnych >°°; |a,|.

Twierdzenie. Jesli szereg Y 7" | a, jest bezwzglednie zbiezny, to jest on takze
sumowalny oraz

(oo}
< an].
n=1

Twierdzenie. Jesli szereg > 07 | a, jest bezwzglednie zbiezny, to granica ;> ay
nie zalezy od kolejnosci wyrazow a,. |

Twierdzenie (Riemanna 1826 -1866). Jesli szereg >.0°, an jest sumowalny
oraz szereg Y oo | |a,| jest rozbieiny, to zmieniajac kolejnos$é wyrazéow ay,as, . ..
mozemy dostacé szereq zbiezny do dowolnej z gory ustalonej liczby. O

Mnozenie szeregdéw. Jesli szeregi > .>° , a, oraz > .7, b, sa bezwzglednie
zbiezne, to

Z Qp - Z bn = Z(albn + a2bn—1 +. CLnbl = Z Z a'kbn—k—i-l'
n=1 n=1 n=1 n=1 k=1

Policzmy
>SS (S ) T L - X e
n! mnl S\ o Ok'( kU (n—k)! — n! 9

. n 12 ,
Skoro zawsze zachodzi e” = 3777 ; %+, to udowodnilismy wzor

Iloczyny nieskonczone. Kladziemy

o
nli_)Holo(al'(lg'...'CLn>: 1—[1%.
n=



Gdy granica []72; a, jest liczba rézna od zera, to méwimy, ze iloczyn nieskon-

czony [[>7, ay jest zbiezny: w przeciwnym przypadku jest on rozbiezny. Uwaga:
- 1 an = 0 znaczy iloczyn nieskonczony [[7; a, jest rozbiezny.

Twierdzenie. Gdy iloczyn [[,° a, jest zbiezny, to lim, . a, = 1. O

Twierdzenie. Szereg Yo%, |a,| jest sumowalny gdy iloczyn TI02 (14 |by]) jest

zbiezny (gdy iloczyn TI02 (1 — |by|) jest zbieiny). O
lloczyny
ﬁ(l%—l) oraz, ﬁ(l - l)
n=1 n n=2 n

= 1 . 1 1 1 . 34 k+1 .
nl;[l(l—i_ﬁ) = lim 2(1—|—§)(1—|—§) . (1—|—%) = lim 255 = ]}L%lo(k+1) = 4-00;
> 1 1 1 . 123 k—1

Noczyny [[52,(1+ -5) oraz [[;2,(1 — -5) sa zbiezne, o ile 1 < s oraz rozbiezne
gdy s < 1.

Szereg postaci
o
ap+ a1z + asz® + ... Fapx + ... = Zana:"
n=0

nazywamy szeregiem potegowym. Kres gorny zbioru wszystkich wartosci x-6w,
dla ktorych szereg > 07 an,z™ jest sumowalny nazywamy promieniem zbieznosci
tego szeregu. Jesli r jest promieniem zbieznosci szeregu > 07, a,z", to przedzial
(—r,r) nazywamy przedziatem zbieznosci tego szeregu.

Twierdzenie. Jesli (—r,r) jest przedzialem zbieinosci szeregu > o an,x™,
to dla dowolnej liczby ¢ € (—r,r) szereg Y0 qa,c" jest bezwzglednie zbiezny.
Uzasadnienie. Przyjmijmy, ze szereg Yo7 a,b" jest sumowalny oraz, ze |c| < |b|.
Wtedy ciag ab', asb?, ... jest ograniczony: np. przez liczbe M. Mamy

cl® c\"

“Vem () .

i< (;

Skoro szereg geometryczny ».o° , M (%)n jest sumowalny: bo |7| < 1, to szereg
oo anc” jest bezwzglednie zbiezny. O

lanc”| = |a,b"|




7 kryteriéw d’Alemberta lub Cauchye’go wnioskujemy, ze Jesli

G, )
lim [ =4 albo lim +/|a,| =g,
n—oo | q, n—00
to promien zbieznosci szereg u Y ooy a,x™ wynosi v = —. Uwaga: szereg potegowy
na krancach swego przedziatu zbieznosci moze by¢ sumowalny lub nie. Szereg
potegowy
o xn
In(l14z)=> (-1)""'—
n=1 n
ma przedzial zbieZnos’ci [—1,1): dla x = 1 przedstawia on In 2; za$ dla z = —1

szereg rozbiezny » 07 ) -

Wzory wykorzystujace szeregi potegowe:

T 372 " o0
T =1 =Y
e S TR TR e Eom,
I2 ZL’4 l.2n o'} x2n
— 1+ —1)' .. = -
oSt o1 Tl Tt nz:% an)l'
T (L’S (L’S o) 2n+1
mer=——"4+_———... =5 ——(=1)"
N TR TN T ;(Qn—i—l)( )"
1 ad .
=> ", oile |z] < 1.

8

! ! L _ Sand ar =3 =3 "(n+1)a"
0 n=0 k=0 0

(1—.’13')2 l—zl—2 n=0 n= n=

Mamy takze, zawsze przy zalozeniu |z| < 1:

fe'e) x2n+1
g = (—1)"—;
arctg x 7;)( ) 1

, e 1-3.5-...-(2n—1)
arcsin x = y | 2t :
et Z;) 2.4-...-2n)2n+1)

< 1.3.5....-(2n—1)

\/1—:102 ,;) 2-4-...-(2n)

Przy pomocy szeregdw potegowych mozna uzasadni¢ wzor

e'x = cosx +isinz.
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Zapisany szeregami potegowymi wyraza sie on tak

— " — = (=Dn_ oy
.CL' "y ™,
Zo n! g Zo (2n +1)!
Dla jego uzasadnienia wystarczy zauwazy¢, ze i° = 1, i! =i, i?> = —1 oraz i®> = —i
itd. Czyli
. , 2 3 2t 2b
e :1+Z$_§_Z§+I+Za+”"
Co drugi sktadnik tej sumy zaczynajac od 1 daje
$2 I4 x2n 00 xQn
=1—=+——... -)"+...= —
cos T SRRV + (2n)!< )"+ nZ:() 2n)'(
pozostate sktadniki daja
T $3 $5 [e'e] x2n+1
={— — =1y ——Q(=1)".
isinz = 11' 23 +z(5) Z;::O(Qn—{—l)!( )

Skoro In(1 + ) = 302, (=1)"'£~, to podstawiajac za @ warto§¢ —z dosta-
niemy

X x x x

dodatkowo ze wzoru na mnozenie iloczynéw nieskonczonych dostaniemy

2n+1
In(l4+z)—In(l—2)=1In

1+x x x> b 0
Yol _
Grgrzr=22

1—2z 2n+1



