GRANICA NIESKONCZONEGO CIAGU LICZBOWEGO

Jesli kazdej liczbie naturalnej przyporzadkujemy liczbe, to méwimy, ze okre-
slilismy cigg nieskonczony. Ciagi nieskonczone nazywamy krotko ciggami i ozna-
czamy:

ag, Ay, g, . . ., by, ba, b3, ..., {an}nen lub {a,:ne€ N}.
Ciag ay,as, ... nazgywamy rosngcym gdy a; < as < ... : gdy zawsze zachodzi
ap, < apy1. Ciag ay,as, ... nazywamy niemalejgcym gdy aq < as < ... : gdy

zawsze zachodzi a,, < ap,41. Gdy w definicjach < zamienimy na > oraz < na
>, to okreslimy ciagi malejgcy oraz nierosngcy. Ciag rosnacy lub malejacy nazy-
wamy ciagiem monotonicznym - w literaturze czasami tak bywa okreslany ciag
niemalejacy badz nierosnacy.

Liczbe g nazywamy granicg ciagu ai,as, ... gdy dla dowolnej liczby ¢ > 0
mozma dobrac liczbe k tak, aby nierownosé n > k pociagata nierownosc

|an_g| <g;

innymi stowy: Dla dowolnej liczby € > 0 prawie wszystkie - tzn. poza skonczong
ilodcia - wyrazy ciggu ay, as, ... naleq do przedziatu (g —e,g + €).

Granice ciagu oznaczamy symbolami

9= g, tn = 0 On.

Ciag posiadajacy granice nazywamy zbieinym. Ciag rozbiezny to cigg ktéry nie
posiada granicy. Ciag aq,aq,... jest rozbiezny do +oo (jest rozbiezny do plus
nieskonczonosci) gdy prawie wszystkie wyrazy a, sa wieksze niz z gory zadana
liczba, tzn. dla dowolnego ¢ istnieje liczba naturalna n taka, ze jesli £ > n, to a,, >
e. Ciag ay, as, . .. jest rozbiezny do —oo (jest rozbiezny do minus nieskonczonosci)
gdy prawie wszystkie wyrazy a, sg mniejsze niz z gory zadana liczba, tzn. dla
dowolnego ¢ istnieje liczba naturalna n taka, ze jesli k > n, to a, < ¢.

Twierdzenie. Cigg monotoniczny jest zbiezny lub rozbieiny do +oo lub roz-
biezny do —oo. a

Twierdzenie. Cigg zbieiny jest ograniczony: istnieje liczba € > 0 taka, Ze
zawsze mamy —& < a, < €. O

Twierdzenie. Jesli ciggi ay,as, ... oraz by, bs, ... sq zbieine, to:

lim (a,, + b,) = lim a, + lim by;

n—oo n—oo n—oo

lim (a, — b,) = lim a, — lim b,;

n—oo n—oo n—oo



lim (ay, - by,)

n—oo

Twierdzenie Cauchy’ego. Cigg ai,as, ..

n lnnn—xnbn

a, lim,_.. a,

I

= lim a, - lim b,;

n—oo n—oo

- O
0 1lenhﬂlrg1<J b, # 0.

. jest zbiezny gdy dla dowolnej liczby

e > 0 ustnieje liczba naturalna k taka, zZe jesl liczby naturalne m orazn sq wieksze

niz k, to |a, — a,| < €. O
Twierdzenie Stolza. Jesli cigg rosnacy yi, vy, . .. jest rozbiezny, to
. Tn . Lp — Tp—1
lim — = lim .
O
Twierdzenie 1. JeSli ciqg ay,asq, . .. jest zbiezny, to
n
_La
lim a, = lim @
n—00 n—00 n
O
Twierdzenie 2. Jesli ciqg liczb dodatnich ay,as, ... jest zbiezny, to
711er010 a, = 7}51010 Yajas . .. a,.
O
Twierdzenie 3. Jesli cigg {ani1 —an :n=1,2,...} jest zbiezny, to
A, = (@ = dn).
O
. . PR . . a
Twierdzenie 4. Jesli liczby {ay,as, ...} sq dodatnie oraz lim ntl = g, to
n—oo an
lim, e 3/ = 9. -

Przyklady

lim g = g;

n—oo

lim |a,| = +o0

n—oo

lim n = 400

Jesli ¢ > 0, to lim,, o, nc = +00.
Jesli ¢ > 1, to lim,, ., ¢" = 4o00.
Jesli —1 < g < 1, to lim,,_, ¢" = 0.

lim — = 0;
n—oo n

gdy

oraz

ogodlnie:
1
lim — = 0.
n—oo q,,
lim (—1) = —o0.

n—oo



Jedli ¢ > 1, to lim,, .o /¢ = 1. Uzasadnienie: Gdy ¢ > 1, to ciag q, /q, ¥/q, - - .
jest malejacy, gdyz

n+\1/a e q%—!—l < qn-lo—lnT-H = {L/a

Skoro {/q > 1, to cigg ten jest ograniczony, a wigc zbiezny. Musi by¢

lim = /g > 1.

n—oo

Przypus¢my, ze lim, .. /¢ = 1 + a, Skoro a > 0, to 1 + a < {/q. Korzystamy z
dwumianu Newwtona i dostajemy

qg>(14a)" Za > na.

Z prawej strony nieréwnosci wystepuje liczba, ktéra moze by¢é dowolnie duza, a
wigc ¢ nie moze byc¢ liczba: jest lim,, .., = /g = 1. ]

Dla 0 < ¢ < 1 mamy

lim /g = =1.
n—oo nﬂoo\/_
Gdy |q| < 1, to
llm(l—l—q—l—q +¢° +. 7—26]

Ciag {(1+2)":n=1,2,...} jest rosnacy i ograniczony.

1 11 1 > 1
6_7111—>11;>lo(1+ 2 JLHQO(1+1|+2|+3|+ )= ol
Liczba e = 2,718 281 828 459... — nazywana tak od nazwiska L. Eulera —

nie jest liczba wymierna. Co wiecej nie moze by¢ pierwiastkiem wielomianu o
wspotezynnikach catkowitych: bywa okreslana jako liczba przestepna. Policzmy
lim,, oo (1 — %) = e 1. Jest tak bo

\" 1
(1_n> _(1+ﬁ)”_(1+ﬁ)”‘1'1+%1'

Gdy w twierdzeniu 4 potozymy a, = n - skoro lim,, ., "T“ = 1, to mamy

lim,, .o /n = 1.
Zas gdy potozymy a, = n!, to mamy

!
limwz lim n+ 1= +o0.

n—oo n—oo
n!



Z czego wnioskujemy lim, .., vVn! = 400 : twierdzenie 4 jest takze prawdziwe
dla litery ¢ rozumianej jako +o0.

Gdy w twierdzeniu Stolza podstawimy y,, = n oraz x,, = a" — gdzie liczba a
jest wieksza niz 1, to dostaniemy

n

Zas gdy skorzystamy z faktu lim,, .., /n = 1, to dostaniemy (ktadac y, = n oraz
Tp = Zzzl %)

1 24+ V3+...+ Un
p LEV2HE VB
n—oo n
Cn
Zachodzi lim - = 0. Uzasadnienie: Mamy
n—oo n_
et " ¢ ‘ c ‘
— | =Tp1 = | — =z, .
(n+1)! +1 I'n+1 n+1
Jedli tylko n > |c| — 1, to ciag liczb nieujemnych x1, xo, ... jest malejacy, a wiec
zbiezny bo jest jednoczesnie ograniczony. Mamy
I I lim — 0=0
= lim 2,4, = lim x, - lim =g-0=0.
9 n—oo +1 n— oo n—oo n, 4+ 1 g

Twierdzenie o trzech ciggach. Jesli zawsze zachodzi

a, <b, <c, oraz nhnolo a, = nhnolo Cns
to
lim a, = lim b, = lim c,.
n—oo n—oo n—oo
Przyktad.
24 (-1 3
02D 3,
n n

wyrazy ciggéw skrajnych zmierzajg do zera, a wiec ciag o wyrazach jak miedzy
nieréwnosciami jest takze zbiezny do zera.

Whiosek. Jesli cigg ay, as, . .. jest ograniczony oraz cigg by, ba, . .. jest zbiezny
do zera, to cigg a1by, asbs, . .. jest takze zbiezny do zera.

Jesling < ng < ...jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych, to ciag a,, , an,, . - .
nazywamy podciggiem.

Twierdzenie. Jesli cigg ay,as, ... jest ograniczony oraz nie jest zbiezny, to
mozna dobraé¢ dwa jego podciggi zbiezne do roznych granic.



