LICZBY ZESPOLONE

Przypomnijmy wzory
sin(a + 3) = sin acos 8 + cos asin 3,

cos(a+ ) = cosarcos 3 — sin asin 3.

W oparciu o nie okreslimy mnozenie wektoréw na ptaszczyznie. Rozwazmy dwa
wektory

(a,b) = (pcosp, psing) oraz (c,d) = (Tcos, Tsiny),
a nastepnie potézmy

(a,0) - (¢, d) = (p7 cos(p + ¥), prsin(p + ¢)).

Skoro o
(07 1) ’ (07 1) = (COS(§ + 5)7811171-) = (_17())7
to, upraszczjac zapis mnozenia, przyjmujemy (0,1) = i oraz i = —1. Gdy be-

dziemy pisali z + iy w miejsce (z,y), to mamy
(a+1b)(c +id) = ac — bd + i(bc + ad).

Wektor z = (z,y) zapisany w postaci z = x + iy nazywamy liczbg zespolong.
Liczba rzeczywista © = Re z, to tzw. realizm liczby zespolonej z; za$ liczba rze-
czywista y = Im z to tzw. imaginaris (lub czesé urojona) liczby zespolonej z.
Dhugosé wektora z = (x,y), czyli

2| =7 =2 + 37,

nazywamu modutem liczby zespolonej z. Kat ¢ taki, ze

x Yy .

— = Cos oraz = =sgingp

r r

nazywamy arqumentem liczby zespolonej z. Skoro argumentow moze by¢ wiele:
kazde dwa roznig sie o wielokrotno$é liczby 27, to jedyny argument spetniajacy
nieréwnosci 0 < ¢ < m nazywamy argumentem giownym. Illoczyn dwéch liczb
zespolonych ma modutl réwny iloczynowi moduléw czynnikéw oraz ar-
gument réwny sumie argumentow czynnikow. Liczbe Z = x—iy nazywamy
sprzezeniem liczby zespolonej z = x + iy. Mamy

2z = (v +iy)(z — iy) = 2% + ¢°,

czyli v/2Z = |z|. Nietrudno sprawdzamy, ze zawsze zachodzi

a+b=a+b oraz a-b=1a-b.



Dodawanie oraz odejmowanie liczb zespolonych to odpowiedniki dziatan na wek-
torach, czyli
(a+1ib)+ (c+id) =a+c+i(b+d),
(a+1ib) — (c+id) = a—c+i(b—d).
Dzielenie liczb zespolonych jest wykonalne: za wyjatkiem dzielenia przez zero
0 = (0,0). Mianowicie
a+ib  (a+ib)(c—id) ac+bd+,ad—bc
= = ) )
c+id 2 + d? cz 4+ d? 2 + d?

Wzory de Moivre’a: zwyczaj takiego nazewnictwa powstal po II wojnie
Swiatowej (w Polsce!), cho¢ wzory pochodza od Eulera.

[r(cos ¢ +isinp)]" = r"(cosny + isinnp).

Pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby u nazywamy liczbe x ktéora wymnozona
przez siebie n-razy daje u, innymi stowy: " = u. Gdy skorzystamy z trygonome-
trycznej postaci liczby zespolonej, czyli potozymy

u=r(cosp+ising) oraz x = R(cosy + isiny),
to dostajemy
z" = R"(cosny +isinny) = r(cos ¢ + isin p).

Stad wnioskujemy r = R™ (lub R = {/r) oraz ny = ¢ + 27k, gdzie k przebiega
liczby catkowite. Istotne sg tylko zaleznosci dla 0 < k < n, czyli

2rk + ¢
n

Y= dla ke{0,1,...,n—1}.

W rezultacie mamy

2rk 21k
\”/r(cosgp +ising) = {/r(cos PHEME | gin £

), gdzie ke{0,1,...,n—1}.
n

Zasadnicze twierdzenie algebry.
Twierdzenie. Dowolne rownanie
Mta2 4+ ta,z+a,=0

ma zawsze co najmnie) jedno rozwigzanie w zakresie liczb zespolonych.



Jesli zatozymy, ze czytelnik umie dzieli¢ wielomiany: zna algorytm Euklidesa,
to zasadnicze twierdzenie algebdry formutujemy tak:

Dowolny wielomian
a2+ a1z +a,
mozna przedstawic w formie iloczynu
(z—21)(z—22)...- (2 — zn),

gdzie z1, 29, . . ., 2z to liczby zespolone. Gdy mamy do czynienia z wielomianem o
wspotezynnikach rzeczywistych, to dostajemy

n—m
m 2

2+ " ray + 2" 2ag+ .+ za, 1 +a, = H(x —bg) - H (2% + cyx + dy),
k=1 =1

gdzie wszystkie dwumiany x2+4c,x+d; sa nierozkltadalne. Taki rozktad wielomianu
o wspotezynnikach rzeczywistych wyprowadzamy z zasadniczego twierdzenia al-
gebry oraz z wlasnosci sprzezenia liczb zespolonych. Mianowicie zauwazamy, ze
jesli liczba zespolona jest pierwiastkiem wielomianu o wspotezynnikach rzeczywi-
stych, to liczba do niej sprzezona jest takze pierwiastkiem tego wielomianu. Gdy
takie pierwiastki maja niezerowy imaginaris to produkuja one wielomian stopnia
drugiego: nierozktadalny, wystepujacy w wyzej zapisanym rozktadzie.

Mnozenie macierzy

Rozwazmy wzor
n
Cip = 2 Ajkbrp.
k=1

Jesli wyrazy a;, to wspélczynniki macierzy A (macierzy o n kolumnach) oraz
wyrazy by, to wspotezynniki macierzy B (macierzy o n wierszach), to wyrazy c;y,
mozemy traktowaé jak wyrazy macierzy C, ktora na tyle samo wierszy co A oraz
tyle samo kolumn co B. Mamy okre$lone dziatanie na macierzach

C=AoB,

ktore nazywamy mnozeniem macierzy. Mnozenie macierzy nie jest przemienne.
Jednakze jest to dziatanie taczne oraz dodawanie - rozumiane jako dodawanie
wspotezynnikéw o takich samych indeksach - jest rozdzielne wzgledem mnozenia.
Mamy

(AoB)o(C =Ao(Bo(),

(A+ B)oC=(AoC)+Bo()
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oraz

Ao(B+C)=(AoB)+ (Ao().
Dla macierzy kwadratowych A oraz B zachodzi
det(A o B) = det(A) - det(B).
Rzad iloczynu macierzy szacujemy dzieki twierdzeniu Sylwestera:
rz(A o B) < min{rz(A), rz(B)}.

Przypomnijmy, ze rzqd macierzy A, to maksymalna ilo$¢ kolumn macierzy kwa-
dratowej - powstalej z A poprzez skreslanie wierszy lub kolumn, wsréd macierzy
o niezerowym wyznaczniku. Uktad réwnan liniowych

yi =bj+ > ary
k=1

mozemy przedstawic
y =Aox+b,

gdzie x = (z1,%2,...,2,), ¥ = (Y1,Y2,---,Yn), b = (b1,ba,...,b,) oraz A jest
macierzg o wspotczynnikach a;;. Uklad taki ma rozwigzanie gdy

rz(A) = rz(Ab),

gdzie A to macierz podstawowa ukltadu, zas Ab to macierz powstata z A przez
dotaczenie kolumny b.

Gdyy=Aox+borazx=Coz+d, to
y=Ao(Coz+d)+b=A0cCoz+ Aod+b.

Whioskujemy stad, ze wielokrotna afiniczna zamiana wspotrzednych jest takze
pojedyncza afiniczng zamiang wspotrzednych.



