ROZNICZKOWANIE FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH:
rachunek pochodnych dla funkcji wektorowych

Pochodne czgstkowe funkcji rzeczywistej wielu zmiennych
(x1, @9, ...,x,) — f(x1,20,...,2,)
wyliczamy wedtug wzoru

af _ ;k s :Illim f(a:l....,ask_la:k—|—h,;1:k+1,...,a:n)—f(a:l.asg,...,xn)’
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gdzie granice obliczamy, traktujac zmienne rézne od xj jak ustalone parametry.
Gdy zechcemy wyliczy¢ pochodne czgstkowe rzedu drugiego lub rzedow wyzszych,
to przyjmujemy oznaczenia
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Macierz

/

(fer (a1, a0, ... an), fuoy(ar,an, .. van), ..., fo, (a1, a0, ... a,)) = f (a1,a9,...,a,)

nazywamy pochodng funkcji f w punkcie (ay, as, ..., a,): czasami taka pochodna
oznaczamy krotko f'. W literaturze pochodng funkcji f w punkcie (ay, as, . . ., ay)
bywa okreslane odwzorowanie liniowe, ktére wektorowi (x1, zs, . . ., z,,) prayporzad-
kowywuje liczbe (wektor: w przypadku funkcji wielowartosciowej)

fe(ar, a9, ..o an)x + fo,(ar, a0, ... an)xe + .00+ fo, (1,00, ..., ay)T,.

Funkcja wielowartosSciowa wielu zmiennych to funkcja F', ktora wektorowi
(21,29, ..., x,) prayporzadkowywuje wektor

(fl(:vl,xg,...,xn),fQ(:pl,xg,...,xn), ...,fk(ml,mg,...,xn)) )

Innymi stowy: funkcja wielowartosciowa wielu zmiennych to funkcja wektorowa,
czyli funkcja ktéra wektorowi przyporzadkowywuje wektor. Macierz

1 1 1
T T2 e Tn
2 2 2
F/ o F(l) o 1 T2 tet Tn
k k k
z1 Zo e Tn

przedstawia pochodng takiej funkcji. Kolejne wiersze tej macierzy to pochodne
funkcji rzeczywistych, ktore wektorowi (x1, za, . . ., z,,) przyporzadkowywuja kole-
jne wspolrzedne wektora F'(xq, s, ..., 2,). Dla funkcji rzeczywistej wielu zmien-
nych f(z1,2,...,x,) pochodna jest funkcja wektorowa: wartodciami sa wektory
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o tylu wspoétrzednych ile jest zmiennych. Stad macierz

fx1x1 f11$2 cte fxucn
f” :f(g) _ Joows  Jogzs o Juswn

f$k$1 fJJkI'Q ttt faikl'n

przedstawia druga pochodna takiej funkcji. W analogiczny sposdb wyznaczamy
pochodne wyzszych rzedéow. O funkcji ktéora ma pochodng méwimy, ze jest
rozniczkowalna. Gdy taka funkcja na pochodng rzedu n, to méwimy, iz jest
n-krotnie rézniczkowalna.

Gdy f(z,y,z) = zyz, to pierwsza pochodna jest macierz

’

= (yz, 2z, 2y);
za$ macierz
0 2z vy
ff=12 0 =z
y x 0

jest druga pochodna.

Twierdzenie. Jesli pochodne rzedu drugiego fy.., oraz fy.., sa ciggle na
kostce do ktorej nalezy punkt (aq,as, ..., ay,), to sq¢ réwne w tym punkcie: kostka
to zbiér punktéw (wektorow)

{(y1,92, -, yn) 101 <y1 < 1,02 <yo < ca,... 0raz b, <y, <c,}.

Twierdzenie to wymusza umiejetno$¢ sprawdzania: Kiedy funkcja wektorowa
jest ciggla? Dopiero po sprawdzeniu ciggtoséci pochodnych czgstkowych drugiego
rzedu mozna stosowaé to twierdzenie. Przyktady braku potrzebnej cigglosci
mozna znale$¢ wérod niezbyt skomplikowanych funkeji wymiernych.

Gdy

22 — 2 .
—_— d > 0;
0, gdy x=0=y,
to stosujac wzory na rozniczkowanie: w pierszym przypadku, oraz bezposrednio
z definicji: w drugim przypadku, wyliczamy, ze

2% — 2 49 .
fw(x7y): y<x2+y2 + ($2+y2)2 , gdy % 4+ y° > 0;

Wzér na pochodng czastkows f, jest symetryczny z tym, ze rézni si¢ o minus, a
wiec  f,(0,y) = —y oraz  f,(x,0) = x. Gdyby pochodne drugiego rzedu
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byly ciagle na kostce zawierajacej punkt (0,0), to mieliby$Smy  f,,(0,0) = —1
oraz  fy(0,0) = 1: sprzecznosé¢ z twierdzeniem. Brak réwnosci tych pochod-
nych czastkowych wyklucza ciagtosci choé jednej z nich w punkcie (0,0).

Dla rézniczkowalnych funkceji wektorowych obowiazuje wzor na rézniczkowanie
ztozenia. Mianowicie:

/

Gdy f(z) = h(g(x)), to f(x) =0 (9(x)) o g'(x),

gdzie symbol ,, 0" oznacza mnozenie macierzy wedtug wzoru c¢;, = Zgnzl a;jbj.

Funkcje f(z) = sinz + cosx mozna przedstawié¢ jako zlozenie
funkcji g :x — (sinz, cosx) oraz h:(x,y) — z+v. Wtedy
fa)=hg@), g =( 57 ) oran Ww.y) = (11). Skad

’ ’ COST . /
hog(x)=(1,1)0 (—sinm) =cosx —sinx = f (z).

Funkcje f(z) = 2®  mozna przedstawi¢ jako zlozenie funkcji g :
¢ — (z,x) oraz  h:(z,y) -2, Wtedy f(z) =h(g(z), ¢(2)=

(1) oraz b'(z,y) = (y2¥~',2¥ In 7). Skad mamy

!

B (g(x))og (z)=(zz® ', 2% In x) o (1) —27(1+ Inz) = f(2)

Dla rézniczkowalnych funkcji wektorowych obowigzuje wzor Taylora, tzn. dla
funkeji (n 4+ 1)—krotnie rézniczkowalnej f zachodzi

1

(n + 1)!f("+1)(x0+t(x_x0))o(&3—:50)",

Flo) = flan)+ 3 1y P roole o)+

gdzie 0 < t < 1. W tym wzorze symbolami f*)(zy) o (z — x0)* oznaczono
stosowne: wykonywalne przez odpowiednie oznaczanie wierszy i kolumn, mnoze-
nie macierzy. W przypadku funkcji rzeczywistej wielu zmiennych, np. funkcji
trzech zmiennych f(x,y, 2), oraz k = 2 bedziemy mieli zapis mnozenia, w ktérym
kolejno$¢ mnozenia nie bedzie istotna

Fxx Fa:y sz T — X
($_$an_y072_20)0 Fym Fyy Fyz o Y —"%Y
Fz:v Fzy Fzz Z— 20

Dla k£ > 2 problemy stosownego mnozenia macierzowego objasnia tzw. algebra
odwzorowan wieloliniowych.



Rozwazmy réwnanie  F(z,y) = 0. PomyS$lmy, ze funkcja x — y(z)
jest rozwiazaniem tego réwnania, czyli zawsze zachodzi  F(z,y(z)) =0. Gdy
F jest funkcja rézniczkowalna, to sktadamy ja z funkcja =z — (x,y(z)) , a
nastepnie rozniczkujemy takie ztozenie; Dostajemy

(F, F,) o (;) —0, eyl F,+y(2)F,=0.

Ostatnia rownos$é¢ to rownanie rozniczkowe rzedu pierwszego, dla ktérego do-
datkowo zachodzi réwnos¢  F,, = Fy,: jest to konsekwencja twierdzenia, o
ile pochodne czastkowe rzedu drugiego wystepujace w tej réwnosci sa ciagte.
Ta rowno$¢ moze byé¢ uzywana przy badaniu funkcji = — y(x), o ktérej

moéwimy, ze jest zadana w formie wwiktane;.

Gdy badamy réwnanie rézniczkowe 2z —y+(4dy—2a)y =0,  to ktadziemy
F, =2x —yoraz F,=4y—x: bomamy F,, = —1=F,. Dostajemy dwa
rownania réozniczkowe: w pierszym y jest parametrem, zas w drugim parametrem
jest x. Wyliczamy rozwigzania takich réwnan rézniczkowych, traktujac parame-
try jak state. Dostajemy

F(z,y)=2*+Ay+ D oraz F(z,y) =2y* —zy + B.

Porownujemy te ostanie réwnania, pamietajac, ze y albo x byty traktowane jak
stale. Dostajemy
Fz,y)=2*+2y* —a2y+C =0

i sprawdzamy, ze jest to catka ogélna rownania rézniczkowego wyjsciowego.

, . e . ’ .
Gdy badamy réwnanie rézniczkowe  1—z?+2%(y—x)y =0, to mnozymy
je stronami przez  x 2. Dostajemy réwnanie rézniczkowe

1 /
<$2—y) +(y—z)y =0:
w literaturze zabieg taki bywa nazywany mnozeniem przez czynnik catkujgcy.
Nastepnie ktadziemy  F, = <2 — y) oraz F, =y —x: gdyz
x
F,y=-1=F,.

Skoro parametry z albo y sa traktowane jak state, to wyliczamy rozwigzania
takich réwnan rézniczkowych

2 2

F(%y):—x*l_m‘y—i—D oraz F(x,y):%_xy+y§_’_B.
Poréwnujemy te ostanie rownania i dostajemy
-1 y?
F =— - Z+C=0.



Jest to caltka ogoélna réwnania rézniczkowego wyjsciowego.
Gdy badamy réwnanie rézniczkowe 32 = (1 — zy)y ,
stronami przez y~'. Dostajemy

1\
y+<x—>y =0.
Y

1
Nastepnie ktadziemy  F, =y oraz F, =2 — —: gdyz F,y=1=F,i
)

to mnozymy je

wyliczamy rozwigzania takich rownan rozniczkowych
Fr.y)=ay+D  oraz  Flry)=2y— ny++B.

Poréwnujemy te ostanie réwnania: y albo x byly traktowane jak state, i dosta-
jemy catke ogdlng réwnania wyjsciowego

F(z,y)=zy+ Iny+C =0.

Ekstrema lokalna. Méwimy, ze funkcja rzeczywista F(z1,zs,...,2,) ma
ekstremum lokalne w punkcie (x1, zs, ..., x,) gdy istnieje kostka

{(y1,y2, -, Yn) 101 <y1 < c1,bg < ya < c,... oraz b, <y, < ¢y},

do ktorej punkt ten nalezy oraz: — warto$¢ funkcji ' na dowolnym wektorze z tej
kostki jest niewieksza niz F'(xq,xs,...,2,), wtedy takie ekstremum nazywamy
nimimum lokalnym; — warto$¢ funkeji F' na dowolnym wektorze z tej kostki jest
niemniejsza niz F(x1, T, ..., x,), wtedy takie ekstremum nazywamy maksimum
lokalnym. Gdy badamy ekstrema lokalne funkcji rozwijalnej wedtug wzoru Tay-
lora, to ekstrema mogg istnie¢ jedynie w tych punktach, gdzie macierz pierwszej
pochodnej to macierz ztozona z samych zer. Wtedy o istnieniu ekstremum decy-
duje druga pochodna lub pochodne wyzszych rzedow.

Twierdzenie. Gdy dla 2-krotnie rézniczkowalnej funkcyi rzeczywistej
(X1, T2, ..., xy) — F(x1,29,...,2,),
w punkcie (ay,as, ..., a,) zachodzi
(Fp, (a1, a9,. .. a,), Fr(ar, a0, ... a,), ..., Fy (a1,as9,...,a,)) = (0,0,...,0)

oraz: — forma kwadratowa

(z1,29,...,2) — (21,29, ...,2,) 0 F (ay,as,...,a,)0



jest dodatnio okreslona: przyjmuje wartosci dodatnie za wyjatkiem punktu (0,0, ..., 0),
to funkcja F' ma w punkcie (ay,as, . .., a,) minimum lokalne; — za$ gdy ta forma
kwadratowa jest ujemnie okreslona: przyjmuje wartosci ujemne za wyjatkiem
punktu (0,0, ...,0), to funkcja F ma w punkcie (ay, as, . . . , a,) maksimum lokalne;

— zas gdy ta forma kwadratowa nie jest okreslona: przymuje wartosci dodatnie

lub ujemne za wyjatkiem (0,0,...,0), to funkcja F' w punkcie (a1, aq,. .., a,) nie

ma ekstremum; — w pozostatych przypadkach funkcja F' w punkcie (aq,as, ..., ay)
moze miec ekstemum lokalne, ale nie musi miec.

Gdy szukamy ekstremow lokalnych funkcji
F(x,y) = o' +y* — 22° + 4oy — 2%,
wpierw rozwigzujemy uktad réwnan

F, =423 — 4o +4y = 0;
F,=4y*+ 4z —4y= 0.

Dodajac stronami te rownania wyliczamy, ze = = —y.  Nastepnie rugujemy
y i otrzymujemy réwnanie  z(z?—2) =0.  Skad wyliczamy, ze musimy zbada¢
zachowanie funkcji F' w punktach (0,0), (v/2, —v/2) oraz (—v/2,v/2). Obliczamy

pochodne czastkowe rzedu drugiego
F,, = 122% — 4, F,, =4 =F,, oraz F,, = 12y* — 4.
Dla punktéw (v/2, —v/2) oraz (—v/2,v/2) badamy forme kwadratowa

y\? %2
>+5y'

20 4 X . 2 2 i
(w,y)o<4 20)o<y>—20x + 20y +8xy—20(:z+

10

Jest to forma kwadratowa dodatnio okreslona, a wiec w punktach tych funkcja
F' przyjmuje minima lokalne:

F(—V2,v/2) = =8 = F(v/2, —V?2).

Dla punktu (0,0) stosowna forma kwadratowa to

-4 4
(x,y) o < 1 _4> o (;) = —42® — 4y* 4 8ay = —4(x —y)*

Podpada ona pod czes¢ twierdzenia ,przypadki pozostate” i w punkcie tym ek-
stremum nie ma. Gdy zatozymy

x =1y oraz  # 0, to mamy F(z,r) = 2z* > 0.
Zas gdy zatozymy

= —yoraz 0 < 2° < 2, to mamy F(z, —y) = 22°(2* — 2) < 0.
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Gdy szukamy najmniejszej i najwiekszej wartosci funkcji
f(,y) = 20% - 2
w kole 22 + 3% < 4, to rozwigzujemy uklad réwnan
F,=4rx=0 oraz F, = —4y = 0.
Wyliczamy x = 0 = y. Skoro
F,.(0,0) = 4, F,,(0,0) = 0 = F,,(0,0) oraz F,,(0,0) = —4,

to forma kwadratowa

(x,y) o <_04 _04) o (5) = 42* — 4y

jest nieokreslona: funkcja F' we wnetrzu rozwazanego kota nie ma ekstreméw.
Funkcja ta przyjmuje wartoéci ekstremalne na okregu x? + y?> = 4: wynika to
z tzw. wlasnosci topologicznych funkcji cigglych, a wiec pozostata do zbadanie

funkcja
F(x,V4 —22) = 42* — 8.

Gdy = =0, to F'(0,2) = —8; zas gdy = 2, to F(2,0) = 8: znalezliémy minimum
oraz maksimum funkcji F' w kole 2% + y? < 4.

Gdy rozwazymy funkcje uwiktang x — y(x) zadana réwnaniem
Flz,y)=2zy+ Inz+ Iny =0,

to wyliczamy pochodne czastkowe

1 1
F, = Ty oraz F,= + :L’y'
€z )
Z rownosci F, + y,Fy = 0 dostajemy réwnanie rézniczkowe xy = —y. Calka

ogoblng tego rownania rézniczkowego jest rodzina hiperbol C' = yx. Zas rozwazana
funkcja uwiktana to hiperbola xy = C, gdzie C' jest stalg, ktora spetnia rownanie
C+ InC=0.

Metoda czynnika nieoznaczonego Lagrange’a. Gdy szukamy ekstremow
lokalnych funkcji (x,y) — H(z,y) przy warunku g(x,y) = 0, to badamy funkcje

F(x,y) = H(x,y) + Ag(x, y).

Punkty w ktorych moga by¢ ekstrema lokalne sg zawarte wérod rozwigzan uktadu
rownan Fy(z,y) =0, F,(z,y) = 0 oraz g(z,y) = 0. Przyktadowo, gdy

H(x,y):x2+y2 oraz g(m,y):xy—lzo,



to badamy funkcje
F(z,y) = 2* +y* = Nay — 1).

Dostajemy do rozwiagzania uktad réwnan 2z — Ay =0, 2y — Az = 0 oraz 1 = xy.
Odejmujac stronami pierwsze rownanie od drugiego wyliczamy, ze © = y. Po
wyrugowaniu y z rownania trzeciego dostajemy dwa punkty (1,1) oraz (=1, —1),
w ktérych mamy minima lokalne funkcji H (z,y) = x?+y? przy warunku g(z,y) =
xy — 1 = 0. Dlaczego ta metoda zawsze prowadzi do poprawnego wyniku?



