ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

Wiele obiektywnych prawidtowosci przyrodniczych udaje si¢ zapisa¢ w postaci
rownosci formalnej

F(z,y(z),yV(2), y?(2),...,y" (x)) = 0,

gdzie y* (x) to k—ta pochodna doktadniej nie znanej funkcji z — y(z), zaé§ F
to dokladnie sprecyzowana funkcja elementarna (albo rzeczywista) wielu zmi-
ennych. Gdy w tej réwnosci y™ (z) wystepuje w sposéb istotny, to nazywamy
ja rownaniem rozniczkowym zwyczajnym rzedu n. Termin réwnanie rézniczkowe
zostal wprowadzony przez Gottfrieda Leibniza (1646 — 1716).

Roézniczkowalng n-krotnie funkcje © — y(z) nazywamy rozwigzaniem szczegol-
nym: takze calkq szczegdlng, rownania

F(z,y(z),yV(2), yP(2),...,y" (2)) = 0,

gdy dla dowolnej liczby x z dziedziny tej funkcji spetniona jest rownos¢ okreslajaca
rownanie rozniczkowe, ale rozumiana jako réwnosé liczb.

Dla wielu réwnan rézniczkowych wszystkie catki szczegdlne mozna zapisa¢ w
formie rodziny funkeji elementarnej y(x, Cy, Cs, ..., C),) zaleznej od parametrow
Ch,Cy, ..., C,. Gdy podstawianie dowolnych uktadéw liczb za parametry daje
wszelkie rozwigzania szczegdlne — za wyjatkiem kilku, ktore zwyczajowo bywaja
nazywane osobliwymi — to mowimy, ze znalezliSmy rozwigzanie ogélne tego row-
nania: lub jego catke ogolng. Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych, to szukanie
jego calek szczegdlnych oraz ogélnych. To czynnosci o naturze statystycznej:
precyzowanie wiedzy o postaci rozwigzan szczegolnych badz ogdlnych.
Roéwnanie rozniczkowe zwyczajne rzedu n ma zwykle catke ogélng zalezna od
n parametrow; chociaz nie ma powodoéw, aby tak bylo zawsze. Teoria réwnan
rozniczkowych odpowiada na pytania:

Kiedy istnieje rozwigzanie (twierdzenia o istnieniu)?

Czy wyznaczylismy wszelkie rozwigzania (twierdzenia o jednoznacznosci)?

Roéwnanie rézniczkowe o zmniennych rozdzielonych: czyli réwnanie
postaci fly)y = h(z), rozwigzujemy, zgadujac calki nieoznaczone w
rownosci [ fly)dy = [ h(z) dx.

Przyktadowo, gdy

ldy  2x
y2dr 1422’

(14 22y = 2a1?, czyli



d 2
to zgadujemy calki nieoznaczone z obu stron rownosci / A
y2 1 + 1}'2
Nastepnie zapisujemy
-1y (1+2%) +C Stad !
— = 1In x . = :
y 2 YT (14+2%)+C

znalezlismy catke ogdlng — co wymagatoby uzasadnienia, ktore pomijamy.

Réwnanie rézniczkowe postaci y = f(ax + by +¢), gdzie a # 0 #
b rozwiazujemy, podstawiajac w = ax + by + ¢ oraz yb = u — a. Wtedy
dostajemy réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych v = bf(u) + a.

Przyktadowo, gdy y/ =x+y—+3, to ktadziemy u=x+y+3 i
wyliczamy —© =1+y. Nastepnie zgadujemy calki nieoznaczone w réwnosci

d
/ dr = ] f , w konsekwencji dostajemy catke ogolng
u

A+z=In|u+1|: y==Ce" —z—4.
/ X
Aby rozwiazaé réwnanie rézniczkowe y = f(—) jednorodne wzgle-
)
dem z oraz y piszemy y = xu, a nastepnie wyliczamy y = u+ xu.
Dostajemy réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych u+au = f(u).

Przyktadowo, gdy zy =z +y, to u + zu = 1+ u. Zgadujemy calki
nieoznaczone w réwnosci

d
/du: —x, czyli u=C+ In |z]
T

Innymi stowy: znalezliSmy catke ogolna

g:ln]a:\jLC badz y=xIn Cx.
T

Roéwnanie rézniczkowe

g Az + By +C
Y =) \DztBEy+F)

gdy uktad réwnan liniowych

{Ax—l—by—l—C =0
Dx+Ey+F =0

ma doktadnie jedno rozwigzanie x = « oraz y = (3 rozwigzujemy, podstawiajac
u=x—«aorazv=y— (. Wtedy

{Am+By+C’:Au+Bv
Dx+ FEy+ F = Du+ Fv,
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a wiec rownanie to przeksztalca sie na

Y = dv (Au+Bv).
du Du~+ Ev)

rownanie rozniczkowe jednorodne wzgledem u oraz v.

Jednakze gdy
(x+2y+ 1)y =2z +4y+ 3,

d 10z + 28
to ktadziemy z = 2x + 4y, a nastepnie wyliczamy - 2:2
z
2
Zgadujemy catki nieoznaczone w rownaniu i dz = / dx. Czyli
10z 428

4
10x—/1— z+2 3 Z:Z—g In (2 +2,8). Calka ogdlna to
S5y — 10z = In C(2x +4y +2,8) badz €' = C(5z + 10y + 7).

Réwnanie ' +p(z)y =0  nazywamy réwnaniem rézniczkowym liniowym
jednorodnym. Jest to rownanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych. Gdy
funkcja * — p(x) jest calkowalna, to catke ogdlng tego réwnania wyliczamy z

d
réwnosci /yy =— /p(:v) dx. Skad mamy  y(x) = CeJr@)d

Przyktadowo, gdy vy = y tg , / dy / tg o dx. Skad mamy
C
catke ogdlna In |y| = In czyli Yy =
| cos |’ cosz’
/ sin _ / sin
Sprawdzamy y =(C——-—; awlec y = = tg x.

cos? x cos?x  coszx

Réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne o' + p(z)y = q(z)
rozwigzujemy tzw. metodg uzmienniania stalej. Znajdujemy caltke ogdlng jego
czesci jednorodnej y + P'(x)y =0, czyli y(z) = Ce P@ . Nastepnie stosu-
jemy podstawienie  y(z) = u(z)e 7@,  Skoro

y =ue @ — Pl(x)u(x)e @,

du
to dostaniemy réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych e q(z)el@.
x

Gdy funkcja  u(z) = / q(2)eP® dx  jest calka szczegblng tego ostatnieniego

rownania roézniczkowego, to catka ogélna wynosi

y(z) = u(x)e P@ 4 Ce P,



Przyktadowo, gdy

’ Y
Yy —2= = 22 cosx,
T

!

to catkujemy réwnanie liniowe jednorodne  xy = 2y. Dostajemy
d d
/—y = /23. Skad In|y|=2InCz, czyli y=Cz”
Y x

Uzmienniamy stala, a wiec podstawiamy

y=u(x)x® oraz y =2xu(z)+ 2 (2).

Otrzymujemy réwnanie rézniczkowe

d
22%u(r) + x?’d—u —22%u(x) = 23 cos z,
x

/ /7 3 7 . . / . .
ktore upraszczamy do réwnania rézniczkowego u = cosxz. Nastepnie wyliczamy,

ze wu(r) = sinz + A. Ostatecznie catka ogélng jest y = z’sinx + Cz”.
Sprawdzamy: ¢ = 2zsinz 4+ a?cosz +2Cx;  a wiec
2 2
x*sinx + Cz
2z sinz + 2 cosx + 2Cx — Q—jL =z cosx.
x

Czasami przy rozwigzywaniu réwnania rézniczkowego przydatna jest wiedza
pozwalajaca przewidzie¢ postac calki szczegdlnej. Gdy y/ =2 +¢e*,  to
calky ogélna czesci jednorodnej ' = 2y jest funkcja  y = Ce?®.
Jednakze rozwigzania szczegélnego tego réwnania poszukujemy w postaci  y =
me®.  Wtedy v =3me®® i dostajemy réwnosé

3me’” = 2me’” + *7;

z ktorej wyliczamy —m = 1.  Ostatecznie catka ogdlna — suma catki szczegolnej
oraz calki ogolnej czesci jednorodnej rownania — wynosi

Yy = e + Ce®®.

Niewiele bardziej skomplikowana jest metoda rozwiazywania réwnania rézniczkowego
liniowego niejednorodnego
dy _ 2 T 3x
— +y = (22°+ 62 + 6)e” + 4e””.
dx
Catka ogdlng jego czeéci jednorodnej y +y =0 jest funkcja y = Ce . Calki
szezegdlnej réwnania rézniczkowego Y + y = 4€* szukamy w postaci y =
Ae3®. Stad y = 34¢%, a wiec rozwigzanie szczegdlne tego rownania wynosi

y = 3. 7Za$ calki szczegblnej réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego
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+ Yy = (2£E + 6z + 6)e” szukamy w postaci y = (Kz? + Lz + P)e®. Skoro
= (Kz?+ 2Kz + Lz + p)e®, to drugie szukane rozwigzanie szczegdlne wynosi
y = (2% + 2z + 3)e”. Ostatecznle catka ogoélna — suma obu catek szczegdlnych
oraz catki ogblnej czesci jednorodnej — wynosi

y= (2% 427+ 3)e” + ¥ + Ce™™

Réwnanie rézniczkowe Bernoulliego  y +p(z)y+q(z)y” =0.  Gdy

n = 0, to jest to rownanie liniowe niejednorodne. Gdy n = 1, to mamy do
czynienia z rownaniem liniowym Jednorodnym Gdy liczba naturalna n jest wu—;k—
sza niz 1, to stosujemy podstawienie z = y oraz =(1—-n)y™" y Po

podstaw1en1u — dla jasniejszego rachunku mozymy Wpierw rownanie wyjsciowe

przez — — dostajemy rownanie liniowe niejednorodne
Y

2 4+ (1—n)p(x)z = (n—1q(z).

Gdy y, +ay = 2y°,  to po podstawieniu 2 =y 2 dostajemy

rownanie z —2xz = —2x.  Calka ogdlna jego czesci jednorodne z =2xz2
2

jest funkcja z(x) = Ce*". Skoro caltka szczegblng réwnania otrzymanego

po podstawieniu jest funkcja — z(z) =1, to

1
z:C’e”‘Q—I—l:—Q.
Y

Czyli calka ogdlna réwnania poczatkowego wynosi

1
y_\/Cer—l—l'

Gdy 2y +y = y*Inz,  to stosujemy podstawienic zy = 1, a

wiec 2 = % Po wykonaniu podstawienia dostajemy réwnanie liniowe
Yy

niejednorodne  —z2'4z = Inz  takie, ze calka ogélna jego czesci jednorodne;j

z2=xz jest funkcja  z(x) = Cx.  Stosujemy metode uzmienniania stalej,

ktadac 2z = C(x)z, a nastepnie wyliczamy 7 =C'z+C. Skoro

In z In z de 14+ Inzx
[y e pde 1y
x? —x x? —x
to z rtéwnosci  —2°C'(z) = Inz  wyliczamy 2z =1+ Inx+ Cz. Mamy
catke ogolna
1
Y= .
Cr+14+ Inx



Réwnanie rézniczkowe Riccatiego

dy
5 =@y’ +a(@)y +r().
x
Gdy funkcja © — z(z) jest calka szczegdlna tego réownania (zgadujemy taka
. . . 1 ’ ’ u/
catkel), to stosujemy podstawienie y=2z+— oraz y =z - —.
u U

Po uproszczeniach dostajemy réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne

/

u () = —u(x)2p(x)z(z) — u(zr)q(z) — p(x).

Gdy ¢ =¢y>— y(2r+1)+2> +x+1, tosprawdzamy, ze funkcja y ==z

jest caltka szczegdlng tego rownania. Stosujaé podstawienie y=x+ —  oraz
U

’
’

u
y =1——, dostajemy
u

1\2 1 )
1—2=<x+> —<x+) 2z +1)+2"+z+1.
u u u

Po uproszczeniach otrzymamy réwnanie liniowe niejednorodne 1 = —u' +u.
Funkcja wu=1 jest catka szczegdlng tego ostatniego réwnania, zas funkcja
u = Ce” calka ogdlng jego czesci jednorodne;j vw=1u". Stad mamy

=1="Ce": ki tk Olna t = —_—
u e” : szukana catka ogoélna to y $+1+Ce“f

Cdy ay =2%y%— y(22* +1)+2*+1, tosprawdzamy, ze funkcja y =1
1

jest catka szczegdlng tego rownania. Stosuja¢ podstawienie y =14 —  oraz
u

/

/ u :
y =——, dostajemy
u
u <1+u>2 202 4+1 u+1 22+1
—_—— =27 — . _|_ .
u? u x u x
Po uproszczeniach otrzymamy —zu =2 — . Funkcja —u = —a? jest
catka szczegodlng tego réwnania liniowego niejednorodnego, zas$ funkcja u = Cx
catka ogdlna jego czesci jednorodnej u=zu. Stad mamy
2 , 1
u=—x"+Cu: szukana catka ogélna to y=1+ ——.
Cx — x?

!

Gdy y = 2% —y* + 1, to sprawdzamy, ze funkcja y = x  jest

catky szczegblng. Stosujemy podstawienie y = x4+ —  oraz y/ =1-
u



/

i dostajemy réwnanie rézniczkowe, ktore po uproszcezeniach jest réwnaniem

u?
rozniczkowym liniowym niejednorodnym — « = 2uz+1. Funkcja u = e’
jest catka ogdlng jego czesci jednorodnej 2ur = u . Stosujemy metode
2
uzmienniania statej, ktadac u = C(x)e®” i wyliczamy, ze calka szczegilna
réwnania  u = 2uz +1 jest funkcja  — e* /e_””2 dr.  Stad mamy
—g?
u=Ce"” +¢e /e’m2 dr : szukana calka ogélna to y =z + S
' C+ [e = dx’
Réwnanie rézniczkowe Clairauta  y = zy + f(y').  Rézniczkujemy
je stronami: y =y +ay +y f,(y'), i uproszczamy. Dostajemy réwnanie
y (x4 f(y)=0. Wséréd funkcji liniowych y = Bx = C  szukamy calki
ogdlnej: jest ona zawarta w calce ogélnej réwnania y° = 0. Skoro y = B,

to wyliczamy Bz + C = Bz + f(B), a wiec C = f(B): catka
ogoélna to y = Bxr = f(B).  Roéwnanie 4+ f(y) =0, to réwnanie
rozniczkowe o zmiennych rozdzielonych, gdzie szukang funkcjg jest pochodna
r — vy (z). Wisréd rozwigzan tego réwnania moga znajdowaé sie rozwiaza-
nia osobliwe (tzn. rozwiazania, ktére nie maja zapisu zgodnego z catka ogélna)
rOwnania rézniczkowego Clairauta. Wyszukujemy je przez sprawdzenie: jest to
konieczne, gdyz rozniczkujac réwnanie rézniczkowe Clairauta stronami zwiek-
szylismy ilos¢ funkcji, ktére pojawia sie w dalszych krokach szukania catek tego
rownania.

Gdy Yy = xy/ + (y/)4, to rézniczkowanie stronami prowadzi do réwnania
v =y +axy +4y (y/)4, ktére upraszczamy do réwnania  y (x + 4(yl)3) =0.
Gdy v = 0, to y = Az + B. Po wstawieniu do réwnania wyjsciowego mamy
Az + B = zA + A*,  czyli B = A%, Stad wnioskujemy, ze calka ogélng jest
funkcja y = Az + AL Z réwnosci x + 4(y/)3 =0 wyliczamy, ze
y = —T Tego ostatniego réwnania nie musimy catkowaé! Podstawiamy

wyliczone 3y do réwnania wyjéciowego i dostajemy jego catke osobliwg
1 4
—r\3 —x\3 =3 .
=x|— — ) = —xV2.
Y x( 1 ) * ( 1 ) g TVt

Gdy y= Qxy/—l—y2(y/)4, to mnozymy stronami przez y  toréwnanie

rozniczkowe, a nastepnie podstawiamy ¢ = y  oraz ¢t = 2yy. W

rezultacie dostajemy réwnanie t =zt + g(t/)g’, ktore — rozniczkujemy i

” 3 /
upraszczamy — przeksztalcamy w réwnanie rézniczkowe t (m + g(t )2> = 0.

Gdy t =0, to t=Ax+ B. Po wstawieniu do réwnania wyjsciowego
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1
mamy Ar+ B =2A+ §A3’ czyli 8B = A3 Stad wnioskujemy, ze
3
catka ogélna to  y = Az + = Z réwnosci 8z +3(t) =0 wyliczamy

’ —833 . . , . P . . .
t = 3 Calkujemy to ostatnie rownanie rozniczkowe i wyliczamy, ze
2 _32 3 . . M 4 _32 3
t° = 73: . W rezultacie dostajemy catke osobliwg  y* = 2—793 .
Y 1 : .
Gdy xr =5+ W, to szukamy calek w postaci funkcji y — z(y).
) )
Innymi stowy: réwnanie z = yz + (x/)2 rozniczkujemy stronami wzgledem
y;  po uproszczeniu dostaniemy 0=a(y+2r). Gdy 2 =0,
to x = Ay+ B oraz 2 = A. Po wstawieniu do przeksztatconego
réwnania wyjéciowego mamy ~— Ay+B = 2A+ A% czyli B = A% Stad
x— A? '
wnioskujemy, ze catka ogdlna to y=—7 Z, rownosci y = —2x

wyliczamy catke osobliwa
' = —dx, czyli oy =2v—u.

Jest to catka osobliwa dla 2z <0, bo y/\/— = —1: po podstawieniu do
rOwnania wyjsciowego mamy

1
T = —=2v/—xvV—T+

[ = —2(—z) — .

Réwnanie rézniczkowe Eulera azx®y’ + bry + cy = f(z).

Gdy 2% +9zy +12y =0, to szukamy calek w postaci funkcji  y = a”.
Mamy wtedy ‘="' oraz oy = (r—1)rz""%  zaéréwnanie zostaje

przeksztatcone na
2 r—2 r—1 ro__
zo(r— 1)ra" = + 9zra”™ " + 122" = 0.

Po uproszczeniu — dzielimy stronami przez z” — dostaniemy  (r+2)(r+6) = 0.

Skad wnioskujemy, ze funkcje  y=— oraz y=—  to calkiszczeglne.
x x
A

B
Wtedy funkcja  y=—+ — jest calka ogdlna.
x x

r

Gdy 2% —ay +y =2z, toszukajaé calek w postaci funkcji y = a”.
dostajemy rownanie

2 (r —Vra"? —ara™ ' + 2" = 0.



Po uproszczeniu mamy réwnosé (r—1)2=0.  Skad wnioskujemy, ze funkcje
y=Ax oraz y = Bxlnzxz to calki szczegdlne. Wtedy funkcja y =
Ax+Bx Inx  jest catka ogdlng czesci jednorodnej. Nastepnie sprawdzamy, ze
funkcja y = = In %z jest catky szczegdlna. W rezultacie funkcja

y=Ar+BxInz+2In’x

to szukana catka ogélna.

Gdy 22y +xy =12 1n z, to szukanie catek — czesci jednorodnej tego
réwnania 2%y’ +a2y = 0 - w postaci funkcji  y ="  prowadzi do réwnosci
r? =0. Skad wnioskujemy, ze rodzina funkcji

y=A"+B®Imnr=A+Blhx

jest catka ogdlna czesci jednorodnej: sprawdzamy to, podstawiajac w czesci jed-
. I B ” - : 3
norodnej y = —  oraz y o= Skoro funkcja y = 21n°z

jest calky szczegdlng roéwnania wyjsciowego — co sprawdzamy, podstawiajac w

’ . s, . /
tym réwnaniu rézniczkowym y =—1In?z oraz
x

y:

T 2

» <61n2x>1_121nx—61n2x
— to catka ogdlng réwnania wyjsciowego jest
y=A+BIlnxz+2In°z

Gdy 2%y 42y 4+y=2sin(In x),  to szukanie calek — czedci jednorodne;j
tego réwnania 2%y 4+ xy +y = 0 — w postaci funkcji y = 2"  prowadzi

do rownosci r?+1=0. Skad wnioskujemy, ze rodzina funkcji o wartos-
ciach zespolonych  y = Ax'+ Bx™"  zawiera calky ogdlna czedci jednorodne;j.
Ktadziemy ¢t = In x, korzystamy ze wzoru e = cost + isint i
wyliczamy

y = Ae" + Be™" = (A+ B)cost +i(A — B)sint.

Jesli sprawdzimy, ze funkcja  y = — In zcos( In z)  jest calka szczegdlna, to
y=Acos(Inz)+ Bsin( In x) — In zcos( In z)

jest catka ogdlna.

Roéwnanie rézniczkowe Langrange’a - d’Alemberta y = 2f(y') + g(y),
rozniczkujemy stronami wzgledem x i dostajemy

/ ”

y =fy)+af @)y +9 @)y

9



Nastepnie ktadziemy p = ' i mamy

p=fp)+ @f(p)+9®)p.

Jedli dla liczby ¢ zachodzi réwnos¢ g = f(q), to szukamy calki osobliwej w
postaci y = Ax + B. Po wstawieniu do réwnania wyjsciowego dostajemy
B =g¢(q) 1imamy calke osobliwa y =qx+ g(q). Jezeli zalozymy p #
f(p), to mamy

de S g |
dpp—=flp)  p— [
rownanie rézniczkowe liniowe niejednorodne, ktorego rozwigzaniami sg funkcje
p — z(p). Wowcezas catke ogdélng réwnania wyjsciowego otrzymujemy w
postaci parametrycznej
{xz z(p);
y= xz(p)f(p)+9(p)

Gdy y=2zy + (y/)’Q, to po zrdzniczkowaniu oraz podstawieniu = p =
y  dostajemy

’

0=p+2xpl—2p—3.
p

Dla  p =0 znajdujemy catke osobliwa y = 0. Jezeli p #0, to
pozostaje do rozwigzania roéwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne

de —2x 2 de  —2x

—=—+ Calka ogodlna jego czesci jednorodnej _— = to

dpp P dpp

rodzina funkcji =z = —. Metoda uzmienniania statej zgadujemy, ze funkcja
p

r=— to calka szczegélna. Stad oraz z podstawienia w rownaniu wyjs-

3
ciowym dostajemy catke ogélng w postaci rodzimy funkcji okreslonych parame-
trycznie

JR— C 2 .
S
20 3
y= —=
p P
Gdy =2xy —(y )% to po zrézniczkowaniu oraz podstawieniu  p =y

dostajemy

0=p+2xp —2pp.
Dla p=0 =znajdujemy caltke osobliwa y = 0. Jezeli  p #0, to
pozostaje do rozwigzania rownanie rézniczkowe liniowe niejednorodne

d -2 d —2
ar_ T + 2. Catka ogoélna jego czesci jednorodnej @ _ —x, to
dp  p dpp
rodzina funkcji = el Metodg uzmienniania statej zgadujemy, ze funkcja
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2
r=—p  tocalka szczegdlna. Stad oraz z podstawienia w réwnaniu wyjsciowym

dostajemy catke ogdlng w postaci rodzimy funkcji okreslonych parametrycznie

C n 2
r= —+=p;
p 3l
20 2,
Y= D 3p .
Gdy y= azt(yl)2 —y, to po zrézniczkowaniu oraz podstawieniu ~ p =y’

mamy
p—p*=p(2zp-1).

Dla  p=0 2znajdujemy catke osobliwa y=0; =zasdla p=1 zna-

jdujemy caltke osobliwg y=x+1. Jezeli 1#p+#0, to pozostaje do

rozwigzania réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne

d 2 1 d 2
ar_ 5- Catka ogoélna jego czesci jednorodnej a_ = ,
dp 1—=p p—p . dp. 1—p
to rodzina funkcji x = ﬁ Metoda uzmienniania statej zgadujemy, ze
-Pp

. p— Inp . . ,

funkcja z = ﬁ to catka szczegdlna. Stad oraz z podstawienia w réw-
-p

naniu wyjsciowym dostajemy catke ogélng w postaci rodzimy funkcji okreslonych
parametrycznie

U Inp+C
1-p?
o p—Ilnp+C, B
YT =y
Roéwnanie rézniczkowe rzedu drugiego F(z,y,y") = 0, w ktorym y nie

wystepuje wyraznie rozwiazujemy przez podstawienie  y = p(x).

Przyktadowo, gdy y = sinzcosz, to kladziemy p = sinzcosz.

Calkujemy to réwnanie rézniczkowe i dostajemy réwnanie rozniczkowe
/ — cos 2x
y=r=—"7F +C, ktore takze catkujemy. Mamy catke ogdlna
—sin 2z

y=—5 +Czx+ D.

Réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego  F(y,y',y") = 0, w ktérym x
nie wystepuje wyraznie rozwiazujemy przez podstawienie — u(y) = y' oraz

s du  dudy du
= — = —— = —U

4 de  dydr dy
rzedu pierwszego ze wzgledu na y.

(y). Otrzymujemy  F(y,u,u’) = 0: réwnanie

Przyktadowo, gdy  2yy” + (y)? = 0, to po podstawieniu jak wyzej i
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du

uproszczeniu dostaniemy Zyd— +u = 0. Catkujac to ostatnie rownanie
Y

s . . . . / , , .
rozniczkowe wyliczamy, ze U= —F—==1. Catka ogoélna tego réwnania

VCy

rozniczkowego  y® = A(z + B)? jest jednoczesnie szukana catka ogdlna.

Czasami mozemy postepowac inaczej. Gdybysmy szukali catek postaci  y =
'@ podstawiajac  y = u'e® oraz  y = e(u + (u)?), to po
podstawieniu w  2yy” + (y)> =0 i uproszczeniach dostalibysmy  3(u')?+
2u" = 0.

Takze, gdy vy = (v)?% to podstawiamy vy = yz i wyliczamy
y = y(z* —2). Po wstawieniu do réwnania wyjiciowego dostajemy réw-
nanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych v = Ay,  ktérego catka ogdlna
y = AeP®  jest jednoczesnie szukang catka ogdlna.

Réwnanie rézniczkowe liniowe o wspoétczynnikach statych
Ay ™ + Ay 4 Ay + Agy = f()

— gdzie A,,A,_1,...,A1, Ay to ustalone liczby — rozwigzujemy, podstawiajgc

y =€y = re®, . .y = e Nastepnie upraszczamy — dzielimy

stronami przez €' — jego cze$¢ jednorodng
Ay™ + A,y 4 Aly/ + Aoy =0
i dostajemy wielomian charakterystyczny
A+ Ay r™ L+ Air 4+ Ay = 0.

Gdy r jest pierwiastkiem co najmniej k-krotnym wielomianu charakterystycznego,

to funkcja y = 2" 1e™  jest calka szczegblng czesci jednorodnej. Kombinacija

liniowa wszystkich takich catek szczegdlnych oraz jednej calki szczegdlnej wyjs-
ciowego réwnania daje catke ogdlng.

Gdy vy =4y, to mamy wielomian charakterystyczny
P —4=0=(r—2)(r+2).
Wtedy caltka ogélna wynosi  y = Ae™2* + Be*.
Gdy ¢ 4+6y +9y=0, tomamy wielomian charakterystyczny
P +6r+9=0=(r+3)>%

Wtedy calka ogélna wynosi  y = (A + Bx)e .

12



Cdy ¢® —y =0, tomamy wielomian charakterystyczny
i —rt=0=r*r—1).
Wtedy catka ogdlna wynosi  y = (A + Bx)e® + Ce* = A+ Bx + Ce”.

Gdy y — 3y/ +2y = x*, to wiclomian charakterystyczny czesci jednorodne;j

n —Sy, +2y =0, wynosi
P —3r+2=0=(r—2)(r —1):

catka ogélna czeéci jednorodnej to  y = Ae**+Be®.  Calki szczegblnej szukamy
w postaci wielomianu 3y = ax® + bz +c.  Podstawiajac y = 2ax + b,
oraz Yy =2a, wyliczamy 2a =1, 2b =3 oraz 4c = 7. Stad calka ogdlna

to
2 3x 7
= Ae® + Be®® + — + =2 4 .
Y e+6+2+2+4

Gdy y —wy = 2sinz, to wielomian charakterystyczny czesci jednorodnej
y —y=0, wynosi

r2—1=0=(r+1(r—-1):

catka ogdlna czesci jednorodnej to y = Ae * + Be®.  Calki szczegdlnej
szukamy w postaci funkcji y = asinz.  Podstawiajac y = —asinz,
wyliczamy a = —1. Stad catka ogélna to

y=Ae * 4+ Be® —sinw.
Gdy y +y=0, to
2 —1=0=(r+i)(r—1i
jest wielomianem charakterystycznym. Catka ogolna to rodzina funkeji zespolonych
y=Ae "+ Be”. Korzystamy z rownosci € = cosx+isinz, iwyliczamy
catke ogdlna: jako rodzine funkcji rzeczywistych,
Ae ™ + Be"™ = (A+ B)cosz +i(B — A)sinz = Ccosz + Dsinx = y.
CGdy y 42y +5y=0, to
2+ 2r+5=0=(r+1+2i)(r+1—2i)

jest wielomianem charakterystycznym. Catka ogélna to rodzina funkcji zespolonych
y = AeT1H2)T 4 Be(Z1=207  Korgystamy z réwnosei

et = ¢*(cos b + isinb),
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i wyliczamy catke ogdlna
Ael1H2)e 4 Be(1=202 — o=2((' cos 22 4 iDsin 22) = .
CGdy y —y =2sinz —cosz, to
P +1=0=(r+1i)(r—1i

jest wielomianem charakterystycznym czesci jednorodnej. Sprawdzamy, ze funkcja

T .

y=—xcosr — —sinx

2

to catka szczegolna. Wtedy
T .
y=—zcosz — 5sing + Acosz + Bsinx

to caltka ogolna.

” I 1
Gdy y +4y = ———, to
cos 2x
r?+4=0=(r+2i)(r—2i)
jest wielomianem charakterystycznym czesci jednorodnej. Sprawdzamy, ze funkcja
1 x .
y = jcos 2x In (cos2x) + 5 sin 2x
to catka szczegolna. Wtedy
1 T . .
y = cos 2z In (cos2x) + 5 Sin 2z + +Acos 2z + Bsin 2z
to catka ogolna.
Cdy 9@ +4y =sin2z to
P rrt=0=r*(r+1)

jest wielomianem charakterystycznym czesci jednorodnej. Sprawdzamy, ze funkcja

1
Y= 1—0608233 — %sin%‘
to calka szczegdlna. Wtedy
L 2 L 2v++Ax+ Be "+ C
= — cos2xr — —sin2x x e
Y710 20
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to catka ogolna.

Uklady réwnan rézniczkowych. Rozwazmy uktad rownan rézniczkowych

Yy =y+z oraz Z=y+a+z Z pierwszego réwnania wyliczamy
réwnanie 2z = y — vy, ktére zrézniczkowane stronami daje 2 =y —
Y. Po podstawieniach dostajemy réwnanie liniowe niejednorodne o statych
wspotczynnikach

y” — y, = y/ +x, czyli y” — 2yl = .

Wielomian charakterystyczny jego czesci jednorodnej to r?—2r =0, zas
2
—x x
catka szczegdlna to Y=~ "7 Stad
r+ a2
y= A+ Be* — 1
1 — 2
5 — Be2® — A — ﬂ
4
Gdy a2 =ax+5y oraz y = —x— 3y, to wyliczamy rownanie réw-
nanie 1z = —3y—vy, ktore zrézniczkowane stronami (wzgledem paramertu
th) daje  2'(t) = =y (t) — 3y (1). Po podstawieniach dostajemy réwnanie

liniowe o stalych wspétczynnikach
—y =3y =—=3y—y +5y, cayli y (t)+2y (t)+2y(t) = 0.

Wielomian charakterystyczny jego czesci jednorodnej to r? 4+ 2r +2 = 0.
Calke ogdlng wyliczamy w postaci parametryczne;

y = e "(Asint + Bcost);
r=¢e"'[(B—2A)sint + (A —4B) cost].
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