GEOMETRIA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI

Potozenie punktu w przestrzeni okreslamy za pomoca trzech liczb (z,y, z).
Liczby te odpowiadaja rzutom na osie uktadu wspotrzednych: kazdy rzut wzdtuz
ptaszczyzny rownolegtej do dwoch osi oraz przechodzacej przez punkt, ktory rzu-
tujemy. Gdy osie ukladu sa prostopadle, przecinaja si¢ w punkcie (0,0,0), na
kazdej osi wybrany jest zwrot oraz jednostka dlugosci, to taki uktad nazywamy
kartezjanskim uktadem wspotrzednych.

Gdy kartezjanski uktad wspétrzednych przesuniemy o wektor (a, b, ¢), to wspot-
rzedne punktu (z,y, z) w nowym ukladzie wyrazaja sie wzorami

*

¥ = r—a,
* I

y* = y-—b,
z¥ = z—c.

W przestrzeni wektory oznaczamy tak samo jak punkty. Jesli (x,y, z) jest punk-

tem (wektorem), to liczba
(2,9, 2)] = a2 +y? + 22

jest odlegtoscia tego punktu od poczatku uktadu: jest diugoscia wektora od
punktu (0,0,0) do punktu (z,y, z). Mamy

T = pcosaq,
y = pcosp,
Z = pCcos7,

gdzie p = \/x? + y? + 22. Z wzordw tych odczytujemy, ze
cos® a4 cos® B+ cos’y =1

i wnosimy, ze katy «, (3 oraz -, to katy pomiedzy wektorem od punktu (0, 0,0) do
punktu (z,vy, z), a dodatnio zwr6conymi osiami: osiami zwréconymi w strone za-
znaczonej na nich jednostkach dtugosci, uktadu wspotrzednych. Odlegtosc miedzy
punktami (a,b,c) a (d, e, f) wyznaczamy wedtug wzoru

Va—d2+b—e?+(c—f)2

Kierunek wektora od (a, b, c) do (d, e, f) charakteryzuja trzy katy jakie wektor
ten tworzy z wektorami jednostkowymi na osiach uktadu wspotrzednych:

a—d
Va—d)?2+(b—e2+(c— f)?

cos ¥ =

I

1



b—e
Va—d2+(b—e?+(c—f)?

c—f '
Va—d2+b—e?+(c—f)?

Jesli kierunki dwoch prostych sa dane za pomoca katéow («, 3,7) oraz (u, 7,v), to
kat ¢ pomiedzy prostymi rownolegtymi do nich oraz przecinajacymi si¢ wyzna-
czamy wedtug wzoru

cos 3 =

I

cosy =

COS (p = COS ( COS [L + COS 3 COS T + COS Y COS T.
Takie proste sa prostopadte, o ile

0 = cosacos it + cos 3 cos T + cos Yy cos T.

Afiniczna zamiana wspotrzednych zadawana jest rOwnaniami
" = anw + apy + a3z + b

Y* = anT + any + az + by
2" = azr + azy + azzz + bs,
o ile wyznacznik
apn Q2 a3
Qg1 G22 (23
gy az2 @33
jest niezerowy. Gdy wyznacznik ten wynosi 1, to mamy do czynienia z obrotem

oraz przesunieciem o wektor (by, by, b3): wiersze tego wyznacznika cosinusy katow
jakie osie nowego uktadu tworza z osiami uktadu starego.

Jesli potozymy

T = pcosesinT T = PCOSYCOST
y = psinesinT albo Yy = psinpcosT
Z = pCcosT z = psinT,

to liczby (p, ¢, T) bywaja nazywane wspoOlrzednymi sferycznymi lub geograficz-
nymi. Wtedy: - p to odlegltosé punktu od poczatku uktadu; - ¢ to odpowiednik
dtugosci georaficznej; - 7 to odpowiednik szerokosci geograficznej. Wspotrzedne
sferyczne zmieniajg sie w zakresie

0 <p< +Hoo,
0 <p< 27,
0 <7< .



Zas wspotrzedne geograficzne w zakresie

0 <p< Hoo,

-7 §S0< T,

—TT T
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Réwnania

T = pCos,

y = psing,

z = z

charakteryzuja wspoélrzedne walcowe Iloczyn skalarny wektoréw (a, b, ¢) oraz (d, e, f):
iloczym dlugoéci wektoréw razy cosinus kata pomiedzy nimi, to liczba

ad + be + cf.

Obierzmy na osiach uktadu wspoétrzednych wektory jednostkowe i, j oraz k tak,
aby tworzyly one uktad prawoskretny. Iloczyn wektorowy okreslamy wedtug tabeli

il j| k
il 0] k|—j
jl—-k| 0] i
k| j|—-i] 0

Jesli zatozymy, ze a, b oraz c to wektory; zas n oraz n to liczby oraz zachodzg
warunki

to iloczyn wektorowy wektorow a = (ay,aq,a3) oraz b = (by, by, b3) oznaczamy
a x b i sprawdzamy, ze

a x b = (asbs — agby, aghy — aibs, a1bs — abs).

Innymi stowy iloczyn wektorowy a x b to wektor prostopadty do wektorow a oraz
b o dhugosci

Va3 + a3 + a3\/b? + b3 + bisina ;

gdzie a to kat pomiedzy wektorami a oraz b, oraz o zwrocie takim aby wystepujac
po wektorach a oraz b dawal uktad prawoskretny. Diugosc wektora a x b to
pole réwnolegtoboku o bokach a oraz b. [loczyn wektorowy mozna okresli¢ takze
wzorem

i j k
a X b =|a ay as
by by b3



Roéwnanie Ax + By + Cz + D = 0 wyznacza plaszczyzne prostopadly do
wektora (A, B, C): kazda plaszczyzne mozna przedstawié¢ takim rownaniem. Jesli
plaszczyzna jest okreslona przez trzy swoje punkty (aq,asq,as), (b, be,bs) oraz
(¢1,¢9,¢3), to ma ona réwnanie

r vy z 1
ay Qag as 1
b1 bQ b3 1= 1.
C1 Co2 C3 1

Jesli cztery punkty (aq,as,as), (b1, be,bs), (c1,co,c3) oraz (dy,ds,ds) nie leza na
jednej ptaszczyznie, to % wartosci bezwzglednej z wyznacznika

a; ag as 1
b1 bg bg 1
Ci Cy C3 1
dy dy ds 1

jest réwna objetosci czworo$cianu, ktérego wierzchotkami sg te punkty. Odlegtosé
punktu (a, b, c) od plaszczyzny Ax + By + Cz + D = 0 obliczamy wedlug wzoru

Aa+ Bb+Cec+d
AT iC

Kat ¢ miedzy ptaszczyznami Az + By+Cz+ D =0oraz Fx+ Fy+Gz+H =0
obliczamy wedtug wzoru

|AE + BF + CG]|
VA2 4+ B2+ C?WE? + F2 + G?

cosp =
Ptaszczyzny te sa réwnolegte gdy
(A, B,C) = \E,F,G),
za$ sg prostopadte gdy AE + BF + CG = 0.
Prosta w przestrzeni okreslamy jako czes¢ wspdlng dwoch plaszezyzn

Ar+By+Cz+D = 0
Ex+Fy+Gz+H = 0

Gdy prosta przechodzi przez punkty (a,b,c) oraz (d,e, f), to wyznaczaja ja réw-

nania
r—a y—»>b z-—c

d—a e—c f—c




Innymi stowowy réwnania

wyznaczaja prosta przechodzaca przez punkt (a, b, ¢) oraz réwnolegla do wektora
(m, n,p): wektorem (m,n,p) moze by¢ iloczyn wektorowy

(A, B,C) x (E,F,G)!

Roéwnanie postaci
Ar? + By +C2* + Doy + Exz + Fyz+ Gr + Hy +1z+J =0

nazywamy rownaniem stopnia drugiego. Przez afiniczng zamiane wspotrzednych
doprowadzamy go do tzw. postaci kanonicznej. W ustaleniu takiej zamiany uzy-
teczny bywa wzor

N Dy n Ez N G )2
CTovA T oA 2vA
gdzie W (y, z) jest wielomianem drugiego stopnia zaleznym jedynie od zmienych
y oraz z. Wzér ten zastosowany dwukrotnie pozwala znalez¢ afiniczna zamianeg
sprowadzajaca dowolne réwnanie stopnia drugiego do postaci: 22 = 0 - punkt,
x =1 - plaszczyzna, 22 — y? = 0 - dwie przecinajace sie ptaszczyzny, 22 +y% = 1
- walec eliptyczny, 22 — y? = 1 - walec hiperboliczny, 2% = y - walec paraboliczny,
2?2 4y?+22 = 1 - elipsa, 22 +1y? = z - paraboloida, 2% 4y? = 22 - stozek eliptyczny,
2% +y? — 22 = 1 - hiperboloida jednopowlokowa, 22 — > — 22 = 1 - hiperboloida
dwupowtokowa.

Am2+ny+Exz+Gx:A< + Wiy, 2),



