GEOMERTIA ANALITYCZNA NA PLASZCZYZNIE

Ustalmy na ptaszczyznie dwie prostopadte osie X oraz Y przecinajace sie w
punkcie (0,0). Aby okresli¢ potozenie punktu P rysujemy proste rownoleglte do
obu osi przechodzace przez ten punkt. Przecigcie jednej z narysowanych prostych
z osig X oznaczamy (z,0); za$ przeciecie drugiej prostej z osia Y oznaczamy (0, y).
Gdy na osiach sa ustalone jednostki dlugosci, to x oraz y mozemy traktowac jak
liczby okreslajace odlegtosci punktéw od osi. Para (x,y) jednoznacznie opisuje
potozenie punktu P. Liczbe x nazywamy odcietqg punktu P; liczbe y rzedng tego
punktu; obie liczby wspdtrzednymi kartezjanskimi punktu P: taki sposéb opisy-
wania plaszczyzny zawdzieczamy Rene Descartes - w wersji polskiej Kartezjusz,
zyjacemu w latach 1596 - 1650.

Gdy przyjmniemy
T = 1 COos ¢;
{ Yy = rsin ¢,
to liczby r oraz ¢ nazywamy wspdtrzednymi bieqgunowymi punktu P. Wowczas r
jest odlegtoscia pomiedzy punktami (0,0) a (z,y); za$ ¢ jest katem miedzy osia
X a prosta taczaca te punkty.

Réwnania
{x* = Ax + By + C;

y*=Dx+ Ey+ F,

D FE
jest niezerowy. Dwukrotna afiniczna zamiana wspotrzednych jest takze pojedyn-
cza zamiang wspotrzednych. Blizsze rozeznanie tej wlasnosci prowadzi do okre-
slania mnozenia macierzy: prowadzi do tzw. algebry liniowey.

. : . , : . A B
opisuja afiniczng zamiane uktadu wspotrzednych, o ile wyznacznik det ( [ ] )

W uktadzie wspotrzednych kartezjanskich wektory oznaczamy tak samo jak
punkty. Punkt P o wspolrzednych (z,y) utozsamiamy z wektorem od punktu
(0,0) do punktu P.

lloczym skalarny wektorow, czyli iloczyn dlugosci wektora oraz cosinusa kata
pomiedzy wektorami (a,b) oraz (c,d), wyliczamy wedtug wzoru

ac + bd.

Dlugosé wektora (a, b), czyli dtugos$é odcinka taczacego punkt (0, 0) z punktem
(a,b), wyliczamy wedtug wzoru

Va2 + b

za$ dhugos$¢ odcinka taczacego punkty (a,b) oraz (¢, d) wedtug wzoru
Via— o2+ (b—d)2.
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Wrzory na dlugo$é¢ wektora sa natychmiastowymi konsekwencjami twierdzenia
Pitagorasa.

Skoro iloczyn skalarny dwu prostopadtych wektoréw jest réwny zeru, to wek-
tor (a,b) jest zawsze prostopadty do wektora (b, —a): wtedy ze wzoru na iloczyn
skalarny mamy ab — ab = 0.

Przyjmijmy, ze i jest wektorem jednostkowym na osi X, zas j wektorem jed-
nostkowym na osi Y. Wowczas wektor (a, b) mozemy zapisywaé¢ w postaci ai+ bj.
Z pomocy algebraicznych wtasnosci iloczynu skalarnego wyprowadzimy wzor na
ten iloczyn:

(@i 4+ b)) o (ci + dj) =
= acioi + adioj 4+ bcjoi + bdjoj =
= ac + 0 + 0 + bd.

Réwnanie prostej:
Ar 4+ By+ C = 0.

Gdy C = 0, to jest to prosta przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych.
Gdy A = 0, to jest to prosta rownolegta do osi X przecinajaca os Y w punkcie
(0.59).

Gdy B = 0, to jest to prosta rownolegta do osi Y przecinajaca o§ X w punkcie
(.0).

Gdy ABC # 0, to jest to prosta przechodzaca przez punkt (0, %f) oraz (%, 0):
jej rownanie

=—1 bywa zapisywane f + Y_1.
a

b

Ax . Bx
C C
Wektor (A, B) jest zawsze prostopadly do dowolnego wektora lezacego na prostej

Ax + By + C = 0 innymi stowy: prosta Ax + By + C' = 0 jest prostopadta do
wektora (A, B).

Réwnanie kierunkowe prostej: Rozpatrzmy prosta nieréwnoleglta do osi
Y, tzn. prosta —Ax + y — C' = 0. Przeksztalcamy jej réwnanie do réwnania

y=Ax+C,

ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej. Wspotczynnik A jest tangen-
sem kata nachylenia prostej do osi X: jest tangensem kata miedzy osig X a
,hasza’ prosta.

Dane sg dwie proste o réwnaniach

Y= mix +n oraz Y = Mok + Na.



Korzystajac ze wzoru

tga — tgf
tg(a — ) = ——2
gla—6) 1+ tgo - tgls

otrzymujemy wzor na tangens kata ¢ pomiedzy tymi prostymi

mo — My

tgp = ——— .
g¢ 1—|—m2-m1

Roéwnanie wektorowe prostej:

(z,y) = t(A,7) + (a,b),

gdzie t to parament przebiegajacy liczby rzeczywiste, (z,y) to dowolny punkt pro-
stej, (a,b) to ustalony punkt prostej, zas (A, ) to wektor réwnolegly do proste;j.
Réwnanie to mozemy zapisa¢ w postaci uktadu réwnan liniowych

r =t N + a
y =t v + b

Rugujac parament ¢ otrzymujemy

r—a y—2>b

A gl

W tej postaci wektor (A,7y) to wektor réwnolegly do prostej. ,Paradoksalnie”
taka posta¢ réwnania moze wyglada¢ jakbys my umieli dzieli¢ przez zero: gdy

A=01lub~vy=0.
Roéwnania drugiego stopnia: Réwnanie
(z—a)’ +(y = b =1’
przedstawia okrag o promieniu r oraz $rodku w punkcie (a, b). Nieréwnosé
(x—a)’+(y—b)?*<r’

przedstawia koto ograniczone okregiem (Ciekawe dlaczego nie méwimy okra-
giem?) o promieniu r oraz srodkiem (a, b).

Parabola: (Co to takiego sik paraboliczny?) Parabolg nazywamy krzywa taka,
dla ktorej odlegtos¢ jej dowolnego punktu od ustalonej prostej -zwanej kierownicq,
jest réwna odlegtosci od ustalonego punktu - zwanego ogniskiem. Gdy kierownica
ma réwnanie y = c; jest prosta rownoleglty do osi Y, to réwnanie

y—c=/(x—a)?+(y—b)?



przedstawia parabole o ognisku (a,b). Wtedy prosta @ = a nazywamy osig pa-
raboli: jest to oS symetrii paraboli, za$ punkt (a, %) wierzchotkiem paraboli:
jest to punkt paraboli nalezacy do jej osi symetrii. Podnosimy obie strony row-
nosci: okreslajacej parabole, do kwadratu, rozwijamy nawiasy, redukujemy i w
konsekwencji dostajemy

y = ma® +nx + p,

gdzie
1 a a? b+c

M= "T o=y O™ PTop—o9 "

Elipsa: FElipsq nazywamy taka krzywa, dla ktorej suma odlegtosci dowol-
nego jej punktu od dwu ustalonych punktow - zwanych ogniskami jest stata.
Ustalmy uktad wspotrzednych tak, aby ogniska elipsy miaty wspétrzedne (c,0)
oraz (—c,0). Sume odlegtodci punktéw elipsy od ognisk oznaczamy 2a. Zatem
elipse przedstawia réwnanie

\/(m—c)2+y2+\/(a:+c)2—|—y2:2a.

Uwalniajac (Czy takie uwalnianie jest prosta operacja rachunkowa?) to rownanie
od pierwiastkéw oraz podstawiajac a? — ¢? = b? dostajemy

2 g
Stm=L

Punkty (—a,0), (a,0, (0,—b) oraz (0,b) nazywamy wierzchotkami elipsy; zas od-

cinki od (0,0) do (a,0) oraz od (0,0) do (0,b) jej pélosiami. Co to sa osi elipsy?

Hiperbola: Hiperbolg nazywamy taka krzywa, dla ktorej réznica odlegtosci
dowolnego jej punktu od dwu ustalonych punktéw - zwanych ogniskami jest stata.
Ustalmy uktad wspétrzednych tak, aby ogniska elipsy miaty wspoélrzedne (c,0)
oraz (—¢,0). Roznice odlegtoéci punktéw elipsy od ognisk oznaczamy 2a. Zatem
elipse przedstawia rownanie

\/(x—c)2+y2—\/(x+c)2+y2:2a.

Uwalniajac (Czy takie uwalnianie jest prostsza operacja rachunkowa niz w przy-

padku elipsy?) to réwnanie od pierwiastkéw oraz podstawiajac ¢ — a®> = b?
dostajemy

22 2

a b?
Punkty (—a, 0) oraz (a, 0) nazywamy wierzchotkami hiperboli ; za$ proste y = %bx

oraz y = Sx asymptotams hiperboli.



