UKEADY ROWNAN LINIOWYCH, MACIERZE, WYZNACZNIKI

Rozwazmy uktad réwnan liniowych

a1121 + a9 + ... + A1nTp = bl
2171 + G22%9 + ... + AonTy = bg
Am1T1 + Qa2 + ..o+ ATy, = bm

Wspdtezynniki a;, oraz b; to liczby. Szukamy uktadu liczb x1, s, ... 2, tak, aby
wszystkie rownania byty spetnione: wszystkie réwnosci byty prawdziwe. Takie
szukanie nazywamy rozwigzywaniem, przy ktorym mozna:

(1). Dowolnie zamieniac kolejnosé wypisywania réwnan;

(2). Rownanie pomnozyé stronami przez liczbe rézng od zera, a nastepnie wynik
wpisac na jego miejsce.

(3). Dwa réwnania dodaé stronami do siebie, a nastepnie wynik wpisaé na miej-
scu jednego z mich.

Operacja (1) jest odwracalna, bo zmiana kolejnosci zapisywania to czynno$é me-
chaniczna, ktorej odwracalnoéc kazdy sprawdza doswiadczalnie! Gdy wykonujemy
operacje (2) mnozac przez liczbe a, to mnozenie przez + gwarantuje odwracalnosé
tej operacji. R6wnosé

(A+B)—A=B

pociaga odwracalnosé operacji (3): wykonanie operacji odwrotnej wymaga sto-
sowania (3) oraz (2) z mnozeniem przez —1. PokazaliSmy, ze stosowanie operacji
(1), (2) oraz (3) pozwala przeksztalcié dowolny uktad réwnan liniowych na uktad
rownan liniowych o takich samych rozwigzaniach, z ktorego tatwo odczytaé te
rozwigzania.

Zapiszmy uktad réwnan liniowych w postaci macierzy

a1 ai12 e Q1n b1
a921 a92 e QAo bQ
Aml  Gm2 oo Gmn Om

Jest to macierz wspotezynnikéw o (m) — wierszach oraz (n + 1) — kolumnach.
Wspotezynnik a;, nalezy do 1—tego wiersza oraz k—tej kolumny; zas wspotczyn-
nik b; nalezy do j—tego wiersza oraz (n + 1)—szej kolumny: przy okazji wyjasni-
lismy jaki obiekt nazywamy macierzqg. Gdy a;; # 0, to macierz wspotczynnikow



przeksztatcamy tak, aby w pierwszej kolumnie dosta¢ same zera za wyjatkiem aq.

Dokonujemy tego ,umiejetnie” stosujac operacje (2) oraz (3): kolejno wzgledem
a

k mnozymy 1—ty wiersz przez ik, odejmujemy go od wiersza k—tego, a wy-
aiy

nik odejmowania wpisujemy w miejsce wiersza k—tego. Jako wynik otrzymyjemy

macierz postaci

a;;  a12 oo Qp b1
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Gdy z otrzymanej macierzy usumiemy pierwsza kolumne oraz pierwszy wiersz,
to powyzszg procedure mozemy powtorzy¢: jesli w lewym gérnym rogu pojawi
sie zero to niedogodnosé taka usuwamy stosujac operacje (1). Jesli bedziemy po-
wtarzali tg procedure tyle razy ile jest to mozliwe, to mozemy dosta¢ wiersz, w
ktorym wspotezynniki, za wyjatkiem ostatniego, sa zerami: znaczy to, iz badany
uktad réwnan liniowych nie ma rozwiazan. W przeciwnym przypadku rozwiaza-
nia uktadu réwnan wyliczamy zaczynajac od wiersza o najwiekszej ilosci zer w
poczatkowych kolumnach. Dla przyktadu zapiszmy rozwigzanie uktadu réwnan

r+y+z+t =
rT+y—z+t
r—y+z+t
r—y—z+t =

I
S=2 (I CRETN

Potraktujmy sposob zapisywania rozwigzania jako ¢wiczenie w postugiwaniu
sie pismem. Czy klarowne zapisanie rozwigzania to demostracja umiejetnosci pi-
sania?

1 1 1 1 4 1 1 1 1 4
1 1 -1 1 2 0 -2 0 -2
1 -1 1 1 2 0 -2 0 0 -2
1 -1 -1 1 0 0 -2 -2 0 4

Odczytujemy rozwigzanie: z drugiego wiersza mamy z = 1; z trzeciego wiersza
y = 1; po wstawieniu czeSci znanych rozwigzan do pierwszego wiersza dostajemy
T = —1.



Zmane sg znane metody rozwigzywania uktadu réwnan liniowych, w ktorych
uzyteczne bywaja wyznaczniki. Wyznacznik to liczba przyporzadkowana macie-
rzy kwadratowej: macierz nazywamy kwadratowsg gdy ma tyle samo wierszy co
kolumn,

11 Q2 ... Qi
A= CL‘21 a/.22 e a?n
Ap1 Ap2 ... Qpp
wedtug nastepujacych wzorow:
det([a]) = a oraz det(A Z 1) det(Ay),

gdzie A;; to macierz powstata z macierzy A przez skreslenie i—tego wiersza oraz
j—tej kolumny. Wzér okreslajacy wyznacznik wymyslit Pierre Simon Laplace
(1749 — 1827). W literaturze wyznacznik bywa definiowany rowniez tak:

i=1
Dowodzi sie, ze wybér wiersza: i—tego w pierwszej definicji, lub kolumny: j—tej
w drugiej definicji, nie ma wplywu na wartos¢ wyznacznika. Przyktady:
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Jesli w macierzy A skreslimy kilka wierszy badz kolumn tak, aby nieskreslone
wspotezynniki utworzyty macierz kwadratowa M o niezerowym wyznaczniku, to
macierz M nazywamy minorem. Mowimy, ze macierz A jest rzedu n gdy posiada
ona minor o n—wierszach (oraz n—kolumnach) oraz nie posiada minora o wiekszej
ilosci wierszy.
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Twierdzenie. Ukiad rownan liniowych

111 + a19T9 + ... + a1y = b1
211 + 2919 + ...+ A2p, Ty = bg
Am1T1 + AmaZ2 + ... + ppTp = bm



ma rozwigzanie gdy rzqgdy Macierzy rozszerzone]

a1 a19 e QA1n b1
a921 929 e Qon, b2
p1 Qp2  --. Gpp by
oraz macierzy podstawowej
a1 a12 e A1p
Q21 G2 ... Q2
(07951 (07%] e Ay,
sq rowne. O

Wzory Cramera (dotycza uktadu réwnan liniowych gdy n = m):
det(M k)

Tp = —— "

" det(A)
gdzie A to macierz podstawowa ukladu oraz det(A) # 0, za§ M; to macierz
powstata z A gdy w miejsce k—tej kolumny wpiszemy kolumne ostatnig z macie-
rT+y=2>

rzy rozszerzone: wpiszemy kolumne wspoétczynnikéw b;. Przyktad: {a: =6

Wtedy A = H _11}; det(A) = —=2; My = {2 _11}; det(M,) = —11;
My = H 2}7 det(Ms) = 1. Na koniec otrzymujemy
11 —1
r=— oraz y——.
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Fakty o wyznacznikach, ktore przy pomocy indukcji zupelnej mozma wypro-
wadzi¢ z definicji Laplace’a:

Jesli w macierzy kwadratowej wiersz (kolumna) sklada si¢ z samych zer, to
jej wyznacznik wynosi zero.

Jesli w macierzy kwadratowej dwa wiersze (kolumny) sq takie same, to jej
wyznacznik wynosi zero.

Jesli w macierzy kwadratowej zamienimy dwa wiersze (kolumny), to wyznacz-
niki obu macierzy roznig sie znakiem.

Jesli w macierzy kwadratowej do wspétczynnikow w jednym wierszu (kolum-
nie) dodamy odpowiadajgce im wspdlczynniki innego wiersza (kolumny), to wy-
znaczniki obu macierzy sqg rowne.

Jesli w macierzy kwadratowej do wspétezynnikow w jednym wierszu (kolum-
nie) dodamy odpowiadajgce im wspdlczynniki innego wiersza (kolumny) pomno-
zone przez ustalong liczbe, to wyznaczniki obu macierzy sqg rowne.



