LICZBY, ROWNANIA, NIEROWNOSCI; DOWOD INDUKCYJNY

Zgodnie z dazeniami filozofii pitagorejskiej matematyzacja abstrakcyjnego my-
Slenia powinna by¢ dokonywana przy pomocy liczb. Skoro tak, to liczby nalezy
tworzy¢ w miare potrzeb! Zwyczajowo rozwaza sie nastepujace rodzaje liczb:
liczby naturalne, liczby catkowite, liczby wymierne, liczby algebraiczne, liczby rze-
czywiste, liczby zespolone. Liczby to elementy wspdlnego (dla wszelkich istot ro-
zumnych) abstrakcyjnego myslenia. Poczatkowe mato waznym jest czym sa (lub
moglyby by¢) elementy abstrakcyjnego myslenia. Powinno wystarczaé gdy takowe
elementy zostana okreslone, czyli zostana okreslone wtasciwosci liczb. Skoro liczby
mozemy tworzy¢ w miare potrzeb, to lista wszystkich wtasciwosci liczb powinna
(171) by¢ lista wzajemnie wykluczajacych si¢ wlasnosci. Stad kazdy pomyslany
rodzaj liczb bedzie spelial jedynie niektére wlasnosci z takiej listy. Spiszmy
fragment listy wszystkich wtasciwosci liczb.

Dodawanie i mnozenie:

T+y=y+x; Ty = yx (przemienosé).
v+ y+2)=(x+y) + 2 (zy)z = z(y2) (tacznosé).
x(y+z) =xy+x2 (rozdzielno$¢ dodawania wzgledem mnozenia).

Dwie rozne liczby 0 oraz 1 zawsze spelniajg réwnodci
r+0=u oraz r-1=ux.
Zawsze jednoznacznie wykonywalne jest odejmowanie, tzn. rownanie
at+x=0>

ma dokltadnie jedno rozwigzanie gdy liczby a oraz b sa ustalone innymi stowy:
istnieje doktadnie jedna liczba z taka, ze x = a — b.
Zawsze jednoznacznie wykonywalne jest dzielenie przez liczby rozne od zera, tzn.
rownanie

a-xr=~=

ma dokladnie jedno rozwiazanie gdy ustalimy liczby a oraz b tak, aby a # 0
innymi stowy: istnieje doktadnie jedna liczba x = 2
Uporzadkowanie: Dowolne dwie rézne liczby x oraz y sa zwiazane relacja
mniejszosci z < y lub y < z. Przy czym:
xr <y oraz y < z zawsze pociaga r < z;
Jesli x < y, to nie zachodzi y < x;
Jedli z < z, to zawsze (dla dowolnej liczby y) zachodzi x + y < z + y;
Gdy 0 < y oraz = < z, to zachodzi zy < zy.



Gdy r < y to mowimy, ze x jest mniejsze niz y: czasami piszemy y > x oraz
méwimy y jest wieksze niz x; zas gdy < y lub & = y, to piszemy z < y (wtedy
méwimy:  jest niewieksze niz y) albo y > x (wtedy moéwimy: y jest niemniejsze
niz ).

Zasada ciaglos$ci: Jesli wszystkie liczby podzielimy na dwa roztgezne i nie-
puste zbiory A oraz B tak, aby zawsze x € A oraz y € B pociggato x < y, to
do zbioru A nalezy liczba najwieksza w zbiorze A lub do zbioru B nalezy liczba
nagmniejsza w zbiorze B.

Wyjasnijmy, ze liczba x jest najwieksza w zbiorze A gdy dowolna liczba y € A
jest niewieksza niz x. Za$ liczba x jest najmniejsza w zbiorze B gdy dowolna
liczba y € B jest niemniejsza niz x.

Zasada ciagtosci wykorzystuje teorie zbiorow ,dwa roztaczne i niepuste zbiory”
kazdy moze budowa¢ wedtud innych - przez siebie uznawanych za stosowe, praw
teorii zbioréw. Skoro tak, to poczatkowo warto pominac¢ dociekania czym konkret-
nym sg liczby. Powinno wystarcza¢ omoéwienie wlasnosci liczb, ktore zaistniejg w
myslach dowolnego dociekliwego ich badacza.

Liczby naturalne: najmniejszy zbior liczb zamkniety ze wzglegu na dziata-
nia dodawania oraz mnozenia lecz taki, ze nie udaje sie¢ okresli¢ na nim dziatan
odwrotnych do dodawania lub mnozenia, czyli odejmowania oraz mnozenia.

Liczby catkowite: najmniejszy zbior liczb zamkniety ze wzglegu na dziatania
dodawania, odejmowania oraz mnozenia lecz taki, ze nie udaje si¢ okresli¢ na nim
dziatania dzielenia przez liczby rézne od zera.

Liczby wymierne: najmniejszy zbior liczb zamkniety ze wzglegu na dziatania
dodawania, odejmowania, mnozenia oraz dzielenia przez liczby rézne od zera.

Liczby algebraiczne: najmniejszy zbior liczb zawierajacy pierwiastki wielomia-
now o wspotczynnikach wymiernych.

Liczby rzeczywiste: zbior liczb zawierajacy liczby wymierne oraz spetniajacy
zasade ciggtosci.

Liczby zespolone: najmniejszy zbior liczb zawierajacy liczby rzeczywiste oraz
wszystkie pierwiastki wielomianéw o wspotczynnikach rzeczywistych.

Potegowamie liczb: Gdy n > 0 jest liczbg naturalng za$ x liczbg rézna od
zera, to ktadziemy 2! = x oraz 2" = 2" 'z innymi stowy: 2" = z-x-.. .-z, gdzie



z prawej strony rownosci liczba x jest mnozona n-razy przez siebie;

rozwigzania rOwnania " = a oznaczamy aw lub {/a (w liczbach rzeczywistych
rozwigzanie nie zawsze musi istnie¢: gdy n jest liczbg nieparzysta, to zawsze
istnieje jedno rozwiazanie; zas gdy n > 0 jest liczba parzysta oraz a > 0, to
istnieja dwa rozwiazania);

am = Y/an.

Potegowanie liczb zostato okreslone dla wyktadnikow wymiernych. Gdy wez-
miemy liczbe rzeczywista a > 0 oraz liczbe rzeczywistg b, to przez a’ oznaczamy

najwieksza liczbe nalezaca do zbioru
{a?: q < boraz q jest liczba wymierna}

lub najmniejsza liczbe nie nalezaca do tego zbioru: liczby wymierne to wszystkie
liczby przedstawialne w postaci -, gdzie n przebiega liczby naturalne, zas m
przebiega liczby catkowite rozne od zera. W powyzszej definicji zasada ciagltosci

gwarantuje istnienie liczby rzeczywistej a®!

Zachodzi:
ab . ac — ab—‘rc’
1
at = —;
ab
(ab)c — abc;

a®=1,0ilea#0.

Czy symbol 0° wyznacza liczbe?

Logarytmowanie liczb dodatnich: Gdy 1 # a > 0 oraz b > 0, to réwnanie
a® = b ma dokltadnie jedno rozwiazanie w liczbach rzeczywistych. Rozwiazanie
to nazywamy logarytmem liczby b przy podstawie a innymi stowy: x = log,b.
Zachodzi:

alogab — b;
log, (bc) = log,b + log,c;
b
log,- = log,b — log,c;
c

log,b° = c - log,b.

Wartos$é bezwgledna (modut liczby):



m_{x, gdy x > 0;
~ | —z, w pozostatych przypadkach.

Mamy
la] = |—al;
|ab] = |a] - [b];
a < |af;
la+0] < |af +[b]
ja| = 1b] < Ja—bl.

Dwumian Newtona: Ktadziemy
nl=1-2-3-...-n

oraz, gdy 0 < k <n,
n\ n! (n _n-(n—-1)-...-(n—k+1)
k] klln—k)! \n—-k) 1-2-3-...-k ‘

Symbol Newtona (2) zostal dobrze okreslony dla liczb naturalnych k oraz n

takich, ze 0 < k < n. Zachodzi

(0 (2=,

co sprawdzamy nastepujaco

n n\ nn-1)-...-(n—k+1) n-n—-1)-...-(n—k+2) k
<k>+<k—1>_ 1-2-3-... -k M T T SO (P R
n-n—1)-...-(n—k+2) _(n+1
- 1-2-3-... -k (”_k+1+k)_< k )

Mamy takze
(a+b)" = zn: <Z> a"rh = (g) a"+ (Tf) a” oL+ (Z) a4+ <Z> b",

w szczegolnosci



Twierdzenie. Dia dowolnych liczb rzeczywistych x, y oraz kazdej liczby na-
turalnej n > 0 zachodzi
Ve =yl = Izl = {1yl

Uzasadnienie innymi stowy: dowo6d. Skoro lewa strona nieréwnosci jest stale
dodatnia to przyjmijmy, ze |xr| = a > |y| = b > 0 oraz pomyslmy sobie, ze
twierdzenie jest fatszywe w jakims szczegdlnym przypadku czyli zachodzi

Va—b+ Vb < {a.

Podnosimy tak pomyslang nieréwnosé stronami do n—tej potegi. Wedtug wzoru
na dwumian Newtona dostaniemy

a—b+d (...)+b<a:

otrzymamy absurd, gdyz suma liczb dodatnich Y (...) zawsze bywa wieksza niz
Zero. O

Indukcja zupelna: Niech ¢(k) bedzie zdaniem orzekajacym o jakiejs wia-
Sciwosci liczby naturalnej k.

Aksjomat. Jesli zdanie ¢(0) jest prawdziwe oraz z zalozZenia prawdziwosci
zdania ¢(n) wynika prawdziwosé zdania ¢(n + 1), to zdanie ¢(k) jest zawsze
prawdziwe.

Nieréwnosé a < —1 pociaga 1 +na < (1 +a)". Gdy n = 0, to mamy 1 =
1+0a < (1+a) = 1. Gdy zalozymy 1 + na < (1 + a)", to - mnozac taka
nierownos¢ stronami przez liczbe dodatnia 1 + a, dostajemy

l+(n+Da<1+(1+n)a+a®=(1+na)(l+a)<(l+a)""

Gdy x # 0, to zachodzi

2n+1

1 n sin T
s by — 2
2+kz::1cos T QSin%
Dla n = 0 mamy
1_ Sin%
2 2sinZ’

2
Skoro - ze wzoru na roznice simusow, zachodzi

2n + 3 o 2n+1

sin T — sin
2

xr = 2sin g cos(n + 1)z,



to mozemy wyliczy¢, ze

1 n
5T > coskx + cos(n + 1)z =
k=1
- 2n+1
sin 2+l
=2 ° Nx =
yemz T cos(n+ 1)z

2

sin 2%y 4 2sin £ cos(n + 1)z

T

2

2sin

sin 2"2—+1w ~+ sin 2”2—+3x — sin %x sin

X

2sin £ 2sin £

2

Rozwazmy nierownosé

22 —52+6
—— | < 1
22— Tr + 10
N —
@=2=3)|_
(x —2)(x —b)
Tz —3
<1
T — 5’
(z—3)* < (z—-5)%
T < 4.
Gdy rozwazamy nier6wnosé
x? — 8x + 16
—| < 1,
22+ 6x +5
to wpierw zbadajmy réwnosci
22 —8x+15 = 2°+6x+5 oraz x>—8x+15
r = ldx 2 4+ x+ 10
T = ? brak

—22 — 62 — b;
0;

rozwigzan.

Skoro wyrazenie z lewej strony nieréwnosci jako funkcja ma wykres bedacy li-
nia dotykajaca nieskonczonos¢ - dowolnie wysoka, w punktach —5 oraz —1, to
nier6wno$¢ ta ma rozwigzania r > %: dla z—séw dowolnie wielkich lewa strona
przybliza si¢ do 1, ale licznik jest stale mniejszy od mianownika z powodu minusa

przed 8z.



