
8. Odwzorowania domknie
↪
te.

Jeśli X oraz Y sa
↪
przestrzeniami topologicznymi, to funkcja cia

↪
gÃla określona

na X przyjmuja
↪
ca wartości w Y taka, że obraz dowolnego podzbioru domknie

↪
tego

jest zbiorem domknie
↪
tym be

↪
dzie nazywana odwzorowaniem domknie

↪
tym.

Dowolna funkcja cia
↪
gÃla określona na przestrzeni zwartej Hausdorffa przyjmuja

↪
ca

wartości w przestrzeni zwartej Hausdorffa jest odwzorowaniem domknie
↪
tym. Wt-

edy zbiory domknie
↪
te sa

↪
zwarte, obraz zbioru zwartego jest zwarty oraz zbiory

zwarte sa
↪
domknie

↪
te. O dowolnej funkcji omawianej w tym rozdziale be

↪
dziemy

zakÃladali, o ile nie odnotujemy inaczej, że jest funkcja
↪

rzeczywista
↪

określona
↪

na podzbiorze liczb rzeczywistych. W tym rozdziale be
↪
dziemy posÃlugiwali sie

↪

cia
↪
gowa

↪
definicja

↪
cia

↪
gÃlości, tzn. funkcja f jest cia

↪
gÃla gdy dla dowolnego cia

↪
gu

x0, x1, . . . zbieżnego do punktu y cia
↪
g f(x0), f(x1), . . . jest zbieżny do f(y).

Oczywíscie w zakresie funkcji rzeczywistych określonych na podzbiorach liczb
rzeczywistych jest ona równoważna definicji mówia

↪
cej, że funkcja jest cia

↪
gÃla gdy

przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest otwarty.

Lemat 8.1. Cia
↪
gÃla funkcja rzeczywista f jest odwzorowaniem domknie

↪
tym

gdy zachodzi implikacja: Jeśli liczba b należy do przeciwdziedziny funkcji f, dla
prawie wszystkich n zachodzi b 6= f(xn) oraz cia

↪
g f(x0), f(x1), . . . jest zbieżny do

b, to cia
↪
g x0, x1, . . . ma punkt skupienia w przeciwobrazie f−1(b).

Dowód. ZaÃlóżmy, że f jest odwzorowaniem domknie
↪
tym, liczba b należy do

przeciwdziedziny funkcji f , dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi b 6= f(xn)
oraz cia

↪
g f(x0), f(x1), . . . jest zbieżny do b. Wtedy cia

↪
g x0, x1, . . . ma punkt

skupienia. Gdyby tak nie byÃlo, to zbiór {x0, x1, . . .} byÃlby domknie
↪
ty oraz jego

obraz przez funkcje
↪
f byÃlby domknie

↪
ty w przeciwdziedzinie tej funkcji. Wtedy

liczba b nie należaÃlaby do domknie
↪
cia tego obrazu, co wykluczylísmy.

Jeśli punkt p jest punktem skupienia cia
↪
gu x0, x1, . . ., to stosowny podcia

↪
g

tego cia
↪
gu, np. dla indeksów należa

↪
cych do zbioru nieskończonego L, jest zbieżny

do punktu p. Skoro f jest funkcja
↪
cia

↪
gÃla

↪
, to

b = f(p) = lim
n∈L

f(xn).

Sta
↪
d p ∈ f−1(b).

Bierzemy podzbiór domknie
↪
ty D zawarty w dziedzinie funkcji f oraz

zakÃladamy, dla dowodu niewprost, że obraz f(D) nie jest domknie
↪
ty w przeci-

wdziedzinie tej funkcji. Wybieramy punkt b należa
↪
cy do przeciwdziedziny funkcji

f , należa
↪
cy do domknie

↪
cia obrazu f(D) oraz nie należa

↪
cy do obrazu f(D).

Wybieramy z obrazu f(D) cia
↪
g punktów y0, y1, . . . zbieżny do punktu b. Dla

dowolnej liczby naturalnej n wybieramy punkt xn ∈ f−1(yn)∩D. Cia
↪
g x0, x1, . . .

1



ma punkt skupienia p ∈ f−1(b). Zbiór D jest domknie
↪
ty oraz punkty x0, x1, . . .

należa
↪
do D, a wie

↪
c p ∈ D. Skoro funkcja f jest cia

↪
gÃla, to b = f(p) ∈ f(D).

Mamy sprzeczność wystarczaja
↪
ca

↪
dla zakończenia dowodu

Lemat 8.2. Niech f oraz g be
↪
da

↪
odwzorowaniami domknie

↪
tymi. Pierwsze

określone na zbiorze A, drugie na zbiorze B. Przypuśćmy, że zbiór D jest zawarty
w przekroju A ∩B oraz po domknie

↪
ciu zawiera sume

↪
A ∪B. Jeśli dla dowolnego

punktu x ∈ D zachodzi f(x) = g(x), to dla dowolnego punktu t należa
↪
cego do

przekroju przeciwdziedzin funkcji f oraz g zachodzi f−1(t) = g−1(t), o ile f−1(t)
ma puste wne

↪
trze relatywnie domknie

↪
cia zbioru D.

Dowód. Bierzemy liczbe
↪
t ∈ f(A) ∩ g(B) taka

↪
, że przeciwobraz f−1(t) ma

puste wne
↪
trze relatywnie domknie

↪
cia zbioru D. Przypuśmy, dla dowodu niew-

prost, że b ∈ g−1(t) \ f−1(t). Wybieramy cia
↪
g x0, x1, . . . zbieżny do b zÃlożony z

liczb należa
↪
cych do różnicy D \ f−1(t). Skoro f jest funkcja

↪
cia

↪
gÃla

↪
, to liczba b nie

należy do dziedziny funkcji f . Zbiór {x0, x1, . . .} jest domknie
↪
ty w tej dziedzinie

oraz jego obraz przez f jest domknie
↪
ty w f(A). Skoro g jest funkcja

↪
cia

↪
gÃla

↪
, to

cia
↪
g g(x0), g(x1), . . . jest zbieżny do g(b) = t. Dla dowolnej liczby naturalnej n

zachodzi t 6= f(xn) = g(xn) oraz t ∈ f(A). Korzystamy z poprzedniego lematu i
wnioskujemy, że cia

↪
g {x0, x1, . . .}ma punkt skupienia w f−1(t), co wykluczylísmy.

Jest to sprzeczność pocia
↪
gaja

↪
ca zawieranie g−1(t) ⊆ f−1(t). Inkluzje

↪
odwrotna

↪

uzasadniamy tak samo z tym, że zamieniamy rolami funkcje f oraz g

Niech X oraz Y be
↪
da

↪
przestrzeniami topologicznymi, zaś f funkcja

↪
określona

↪

na podzbiorze D ⊆ X przyjmuja
↪
ca

↪
wartości w przestrzeni Y . Be

↪
dziemy

mówili, że funkcja h określona na zbiorze zawartym w domknie
↪
ciu zbioru D

przyjmuja
↪
ca wartości w przestrzeni Y jest XY-rozszerzeniem funkcji f jeśli dla

dowolnego punktu t ∈ f(D) przeciwobrazy f−1(t) i h−1(t) sa
↪

równe. Jeśli
XY−roszerzenie funkcji jest odwzorowaniem domknie

↪
tym, to be

↪
dziemy je nazy-

wali XY-rozszerzeniem domknie
↪
tym.

Lemat 8.3. Jeśli X oraz Y sa
↪
podzbiorami liczb rzeczywistych, D podzbiorem

ge
↪
stym w X oraz f odwzorowaniem domknie

↪
tym określonym na D przyjmuja

↪
cym

wartości w Y, to istnieje maksymalne XY-roszerzenie domknie
↪
te funkcji f.

Dowód. KÃladziemy F (x) = f(x) dla dowolnego punktu x ∈ D. Jeśli h jest
XY -rozszerzeniem domknie

↪
tym funkcji f , to dla dowolnego punktu x ∈ h−1(t),

gdzie t nie należy do przeciwdziedziny funkcji f , kÃladziemy F (x) = h(x). Wobec
poprzedniego lematu funkcja F jest dobrze określona.

Przypuśćmy, dla dowodu niewprost, że funkcja F nie jest cia
↪
gÃla. Wybieramy

cia
↪
g x0, x1, . . . zbieżny do liczby b tak, aby liczby F (x0), F (x1), . . . nie należaÃly do

domknie
↪
cia otoczenia otwartego W liczby F (b). Dla dowolnej liczby naturalnej
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n dobieramy XY -rozszerzenie domknie
↪
te hn funkcji f tak, aby xn należaÃlo do

jego dziedziny. Korzystamy z cia
↪
gÃlości funkcji hn i wybieramy cia

↪
g xn,0, xn,1, . . .

zbieżny do xn zÃlożony z liczb należa
↪
cych do D takich, że liczby f(xn,0), f(xn,1), . . .

nie należa
↪

do domknie
↪
cia zbioru W . Bierzemy XY -rozszerzenie domknie

↪
te h

funkcji f takie, że b należy do jego dziedziny. Naste
↪
pnie spośród liczb xn,k

wybieramy cia
↪
g y0, y1, . . . zbieżny do b. Otrzymujemy sprzeczność z cia

↪
gÃlościa

↪

funkcji h, gdyż liczby h(yn) = f(yn) nie należa
↪
do domknie

↪
cia zbioru W i cia

↪
g

h(y0), h(y1), . . . nie może być zbieżny do h(b) = F (b).

Przypuśćmy, że liczba b należy do przeciwdziedziny funkcji F , dla dowolnej
liczby naturalnej n liczba b jest różna od F (xn) oraz cia

↪
g F (x0), F (x1), . . . jest

zbieżny do b. ZaÃlóżmy, dla dowodu niewprost, że cia
↪
g x0, x1, . . . nie ma punktu

skupienia w dziedzinie funkcji F ; dowolny punkt skupnienia cia
↪
gu x0, x1, . . .

należa
↪
cy do dziedziny funkcji F należy do F−1(b), bo funkcja F jest cia

↪
gÃla a taka

sytuacja nie przeczy domknie
↪
tości funkcji F . Zbiory F−1(b) oraz {x0, x1, . . .}

sa
↪
domknie

↪
te w dziedzinie funkcji F . Sa

↪
one rozÃla

↪
czne, a wie

↪
c istnieje otwarte

otoczenie V zbioru F−1(b), które po domknie
↪
ciu nie zawiera żadnego punktu xn.

Bierzemy XY -rozszerzenie domknie
↪
te hn funkcji f takie, że liczba xn należy do

dziedziny funkcji hn. Korzystamy z cia
↪
gÃlości hn i wybieramy cia

↪
g yn,0, yn,1, . . .

zbieżny do xn zÃlożony z liczb należa
↪
cych do D oraz nie należa

↪
cych do domknie

↪
cia

zbioru V . Wybieramy cia
↪
g q0, q1, . . . zbieżny do b oraz zÃlożony z liczb postaci

f(yn,k). Dla dowolnej liczby naturalnej n wybieramy spośród liczb yn,k liczbe
↪

pn ∈ f−1(qn). Bierzemy XY -rozszerzenie domknie
↪
te h funkcji f takie, że liczba

b należy do przeciwdziedziny funkcji h. Korzystamy z lematu 8.1 i wniosku-
jemy, że cia

↪
g p0, p1, . . . ma punkt skupienia w przeciwobrazie h−1(b) = F−1(b),

co jest niemożliwe gdyż liczby pn nie należaÃly do domknie
↪
cia zbioru V . Mamy

sprzeczność pocia
↪
gaja

↪
ca

↪
, że F jest odwzorowaniem domknie

↪
tym

O zbiorze równolicznym ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych be
↪
dziemy

mówili, że jest mocy continuum. Zbiór Cantora 2ω jest mocy contin-
uum. Produkt kartezjański (2ω)ω można przedstawić w formie 2ω×ω oraz
zbiór 2ω×ω jest równoliczny ze zbiorem 2ω, a wie

↪
c rodzina wszystkich cia

↪
gów

przyjmuja
↪
cych wartości rzeczywiste jest mocy continuum. Liczbe

↪
porza

↪
dkowa

↪
,

która nie jest równoliczna z liczba
↪

porza
↪
dkowa

↪
mniejsza

↪
be

↪
dziemy nazywali

liczba
↪
kardynalna

↪
. Gdy be

↪
dziemy mówili o mocach zbiorów zakÃladamy, że sa

↪

one dobrze uporza
↪
dkowane, tzn. dowolny zbiór jest równoliczny z jaka

↪́
s liczba

↪

kardynalna
↪
. Liczbe

↪
kardynalna

↪
równoliczna

↪
z rodzina

↪
wszystkich podzbiorów

liczby kardynalnej λ be
↪
dziemy oznaczali przez 2λ. Liczbe

↪
kardynalna

↪
równoliczna

↪

z rodzina
↪
wszystkich podzbiorów liczb rzeczywistych be

↪
dziemy oznaczali przez

2c. Najmniejsza
↪
liczbe

↪
kardynalna

↪
wie

↪
ksza

↪
od continuum be

↪
dziemy oznaczali c+.

Jeśli X jest zbiorem, to liczbe
↪
kardynalna

↪
równoliczna

↪
ze zbiorem X be

↪
dziemy

oznaczali przez |X|. Najmniejsza
↪
nieskończona

↪
liczbe

↪
kardynalna

↪
be

↪
dziemy oz-

naczali przez ω.
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Be
↪
dziemy korzystali z faktu, że jeśli λ jest nieskończona

↪
liczba

↪
kardynalna

↪
,

to produkt kartezjański λ × λ jest równoliczny z λ. Aby sie
↪

o tym przekonać
wprowadzamy na zbiorze wszystkich par liczb porza

↪
dkowych należa

↪
cych do λ

relacje
↪

określona
↪
naste

↪
puja

↪
co.

(α, β) (γ, ξ) gdy zachodzi jeden z trzech warunków:

(a) max(α, β) < max(γ, ξ),
(b) max(α, β) = max(γ, ξ) oraz α < γ,
(b) max(α, β) = max(γ, ξ) oraz α = γ oraz β < ξ.

Relacja dobrze porza
↪
dkuje produkt kartezjański λ × λ. Przypuśćmy, dla

dowodu niewprost, że liczba kardynalna τ < λ jest najmniejsza
↪

nieskończona
↪

liczba
↪

kardynalna
↪
, która nie jest porza

↪
dkowo izomorficzna z λ × λ. Wtedy

liczba kardynalna τ jest nieprzeliczalna oraz istnieje para liczb porza
↪
dkowych

(α, β) mniejszych od τ taka, że liczba porza
↪
dkowa τ jest porza

↪
dkowo izomor-

ficzna ze zbiorem par liczb porza
↪
dkowych mniejszych w sensie od pary (α, β).

Mamy sprzeczność, gdyż ostatni zbiór jest równoliczny z podzbiorem produktu
kartezjańskiego max(α, β) × max(α, β), który jest mocy mniejszy od τ na pod-
stawie zaÃlożenia indukcyjnego .

Lemat 8.4. Niech X oraz Y be
↪
da

↪
podzbiorami liczb rzeczywistych. Istnieje

rodzina S mocy nie wie
↪
kszej od continuum zÃlożona z odwzorowań domknie

↪
tych

określonych na podzbiorach zbioru X oraz przyjmuja
↪
ca wartości w Y taka, że jeśli

D ⊆ X oraz h jest odwzorowaniem domknie
↪
tym określonym na D przyjmuja

↪
cym

wartości w Y, to istnieje odwzorowanie f ∈ S oraz zbiór przeliczalny E ⊆ h(D)
taki, że dla dowolnej liczby t ∈ h(D) \ E zachodzi równość f−1(t) = h−1(t).

Dowód. Przypuśćmy, że P ⊆ X jest przeliczalnym podzbiorem oraz
f funkcja

↪
określona

↪
na P przyjmuja

↪
ca

↪
wartości w Y . Jeśli istnieje odw-

zorowanie domknie
↪
te o dziedzinie zawartej w domknie

↪
ciu zbioru P , zawieraja

↪
ce

P oraz przyjmuja
↪
ce wartości w Y , które po obcie

↪
ciu do P jest funkcja

↪
f , to

wybieramy jedno takie odwzorowanie. Naste
↪
pnie korzystamy z poprzedniego

lematu, bierzemy maksymalne XY -rozszerzenie domknie
↪
te tego odwzorowania

i oznaczamy je przez F . Niech S be
↪
dzie rodzina

↪
wszystkich wyżej określonych

funkcji F . Rodzina S jest mocy nie wie
↪
kszej od continuum, gdyż jest równoliczna

z podrodzina
↪
rodziny wszystkich cia

↪
gów o wartościach rzeczywistych.

Przupyśćmy, że mamy odwzorowanie domknie
↪
te określone na nieprzeliczal-

nym podzbiorze D ⊆ X przyjmuje wartości w Y . Bierzemy jego obcie
↪
cie f do

podzbioru P ⊂ D przeliczalnego i ge
↪
stego w D. Naste

↪
pnie dobieramy funkcje

↪

F ∈ S określona
↪
wyżej. Potem kÃladziemy E = f(P ). Korzystamy z lematu 8.2 i

sprawdzamy, że funkcja F jest taka, jakiej potrzebujemy
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Jeśli przestrzeń X jest obrazem homeomorficznym podprzestrzeni przestrzeni
Y , to be

↪
dziemy mówili, że typ wymiaru przestrzeni X jest nie wie

↪
kszy od typu

wymiaru przestrzeni Y . Symbolicznie be
↪
dziemy to zapisywali d(X) d(Y ).

Jeśli zachodzi d(X) d(Y ) oraz nie zachodzi d(Y ) d(X), to be
↪
dziemy pisali

d(X) < d(Y ) oraz mówili, że typ wymiaru przestrzeni X jest mniejszy od typu
wymiaru przestrzeni Y .

Jeśli przestrzeń X jest obrazem podprzestrzeni przestrzeni Y przez odw-
zorowanie domknie

↪
te, to be

↪
dziemy mówili, że klasa wymiaru przestrzeni X jest

nie wie
↪
ksza od klasy wymiaru przestrzeni Y . Symbolicznie be

↪
dziemy to zapisy-

wali c(X) c(Y ). Jeśli zachodzi c(X) c(Y ) oraz nie zachodzi c(Y ) c(X), to
be

↪
dziemy pisali c(X) < c(Y ) oraz mówili, że klasa wymiaru przestrzeni X jest

mniejsza od klasy wymiaru przestrzeni Y .

Dowolny homeomorfizm jest odwzorowaniem domknie
↪
tym, a wie

↪
c nierówność

d(X) d(Y ) pocia
↪
ga nierówność c(X) c(Y ). Implikacja odwrotna nie jest

prawdziwa. PrzykÃladowo zbiór Cantora jest homeomorficzny z podzbiorem od-
cinka [0, 1], a wie

↪
c d(2ω) d([0, 1]). Jedynymi podzbiorami spójnymi zbioru Can-

tora sa
↪
pojedyncze punkty i zbiór pusty. Dowolny odcinek jest spójny, a wie

↪
c

mamy d(2ω) < d([0, 1]). Odcinek [0, 1] jest obrazem cia
↪
gÃlym zbioru Cantora.

Obie przestrzenie sa
↪
zwarte, a wie

↪
c c([0, 1]) c(2ω).

Jeśli dla przestrzeni X oraz Y nie zachodzi żadna z nierówności d(X) d(Y )
lub d(Y ) d(X), to be

↪
dziemy mówili, iż maja

↪
nieporównywalne typy wymiaru, zaś

gdy nie zachodzi żadna z nierówności c(X) c(Y ) lub c(Y ) c(X), to be
↪
dziemy

mówili, iż maja
↪
nieporównywalne klasy wymiaru.

Podstawowe rezultaty teorii typów wymiaru zastaÃly udowodnione w latach
dwudziestych i trzydziestych XX wieku przez matematyków polskich, takich jak
S. Banach, K. Kuratowski oraz W. Sierpiński. Prezentowana tutaj teoria klas
wymiaru jest adaptacja

↪
rezultatów dotycza

↪
cych typów wymiaru.

Lemat 8.5 (K. Kuratowski). Niech λ be
↪
dzie nieskończona

↪
liczba

↪
kardynalna

↪
.

Jeśli S jest rodzina
↪

mocy nie wie
↪
kszej od λ zÃlożona

↪
z funkcji określonych na

podzbiorach liczby kardynalnej λ przyjmuja
↪
cych wartości na podzbiorach liczby

kardynalnej λ mocy λ, to istnieje rodzina mocy 2λ podzbiorów liczby kardynalnej
λ taka, że dla dowolnych dwu elementów Y i Z z tej rodziny oraz dowolnej funkcji
f ∈ S różnica f(Z) \ Y jest mocy λ.

Dowód. Ustawiamy w cia
↪
g pozaskończony f0, f1, . . . , fα, . . . dÃlugości λ

funkcje z rodziny S, tak aby dowolna funkcja należa
↪
ca do S wyste

↪
powaÃla w

tym cia
↪
gu λ razy. Jest to możliwe, gdyż dowolna nieskończona liczba kardynalna

jest równoliczna z dwukrotnym swoim produktem kartezjańskim. Dla dowolnej
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funkcji f ∈ S oraz dowolnego punktu y należa
↪
cego do przeciwdziedziny funkcji f

wybieramy punkt x należa
↪
cy do przeciwobrazu f−1(y). Jeśli funkcja f jest równa

fα, to oznaczamy przez Aα zbiór wszystkich punktów wybranych jak x powyżej.
Dowolny zbiór Aα jest mocy λ, gdyż przeciwdziedzina dowolnej funkcji z S jest
mocy λ. Dla dowolnej liczby porza

↪
dkowej α < λ oznaczamy przez gα obcie

↪
cie

funkcji fα do zbioru Aα, a wie
↪
c funkcja gα jest różnowartościowa oraz w cia

↪
gu

pozaskończonym g0, g1, . . . , gα, . . . dÃlugości λ, funkcja gα wyste
↪
puje λ razy.

Wybieramy punkt p0 ∈ A0. Naste
↪
pnie zakÃladamy, że określilísmy punkty

pβ ∈ Aβ dla liczb porza
↪
dkowych β < α. Wtedy wybieramy punkt pα ∈ Aα

różny od punktów pβ, gα(pβ), g−1
α (pβ), g−1

β (pγ) oraz gβ(pγ), gdzie β < α oraz
γ < α. Zbiór wszystkich punktów pα oznaczamy przez P . Jest to zbiór mocy
λ. Dowolny zbiór Aα byÃl użyty λ razy w powyższej indukcji, a wie

↪
c dowolny

przekrój P∩Aα jest mocy λ. Ustawiamy w cia
↪
g pozaskończony B0, B1, . . . , Bα, . . .

dÃlugości λ wszystkie przekroje P ∩Aα tak, aby każdy przekrój wyste
↪
powaÃl w tym

cia
↪
gu λ razy. Z każdego zbioru Bα wybieramy, indukcyjnie, dwa rozÃla

↪
czne zbiory

{sβ : β < α} oraz {tβ : β < α} zÃlożone z punktów, które nie zostaÃly wybrane
wcześniej. Dla dowolnej liczby porza

↪
dkowej β < λ niech zbiór Cβ be

↪
dzie zbiorem

wszystkich punktów sβ, zaś zbiór Dβ zbiorem wszystkich punktów tβ. Zbiory Cβ

oraz Dβ sa
↪
rozÃla

↪
czne i każdy z nich zawiera λ elementów należa

↪
cych do dowolnego

przekroju P ∩ Aα.

Jeśli X jest podzbiorem λ, to kÃladziemy

R(X) = ∪{Cβ : β ∈ X} ∪ ∪{Dγ : γ ∈ λ \X}.
Rodzina wszystkich zbiorów R(X) jest taka, jakiej potrzebujemy. Jest
równoliczna z rodzina

↪
wszystkich podzbiorów liczby kardynalnej λ, a wie

↪
c jest

mocy 2λ. Jeśli X oraz Y sa
↪
podzbiorami liczby kardynalnej λ oraz f ∈ S, to

bierzemy funkcje
↪
gα taka

↪
, że obcie

↪
cie f do zbioru Aα jest funkcja

↪
gα. Wtedy dla

β ∈ X \ Y mamy

Cβ ⊆ R(X) \R(Y ) oraz Dβ ⊆ R(Y ) \R(X).

Zbiór P∩Cβ∩Aα jest mocy λ. Jeśli α < γ, to gα(pγ) = pγ lub gα(pγ) nie należy do
zbioru P . Gdyby gα(pγ) = pβ, to w przypadku γ < β przy definiowaniu punktu
pβ wykluczylísmy ta

↪
równość. Zaś gdy β < γ, to ta

↪
równość wykluczylísmy przy

określaniu punktu pγ. Skoro

f(R(X)) \R(Y ) ⊇ gα(R(X)) \R(Y ) ⊇ {gα(pγ) : α < γ oraz pγ ∈ Cβ ∩ Aα},
to różnica f(R(X)) \R(Y ) jest mocy λ.

Podobnie prowadzimy dowód gdy β ∈ Y \X, tzn. zamieniamy rolami zbiory
Cβ oraz Dβ. To wystarcza dla zakończenia dowodu
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Twierdzenie 8.6. Dla dowolnego podzbioru liczb rzeczywistych mocy
continuum istnieje rodzina mocy 2c zÃlożona z podzbiorów tego zbioru o
nieporównywalnych klasach wymiaru.

Dowód. Ustalamy podzbiór liczb rzeczywistych X mocy continuum oraz ko-
rzystamy z lematu 8.4 przy zaÃlożeniu X = Y . Otrzymujemy rodzine

↪
odwzorowań

domknie
↪
tych S o wÃlasnościach jak w lemacie 8.4. Dla dowolnej funkcji f ∈ S

wybieramy jeden jej selektor f∗. Niech S∗ be
↪
dzie rodzina

↪
wszystkich selektorów

f∗. Korzystamy z lematu 8.5 zaste
↪
puja

↪
c rodzine

↪
S przez S∗. Otrzymana na pod-

stawie tego lematu rodzina podzbiorów zbioru X jest mocy 2c. Gdy A oraz B
sa

↪
podzbiorami tej rodziny i h jest odwzorowaniem domknie

↪
tym określonym na

podzbiorze D ⊂ A o wartościach w B, to wybieramy odwzorowanie domknie
↪
te

f ∈ S zawieraja
↪
ce h z dokÃladnościa

↪
do przeliczalnego podzbioru przeciwdziedziny.

Wtedy f∗(B) \ A jest mocy continuum. Czyli zbiór {t ∈ B : f−1(t) 6= h−1(t)}
jest mocy continuum, co jest niemożliwe wobec lematu 8.2. To wystarcza dla
zakończenia dowodu

Twierdzenie 8.7. Jeśli podzbiór liczb rzeczywistych nie zawiera podzbioru
homeomorficznego ze zbiorem Cantora, to jego klasa wymiaru jest mniejsza od
klasy wymiaru zbioru Cantora.

Dowód. Jeśli przeciwdziedzina odwzorowania domknie
↪
tego f określonego

na podzbiorze liczb rzeczywistych X jest zbiorem Cantora 2ω, to funkcja
wielowartościowa F określona wzorem F (x) = f−1(x) jest cia

↪
gÃla. Wynika to z

komentarza do lematu 7.3. Na podstawie dowodu twierdzenia 7.4 istnieje selektor
h klasy 1 dla funkcji wielowartościowej F . Korzystamy z twierdzenia 5.5 i wybier-
amy podzbiór zwarty zawarty w zbiorze punktów cia

↪
gÃlości funkcji h. Funkcja h

obcie
↪
ta do tego zbioru jest zanurzeniem. To wystarcza dla zakończenia dowodu

Twierdzenie 8.8. Jeśli klasa wymiaru podzbioru liczb rzeczywistych X jest
mniejsza od klasy wymiaru zbioru Cantora, to istnieje podzbiór liczb rzeczywistych
o klasie wymiaru wie

↪
kszej od klasy wymiaru X oraz mniejszej od klasy wymiaru

zbioru Cantora.

Dowód. Gdy X jest mocy mniejszej od continuum, to dowolny podzbiór liczb
rzeczywistych mocy continuum nie zawieraja

↪
cy podzbioru homeomorficznego ze

zbiorem Cantora, wobec twierdzenia 8.7, wystarcza. Istnienie takiego zbioru
gwarantuje tzw. konstrukcja zbioru Bernsteina. Mianowicie, ustawiamy w cia

↪
g

pozaskończony P0, P1, . . . , Pα, . . . dÃlugości continuum wszystkie podzbiory liczb
rzeczywistych homeomorficzne ze zbiorem Cantora (dla konstrukcji wystarczy aby
byÃly to zbiory mocy continuum). Z dowolnego zbioru Pα wybieramy, indukcyjnie,
dwa punkty pα oraz qα różne od punktów wybranych wcześniej. Wtedy zbiór
wszystkich punktów postaci pα jest zbiorem Bernsteina, tzn. zbiór ten oraz jego
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dopeÃlnienie przecinaja
↪
dowolny podzbiór liczb rzeczywistych homeomorficzny ze

zbiorem Cantora (dowolny zbiór Pα).

ZaÃlóżmy, że podzbiór liczb rzeczywistych X jest mocy continuum. Oznaczamy
przez F rodzine

↪
wszystkich zbiorów postaci X ∩ C mocy continuum oraz przez

H rodzine
↪
wszystkich zbiorów postaci C \X, gdzie C przebiega podzbiory liczb

rzeczywistych homeomorficzne ze zbiorem Cantora. Korzystamy z lematu 8.4
przy zaÃlożeniu, że Y jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych. Otrzymujemy
rodzine

↪
S odwzorowań domknie

↪
tych o wÃlasnościach jak w tym lemacie. Oz-

naczamy przez G rodzine
↪
dopeÃlnień obrazów f(X), gdzie f przebiega funkcje z

rodziny S. W końcu kÃladziemy Q = F ∪H ∪G.

Zbiór Cantora zawiera continuum rozÃla
↪
cznych podzbiorów homeomorficznych

z caÃlościa
↪
. W każdym z tych zbiorów sa

↪
punkty nie należa

↪
ce do X. Sta

↪
d dowolny

podzbiór rodziny Q jest mocy continuum oraz rodzina Q jest mocy continuum.
Skoro zbiór X nie zawiera podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora, to
Stosujemy na rodzinie Q konstrukcje

↪
zbioru Bernsteina i otrzymujemy podzbiór

liczb rzeczywistych R taki, że zbiór ten oraz jego dopeÃlnienie przecinaja
↪
dowolny

podzbiór z rodziny Q.

KÃladziemy Y = X ∪ R. Jeśli T jest podzbiorem liczb rzeczywistych homeo-
morficznym ze zbiorem Cantora, to różnica T \ X należy do rodziny H. Skoro
(T \X) \R = T \ Y , to różnica T \ Y jest mocy continuum. To oznacza, że
zbiór Y nie zawiera podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. Sta

↪
d i z

twierdzenia 8.7 mamy c(X) c(Y ) < c(2ω).

Przypuśmy, dla dowodu niewprost, że istnieje odwzorowanie domknie
↪
te f

określone na podzbiorze Z ⊆ X którego przeciwdziedzina
↪

jest Y . Bierzemy
podzbiór przeliczalny P ⊂ Z ge

↪
sty w Z. Niech h be

↪
dzie funkcja

↪
należa

↪
ca

↪
do

rodziny S taka
↪
, jak w lemacie 8.4 przyporza

↪
dkowalísmy obcie

↪
ciu funkcji f do

zbioru P . Zbiór R zawiera continuum punktów nie należa
↪
cych do obrazu zbioru

Z przez funkcja
↪
h. To pocia

↪
ga c(X) < c(Y )

Lemat 8.9 (S. Banach). Przypuśmy, że λ oraz τ < λ sa
↪
nieskończonymi

liczbami kardynalnymi. Niech S be
↪
dzie rodzina

↪
funkcji określonych na podzbio-

rach liczby kardynalnej λ przyjmuja
↪
cych wartości w λ. Jeśli rodzina S jest mocy

nie mniejszej od λ oraz dla dowolnego punktu t ∈ λ i dowolnej funkcji f ∈ S
przeciwobraz f−1(t) jest mocy nie wie

↪
kszej od τ , to istnieje rodzina {Hα : α < λ}

podzbiorów liczby kardynalnej λ taka, że :

(i) Zbiory Hα sa
↪
rozÃla

↪
czne i daja

↪
w sumie λ.

(ii)Jeśli γ < λ, to suma ∪{Hα : α < γ} jest mocy mniejszej od λ.
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(iii) Jeśli f ∈ S, to istnieje liczba porza
↪
dkowa β taka, że dla dowolnej liczby

porza
↪
dkowej α > β zachodzi f(Hα) ⊆ Hα .

Dowód. Ustawiamy w cia
↪
g pozaskończony T0, T1, . . . Tα, . . . dÃlugości

λ funkcje z rodziny S. Określamy cia
↪
g pozaskończony W0,W1, . . . Wα, . . .

podzbiorów liczby kardynalnej λ naste
↪
puja

↪
co: KÃladziemy W0,0 = {} oraz W0,n =

T0(W0,n−1) ∪ T−1
0 (W0,n−1). W końcu przyjmujemy W0,0 ∪W0,1 ∪ . . . = W0.

ZaÃlóżmy, że dla dowolnej liczby porza
↪
dkowej β < α zbiór Wβ zastaÃl określony.

Niech pα be
↪
dzie najmniejsza

↪
liczba

↪
porza

↪
dkowa

↪
należa

↪
ca

↪
do różnicy λ \ ∪{Wβ :

β < α}. KÃladziemy Wα,0 = {pα} ∪ {Wβ : β < α} oraz

Wα,n = ∪{Tβ(Wα,n−1) : β < α} ∪ ∪{T−1
β (Wα,n−1) : β < α}

oraz Wα,0 ∪Wα,1 ∪ . . . = Wα.

Jeśli |A| |τ × α× ω| oraz T ∈ S, to

|T (A)| |τ × α× ω|

oraz
|T−1(A)| |τ × α× ω|.

Piewsza nierówność zachodzi, gdyż T jest funkcja
↪
. Zaś druga, bo

T−1(A) = ∪{T−1(t) : t ∈ A} oraz |T−1(t)| τ . Czyli nierówność

|Wα,n| |τ × α× ω| pocia
↪
ga nierówności |Wα+1,n| |τ × α× ω|

oraz
|Wα| |τ × α× ω|.

Sta
↪
d indukcyjnie wnioskujemy, że |Wα| |τ × α× ω|, gdyż W0,0 = {}.

KÃladziemy Hα = Wα \ ∪{Wβ : β < α}. Zbiory Hα sa
↪
rozÃla

↪
czne z definicji.

Skoro liczba porza
↪
dkowa pα byÃla najmniejsza w zbiorze λ \ ∪{Wβ : β < α}, to

zbiory Hα daja
↪
w sumie λ. Dla dowolnej liczby porza

↪
dkowej α zachodzi

| ∪ {Hβ : β < α}| = ∪{Wβ : β < α}| |τ × α× ω|.

Czyli warunek (ii) jest speÃlniony. Sprawdzimy, że warunek (iii) jest także
speÃlniony. Aby to zrobić bierzemy funkcje

↪
F = Tα. Wtedy dla β > α za-

chodzi F (Hβ) ⊆ Hβ. Rzeczywíscie, gdy x ∈ Hβ ⊂ Wβ, to x ∈ Wβ,n. Wt-
edy F (x) ∈ Wβ,n+1, czyli F (Hβ) ⊆ Wβ. Gdyby tak nie byÃlo, to F (x) ∈ Hγ,
dokÃladniej F (x) ∈ Wγ,n, gdzie γ < α. Zaś to pocia

↪
ga x ∈ F−1(Wγ,n) ⊆ Wγ, ale

to jest sprzeczne z x ∈ Hα ⊆ Wα \Wγ To wystarcza dla zakończenia dowodu
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Twierdzenie 8.10. Niech X oraz Y be
↪
da

↪
dowolnymi podzbiorami liczb

rzeczywistych. Jeśli X jest mocy continuum, to istnieje rodzina mocy contin-
uum podzbiorów zbioru X mocy continuum taka, że jeśli podzbiór zbioru Y ma
klase

↪
wymiaru mniejsza

↪
od dwu elementów tej rodziny, to jest mocy mniejszej od

continuum.

Dowód. Bierzemy podzbiór zbioru X mocy continuum nie zawieraja
↪
cy

podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora i korzystamy z lematu 8.4.
Dowolna

↪
funkcje

↪
f z otrzymanej rodziny S obcinamy do podzbioru dziedziny,

który jest suma
↪
wszystkich zwartych przeciwobrazów pojedynczych punktów. Co

najwyżej przeliczalna ilość takich przeciwobrazów nie jest zwarta, gdyż na pod-
stawie lematu 8.1 zwarte sa

↪
wszystkie przeciwobrazy nigdziege

↪
ste. Do rodziny

obcie
↪
ć jak wyżej stosujemy lemat 8.9.

Bierzemy cia
↪
g pozaskończony P0, P1, . . . , Pα, . . . dÃlugości continuum zÃlożony

z rozÃla
↪
cznych podzbiorów liczby kardynalnej continuum mocy continuum. W

końcu kÃladziemy
Aα = ∪{Hβ : β ∈ Pα},

gdzie zbiory Hβ sa
↪
takie, jak w lemacie 8.9. Z punktu (iii) tego lematu wniosku-

jemy, że zbiory Aα sa
↪
takie jakich potrzebujemy

Twierdzenie 8.11. Istnieje cia
↪
g pozaskończony A0, A1, . . . , Aα, . . . dÃlugości

c+ zÃlożony z podzbiorów liczb rzeczywistych taki, że jeśli α < β < c+, to klasa
wymiaru zbioru Aα jest mniejsza od klasy wymiaru zbioru Aβ.

Dowód. Niech A0 be
↪
dzie podzbiorem zbioru Cantora mocy continuum

nie zawieraja
↪
cym podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora, np zbiorem

Bersteina.

ZaÃlóżmy, że dla liczby porza
↪
dkowej α zostaÃl określony podzbiór zbioru Cantora

Aα nie zawieraja
↪
cy podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. Korzys-

tamy z twierdzenia 8.8. i za zbiór Aα+1 bierzemy podzbiór zbioru Cantora taki,
że

c(Aα) < c(Aα+1) < c(2ω).

ZaÃlóżmy, że α jest graniczna
↪
liczba

↪
porza

↪
dkowa

↪
mocy nie wie

↪
kszej od continuum.

Jeśli dla dowolnej liczby porza
↪
dkowej β < α zostaÃl określony podzbiór Aβ zawarty

w zbiorze Cantora, to ustalamy cia
↪
g pozaskończony y0, y1, . . . , yβ, . . . dÃlugości α

różnych punktów należa
↪
cych do zbioru Cantora tak, aby zbiór {yβ : β < α} nie

zawieraÃl podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. W końcu kÃladziemy

Aα = ∪{Aβ × {yβ} : β < α} ⊂ 2ω × 2ω.

Zbiór Aα nie zawiera podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. Gdyby
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X ⊆ Aα byÃl takim zbiorem, to jego rzut na druga
↪
oś jako obraz zbioru zwartego

przez funkcje
↪
cia

↪
gÃla

↪
byÃlby zwarty. Skoro zaÃlożylísmy że zbiór {yβ : β < α} nie

zawiera podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora, to podzbiory zwarte
tego zbioru sa

↪
przeliczalne. Wnioskujemy sta

↪
d, że istnieje punkt yβ taki, że zbiór

X ∩ (2ω × {yβ})
jest zwarty i nieprzeliczalny, a wie

↪
c zawiera podzbiór homeomorficzny ze zbiorem

Cantora. Wtedy zbiór Aβ zawieraÃlby także taki zbiór, co wykluczylísmy. Dla
dowolnej liczby porza

↪
dkowej γ < α z nierówności γ < β < α oraz c(Aγ) < c(Aβ)

wnioskujemy c(Aγ) < c(Aα). Co wystarcza dla zakończenia dowodu

Nie wiemy, czy twierdzenie 8.11 ma prawdziwa
↪

wersje
↪

dla dowolnego
podzbioru liczb rzeczywistych mocy continuum, tzn. czy można zakÃladać, że dla
ustalonego podzbioru liczb rzeczywistych X mocy continuum cia

↪
g pozaskończony

A0, A1, . . . , Aα, . . . dÃlugości c+ jest zÃlożony z podzbiorów zbioru X.

Twierdzenie 8.12 Dla dowolnego podzbioru liczb rzeczywistych mocy con-
tinuum istnieja

↪
cia

↪
gi pozaskończone A0, A1, . . . , Aα, . . . oraz B0, B1, . . . , Bα, . . .

dÃlugości continuum zÃlożone z podzbiorów tego zbioru takie, że jeśli β < α, to
klasa wymiaru zbioru Aβ jest mniejsza od klasy wymiaru zbioru Aα oraz klasa
wymiaru zbioru Bα jest mniejsza od klasy wymiaru zbioru Bβ .

Dowód. Ustalamy podzbiór liczb rzeczywistych X mocy continuum nie
zawieraja

↪
cy podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. Korzystamy z

lematu 8.4 i dowolna
↪
funkcje

↪
f o przeciwdziedzinie mocy continuum należa

↪
ca

↪
do

rodziny S otrzymanej na podstawie tego lematu obcinamy do podzbioru zbioru
X, który jest suma

↪
nigdziege

↪
stych w dziedzinie przeciwobrazów pojedynczych

punktów. Rodzine
↪
wszystkich tak otrzymanych obcie

↪
ć oznaczamy przez T . Na

podstawie lematu 8.1 przeciwobrazy pojedynczych punktów dla funkcji z T sa
↪

zwarte i przeliczalne. Ustawiamy w cia
↪
g pozaskończony f0, f1, . . . , fα, . . . dÃlugości

continuum wszystkie funkcje z rodziny T .

Dla liczby porza
↪
dkowej α wybieramy punkt pα ∈ X różny od punktów pβ,

fβ(pγ), f
−1
β (pγ), fα(pβ), f−1

α (pβ), gdzie β < α oraz γ < α

Niech P oznacza zbiór wszystkich określonych wyżej punktów pα. Odnotujmy,
że jeśli α < β, to liczba fα(pβ) jest równa pβ lub nie należy do P . Jest tak, bo
gdy fα(pβ) = pγ, to: w przypadku γ < β zakÃladalísmy, że punkt pβ jest różny od
f−1

α (pγ). Zaś gdy β < γ, to zakÃladalísmy, że punkt pγ jest różny od fα(pβ).

Przedstawiamy zbiór P
w postaci sumy cia

↪
gu pozaskończonego H0, H1, . . . , Hα, . . . dÃlugości continuum

zÃlożonego z rozÃla
↪
cznych podzbiorów mocy continuum. Dla liczby porza

↪
dkowej α
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kÃladziemy
Aα = ∪{Hβ : β α} oraz Bα = P \ Aα.

Natychmiast z określenia mamy

c(A0) c(A1) . . . c(Aα) . . .

oraz
c(B0) c(B1) . . . c(Bα) . . . ,

gdyż odpowiednie nierówności wynikaja
↪
z zawierań.

ZaÃlóżmy, że liczba porza
↪
dkowa γ jest mniejsza od liczby porza

↪
dkowej β.

Przypuśmy, dla dowodu niewprost, że funkcja fα po obcie
↪
ciu do podzbioru

D ⊆ Aγ jest odwzorowaniem domknie
↪
tym przyjmuja

↪
cym wszystkie wartości ze

zbioru Hβ poza przeliczalna
↪

ilościa
↪
. To obcie

↪
cie nie jest tożsamościa

↪
, a wie

↪
c

punkty pζ , dla ζ > α, nie moga
↪
należeć do przeciwdziedziny tego obcie

↪
cia. Mamy

sprzeczność pocia
↪
gaja

↪
ca

↪
c(Aγ) < c(Aβ).

Nierówności c(Bβ) < c(Bγ) dowodzimy tak samo podstawiaja
↪
c za Aγ zbiór

Bβ. Wtedy zamiast Hβ należy rozważyć zbiór Hγ. To wystarcza dla zakończenia
dowodu

Wszystkie twierdzenia tego rozdziaÃlu, oprócz twierdzenia 8.11, maja
↪

wer-
sje dla funkcji monotonicznych wzie

↪
tych zamiast odwzorowań domknie

↪
tych.

Sprawdzenie tego jak i odczytanie jakie wÃlasności przestrzeni topologicznych
wykorzystujemy w dowodach pozostawiamy czytelnikowi. Oczywíscie wszys-
tkie dowody przechodza

↪
przy zaÃlożeniu, iż dotycza

↪
przestrzeni metrycznych

ośrodkowych.
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