8. Odwzorowania domkniete.

Jesli X oraz Y sa przestrzeniami topologicznymi, to funkcja ciagla okreslona
na X przyjmujaca wartosci w Y taka, ze obraz dowolnego podzbioru domknietego
jest zbiorem domknietym bedzie nazywana odwzorowaniem domknietym.
Dowolna funkcja ciagta okreslona na przestrzeni zwartej Hausdorffa przyjmujaca
warto$ci w przestrzeni zwartej Hausdorffa jest odwzorowaniem domknietym. Wt-
edy zbiory domkniete sa zwarte, obraz zbioru zwartego jest zwarty oraz zbiory
zwarte sa domkniete. O dowolnej funkcji omawianej w tym rozdziale bedziemy
zaktadali, o ile nie odnotujemy inaczej, ze jest funkcja rzeczywista okreslona
na podzbiorze liczb rzeczywistych. W tym rozdziale bedziemy postugiwali sie
ciagowa definicja ciagtosci, tzn. funkcja f jest ciagla gdy dla dowolnego ciagu
xg,Z1,... zbieznego do punktu y ciag f(zo), f(x1),... jest zbiezny do f(y).
Oczywiscie w zakresie funkcji rzeczywistych okreslonych na podzbiorach liczb
rzeczywistych jest ona rownowazna definicji méowiacej, ze funkcja jest ciagta gdy
przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest otwarty.

Lemat 8.1. (iggla funkcja rzeczywista f jest odwzorowaniem domknietym
gdy zachodzi implikacja: Jesli liczba b nalezy do przeciwdziedziny funkcjyi f, dla
prawie wszystkich n zachodzi b # f(x,) oraz ciag f(xo), f(x1),... jest zbiezny do
b, to ciqg xg, T1, ... ma punkt skupienia w przeciwobrazie f~(b).

Dowéd. Zalézmy, ze f jest odwzorowaniem domknietym, liczba b nalezy do
przeciwdziedziny funkcji f, dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi b # f(z,,)
oraz ciag f(zo), f(z1),... jest zbiezny do b. Wtedy ciag xo,z1,... ma punkt
skupienia. Gdyby tak nie byto, to zbiér {zg, z1,...} bylby domkniety oraz jego
obraz przez funkcje f bylby domkniety w przeciwdziedzinie tej funkcji. Wtedy
liczba b nie nalezalaby do domkniecia tego obrazu, co wykluczylismy.

Jesli punkt p jest punktem skupienia ciagu xg,x1,..., to stosowny podciag
tego ciagu, np. dla indekséw nalezacych do zbioru nieskoriczonego L, jest zbiezny
do punktu p. Skoro f jest funkcja ciagla, to

b= f(p) = Egﬁf(xrﬂ
Stad p € f~1(b).

Bierzemy podzbiér domkniety D zawarty w dziedzinie funkcji f oraz
zakladamy, dla dowodu niewprost, ze obraz f(D) nie jest domkniety w przeci-
wdziedzinie tej funkcji. Wybieramy punkt b nalezacy do przeciwdziedziny funkcji
f, mnalezacy do domkniecia obrazu f(D) oraz nie nalezacy do obrazu f(D).
Wybieramy z obrazu f(D) ciag punktéw yo,yi, ... zbiezny do punktu b. Dla
dowolnej liczby naturalnej n wybieramy punkt z,, € f~'(y,) N D. Ciag o, 1, . . .



ma punkt skupienia p € f~(b). Zbiér D jest domkniety oraz punkty zg,xy, ...
naleza do D, a wiec p € D. Skoro funkcja f jest ciagla, to b = f(p) € f(D).
Mamy sprzecznos¢ wystarczajaca dla zakonczenia dowodu

Lemat 8.2. Niech f oraz g bedg odwzorowaniami domknietymi. Pierwsze
okreslone na zbiorze A, drugie na zbiorze B. Przypusémy, ze zbior D jest zawarty
w przekroju AN B oraz po domknieciu zawiera sume AU B. Jesli dla dowolnego
punktu x € D zachodzi f(x) = g(z), to dla dowolnego punktu t naleZqcego do
przekroju przeciwdziedzin funkcji f oraz g zachodzi f=1(t) = g=(t), o ile f71(t)
ma puste wnetrze relatywnie domkniecia zbioru D.

Dowdd. Bierzemy liczbe t € f(A) N g(B) taka, ze przeciwobraz f~!(t) ma
puste wnetrze relatywnie domkniecia zbioru D. Przypusmy, dla dowodu niew-
prost, ze b € g7 () \ f~(t). Wybieramy ciag x¢, 1, ... zbiezny do b zlozony z
liczb nalezacych do réznicy D\ f~1(¢). Skoro f jest funkcja ciagla, to liczba b nie
nalezy do dziedziny funkcji f. Zbiér {zg, x1, ...} jest domkniety w tej dziedzinie
oraz jego obraz przez f jest domkniety w f(A). Skoro g jest funkcja ciagla, to
ciag g(xo), g(z1), ... jest zbiezny do g(b) = t. Dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzi t # f(x,) = g(x,) oraz t € f(A). Korzystamy z poprzedniego lematu i
wnioskujemy, ze ciag {zg, 21, . . .} ma punkt skupienia w f~1(¢), co wykluczyli$my.
Jest to sprzeczno$é pociagajaca zawieranie g~ () C f~1(¢). Inkluzje odwrotna
uzasadniamy tak samo z tym, ze zamieniamy rolami funkcje f oraz g

Niech X oraz Y beda przestrzeniami topologicznymi, zas f funkcja okreslona
na podzbiorze D C X przyjmujaca wartosci w przestrzeni Y. Bedziemy
moéwili, ze funkcja h okreslona na zbiorze zawartym w domknieciu zbioru D
przyjmujaca wartosci w przestrzeni Y jest XY-rozszerzeniem funkcji f jesli dla
dowolnego punktu ¢ € f(D) przeciwobrazy f~(t) i h™'(t) sa réwne. Jesli
XY —roszerzenie funkcji jest odwzorowaniem domknietym, to bedziemy je nazy-
wali XY-rozszerzeniem domknietym.

Lemat 8.3. Jesli X oraz Y sq podzbiorami liczb rzeczywistych, D podzbiorem
gestym w X oraz f odwzorowaniem domknietym okreslonym na D przyjmujgcym
wartosci w 'Y, to istnieje maksymalne X'Y-roszerzenie domkniete funkcji f.

Dowéd. Ktladziemy F(z) = f(z) dla dowolnego punktu z € D. Jesli h jest
XY -rozszerzeniem domknietym funkcji f, to dla dowolnego punktu x € h=1(#),
gdzie t nie nalezy do przeciwdziedziny funkcji f, ktadziemy F(z) = h(z). Wobec
poprzedniego lematu funkcja F' jest dobrze okreslona.

Przypusémy, dla dowodu niewprost, ze funkcja F' nie jest ciagta. Wybieramy
ciag xg, 1, . . . zbiezny do liczby b tak, aby liczby F'(z¢), F'(x1), . .. nie nalezaly do
domkniecia otoczenia otwartego W liczby F'(b). Dla dowolnej liczby naturalnej



n dobieramy XY -rozszerzenie domkniete h,, funkcji f tak, aby x, nalezalo do
jego dziedziny. Korzystamy z ciaglodci funkeji h,, 1 wybieramy ciag .0, Zpn 1, - - -
zbiezny do z,, zlozony z liczb nalezacych do D takich, ze liczby f(zn.0), f(2n1),- .-
nie naleza do domkniecia zbioru W. Bierzemy XY -rozszerzenie domkniete h
funkcji f takie, ze b nalezy do jego dziedziny. Nastepnie sposrdéd liczb z,, x
wybieramy ciag o, y1, ... zbiezny do b. Otrzymujemy sprzecznosé¢ z ciaglodcia
funkeji h, gdyz liczby h(y,) = f(y,) nie naleza do domkniecia zbioru W i ciag
h(yo), h(y1), - . . nie moze by¢ zbiezny do h(b) = F(b).

Przypusémy, ze liczba b nalezy do przeciwdziedziny funkcji F', dla dowolnej
liczby naturalnej n liczba b jest rézna od F'(x,) oraz ciag F(xq), F(z1),... jest
zbiezny do b. Zalézmy, dla dowodu niewprost, ze ciag xg, 1, ... nie ma punktu
skupienia w dziedzinie funkcji F; dowolny punkt skupnienia ciagu zg,zq,...
nalezacy do dziedziny funkcji F' nalezy do F~1(b), bo funkcja F jest ciagla a taka
sytuacja nie przeczy domknietosci funkcji F. Zbiory F~(b) oraz {zg,z1,...}
sa domkniete w dziedzinie funkcji F'. Sa one roztaczne, a wiec istnieje otwarte
otoczenie V zbioru F~1(b), ktére po domknieciu nie zawiera zadnego punktu x,,.
Bierzemy XY -rozszerzenie domkniete h,, funkcji f takie, ze liczba z,, nalezy do
dziedziny funkcji h,. Korzystamy z ciaglosci h, i wybieramy ciag ¥n.0,Yn.1, - - -
zbiezny do x,, ztozony z liczb nalezacych do D oraz nie nalezacych do domkniecia
zbioru V. Wybieramy ciag qo, q1, ... zbiezny do b oraz zlozony z liczb postaci
f(Ynx). Dla dowolnej liczby naturalnej n wybieramy sposréd liczb y,, . liczbe
pn € f71(gn). Bierzemy XY -rozszerzenie domkniete h funkcji f takie, ze liczba
b nalezy do przeciwdziedziny funkcji h. Korzystamy z lematu 8.1 i wniosku-
jemy, ze ciag po,p1,... ma punkt skupienia w przeciwobrazie h™1(b) = F~1(b),
co jest niemozliwe gdyz liczby p,, nie nalezaly do domkniecia zbioru V. Mamy
sprzecznos¢ pociagajaca, ze I’ jest odwzorowaniem domknietym

O zbiorze réwnolicznym ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych bedziemy
méwili, ze jest mocy continuum.  Zbiér Cantora 2“ jest mocy contin-
uum.  Produkt kartezjanski (2¢)“ mozna przedstawi¢ w formie 2“*“ oraz
zbior 2“*¢ jest réwnoliczny ze zbiorem 2¥, a wiec rodzina wszystkich ciagdéw
przyjmujacych wartosci rzeczywiste jest mocy continuum. Liczbe porzadkowa,
ktora nie jest rownoliczna z liczba porzadkowa mniejsza bedziemy nazywali
liczbg kardynalng. Gdy bedziemy moéwili o mocach zbioréw zakladamy, ze sa
one dobrze uporzadkowane, tzn. dowolny zbidr jest réwnoliczny z jakas liczba
kardynalna. Liczbe kardynalna réwnoliczng z rodzina wszystkich podzbioréw
liczby kardynalnej A bedziemy oznaczali przez 2*. Liczbe kardynalna réwnoliczna
z rodzina wszystkich podzbioréw liczb rzeczywistych bedziemy oznaczali przez
2¢. Najmniejsza liczbe kardynalna wicksza od continuum bedziemy oznaczali ¢*.
Jesli X jest zbiorem, to liczbe kardynalna réwnoliczna ze zbiorem X bedziemy
oznaczali przez | X|. Najmniejsza nieskoniczona liczbe kardynalna bedziemy oz-
naczali przez w.



Bedziemy korzystali z faktu, ze jesli A\ jest nieskonczona liczba kardynalna,
to produkt kartezjanski A x A jest réwnoliczny z A. Aby sie o tym przekonac
wprowadzamy na zbiorze wszystkich par liczb porzadkowych nalezacych do A
relacje okreslona nastepujaco.

(a, B) (7,&) gdy zachodzi jeden z trzech warunkéw:

max(a, ) < max(7,§),
max(a, §) = max(7y, ) oraz a < 7,
m

= max(7,§) oraz a = y oraz 3 < €.

o
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Relacja dobrze porzadkuje produkt kartezjanski A x A. Przypus$émy, dla
dowodu niewprost, ze liczba kardynalna 7 < A jest najmniejsza nieskonczona
liczba kardynalna, ktéra nie jest porzadkowo izomorficzna z A x A. Wtedy
liczba kardynalna 7 jest nieprzeliczalna oraz istnieje para liczb porzadkowych
(e, B) mniejszych od 7 taka, ze liczba porzadkowa 7 jest porzadkowo izomor-
ficzna ze zbiorem par liczb porzadkowych mniejszych w sensie od pary (a, ).
Mamy sprzecznosé, gdyz ostatni zbiér jest rownoliczny z podzbiorem produktu
kartezjariskiego max(«, 3) X max(a, 3), ktéry jest mocy mniejszy od 7 na pod-
stawie zalozenia indukcyjnego .

Lemat 8.4. Niech X oraz Y beda podzbiorami liczb rzeczywistych. Istnieje
rodzina S mocy nie wiekszej od continuum ztozZona z odwzorowan domknietych
okreslonych na podzbiorach zbioru X oraz przyjmujgcea wartosct w Y taka, zZe jesli
D C X oraz h jest odwzorowaniem domknietym okreslonym na D przyjmujgcym
wartosci w Y, to istnieje odwzorowanie f € S oraz zbior przeliczalny E C h(D)
taki, ze dla dowolnej liczby t € h(D) \ E zachodzi réwnosé f=1(t) = h=1(t).

Dowéd. Przypusémy, ze P C X jest przeliczalnym podzbiorem oraz
f funkcja okreslona na P przyjmujaca wartosci w Y. Jesli istnieje odw-
zorowanie domkniete o dziedzinie zawartej w domknieciu zbioru P, zawierajace
P oraz przyjmujace wartosci w Y, ktore po obcieciu do P jest funkcja f, to
wybieramy jedno takie odwzorowanie. Nastepnie korzystamy z poprzedniego
lematu, bierzemy maksymalne XY -rozszerzenie domkniete tego odwzorowania
i oznaczamy je przez F. Niech S bedzie rodzina wszystkich wyzej okreslonych
funkeji F'. Rodzina S jest mocy nie wiekszej od continuum, gdyz jest rownoliczna
z podrodzinag rodziny wszystkich ciagdw o wartosciach rzeczywistych.

Przupysémy, ze mamy odwzorowanie domkniete okreslone na nieprzeliczal-
nym podzbiorze D C X przyjmuje wartosci w Y. Bierzemy jego obciecie f do
podzbioru P C D przeliczalnego i gestego w D. Nastepnie dobieramy funkcje
F € S okreslona wyzej. Potem ktadziemy E = f(P). Korzystamy z lematu 8.2 i
sprawdzamy, ze funkcja F' jest taka, jakiej potrzebujemy



Jesli przestrzen X jest obrazem homeomorficznym podprzestrzeni przestrzeni
Y, to bedziemy moéwili, ze typ wymiaru przestrzeni X jest nie wickszy od typu
wymiaru przestrzeni Y. Symbolicznie bedziemy to zapisywali d(X) d(Y).
Jesli zachodzi d(X) d(Y) oraz nie zachodzi d(Y) d(X), to bedziemy pisali
d(X) < d(Y) oraz méwili, ze typ wymiaru przestrzeni X jest mniejszy od typu
wymiaru przestrzeni Y.

Jesli przestrzen X jest obrazem podprzestrzeni przestrzeni Y przez odw-
zorowanie domkniete, to bedziemy moéwili, ze klasa wymiaru przestrzeni X jest
nie wieksza od klasy wymiaru przestrzeni Y. Symbolicznie bedziemy to zapisy-
wali ¢(X) ¢(Y). Jedli zachodzi ¢(X) ¢(Y) oraz nie zachodzi ¢(Y) ¢(X), to
bedziemy pisali ¢(X) < ¢(Y') oraz méwili, ze klasa wymiaru przestrzeni X jest
mniejsza od klasy wymiaru przestrzeni Y.

Dowolny homeomorfizm jest odwzorowaniem domknietym, a wiec nieréwnos¢
d(X) d(Y) pociaga nier6wno$¢ c¢(X) ¢(Y). Implikacja odwrotna nie jest
prawdziwa. Przykladowo zbiér Cantora jest homeomorficzny z podzbiorem od-
cinka [0, 1], a wiec d(2¥) d([0,1]). Jedynymi podzbiorami spéjnymi zbioru Can-
tora sa pojedyncze punkty i zbioér pusty. Dowolny odcinek jest spéjny, a wiec
mamy d(2¢) < d([0,1]). Odcinek [0, 1] jest obrazem ciaglym zbioru Cantora.
Obie przestrzenie sa zwarte, a wiec ¢([0,1]) ¢(2%).

Jesli dla przestrzeni X oraz Y nie zachodzi zadna z nieréwnosci d(X) d(Y)
lub d(Y) d(X), to bedziemy méwili, iz maja niepordwnywalne typy wymiaru, zas
gdy nie zachodzi zadna z nieréwnosci ¢(X) ¢(Y) lub ¢(Y) ¢(X), to bedziemy
mowili, iz maja nieporownywalne klasy wymiaru.

Podstawowe rezultaty teorii typow wymiaru zastaly udowodnione w latach
dwudziestych i trzydziestych XX wieku przez matematykow polskich, takich jak
S. Banach, K. Kuratowski oraz W. Sierpinski. Prezentowana tutaj teoria klas
wymiaru jest adaptacja rezultatéw dotyczacych typéw wymiaru.

Lemat 8.5 (K. Kuratowski). Niech A\ bedzie nieskoriczona liczba kardynalna.
Jesli S jest rodzina mocy nie wiekszej od N ztozona z funkcji okreslonych na
podzbiorach liczby kardynalne; A\ przyymujacych wartosci na podzbiorach liczby
kardynalnej X mocy A, to istnieje rodzina mocy 2% podzbioréw liczby kardynalnej
A taka, ze dla dowolnych dwu elementow Y i Z z tej rodziny oraz dowolnej funkcji
f € S réinica f(Z)\Y jest mocy A.

Dowdéd. Ustawiamy w ciag pozaskonczony fo, f1,..., fa, .. dlugosci A
funkcje z rodziny S, tak aby dowolna funkcja nalezaca do S wystepowala w
tym ciagu A razy. Jest to mozliwe, gdyz dowolna nieskoriczona liczba kardynalna
jest rownoliczna z dwukrotnym swoim produktem kartezjanskim. Dla dowolnej



funkcji f € S oraz dowolnego punktu y nalezacego do przeciwdziedziny funkcji f
wybieramy punkt z nalezacy do przeciwobrazu f~!(y). Jesli funkcja f jest réwna
fa, to oznaczamy przez A, zbior wszystkich punktéw wybranych jak x powyzej.
Dowolny zbior A, jest mocy A, gdyz przeciwdziedzina dowolnej funkcji z S jest
mocy A. Dla dowolnej liczby porzadkowej o < A oznaczamy przez g, obciecie
funkcji f, do zbioru A,, a wiec funkcja g, jest réznowartosciowa oraz w ciagu
pozaskonczonym gg, g1, - - -, Ga, - - - dlugosci A, funkcja g, wystepuje A razy.

Wybieramy punkt py € Ajp. Nastepnie zakladamy, ze okresliliSmy punkty
pp € A dla liczb porzadkowych 3 < a. Wtedy wybieramy punkt p, € A,
rézny od punktdéw ps, ga(ps), 9. (ps), gﬁ_l(pw) oraz gs(p,), gdzie 8 < a oraz
v < «. Zbiér wszystkich punktow p, oznaczamy przez P. Jest to zbiér mocy
A. Dowolny zbiér A, byl uzyty A razy w powyzszej indukcji, a wiec dowolny
przekré) PN A, jest mocy A. Ustawiamy w ciag pozaskonczony By, By, ..., Ba,. ..
dhugosci A wszystkie przekroje PN A, tak, aby kazdy przekrdj wystepowat w tym
ciagu A razy. Z kazdego zbioru B, wybieramy, indukcyjnie, dwa roztaczne zbiory
{sp : B < a} oraz {tg : f < a} zlozone z punktéw, ktére nie zostaly wybrane
wezesniej. Dla dowolnej liczby porzadkowej 3 < A niech zbiér Cp bedzie zbiorem
wszystkich punktow sg, zas zbiér Dg zbiorem wszystkich punktéw t5. Zbiory Cp
oraz Dg sa roztaczne i kazdy z nich zawiera A elementéw nalezacych do dowolnego
przekroju PN A,.

Jesli X jest podzbiorem A, to ktadziemy
RX)=U{Cs: e X}UU{D, :ye X\ X}

Rodzina wszystkich zbioréw R(X) jest taka, jakiej potrzebujemy.  Jest
rownoliczna z rodzina wszystkich podzbioréw liczby kardynalnej A, a wiec jest
mocy 2*. Jedli X oraz Y sa podzbiorami liczby kardynalnej A oraz f € S, to
bierzemy funkcje g, taka, ze obciecie f do zbioru A, jest funkcja g,. Wtedy dla
g€ X \Y mamy

Oy C R(X)\ R(Y) oraz Dy C R(Y) \ R(X).

Zbiér PNC3NA, jest mocy A. Jesli a < v, to ga(py) = p+ lub g4 (p,) nie nalezy do
zbioru P. Gdyby g.(py) = ps, to w przypadku v < (3 przy definiowaniu punktu
pp wykluczylisSmy ta rownosc¢. Zas gdy 8 < v, to ta réwnos$¢ wykluczyliSmy przy
okreslaniu punktu p,. Skoro

FIREXD\RY) 2 go(R(X))\ R(Y) 2 {9ga(py) : @ <y 0raz p, € CgN Au},
to réznica f(R(X)) \ R(Y) jest mocy A.

Podobnie prowadzimy dowéd gdy 8 € Y \ X, tzn. zamieniamy rolami zbiory
Cp oraz Dg. To wystarcza dla zakonczenia dowodu

6



Twierdzenie 8.6. Dila dowolnego podzbioru liczb rzeczywistych mocy
continuum 1stnieje rodzina mocy 2°¢ ztozona z podzbiorow tego zbioru o
nieporownywalnych klasach wymiaru.

Dowdéd. Ustalamy podzbiér liczb rzeczywistych X mocy continuum oraz ko-
rzystamy z lematu 8.4 przy zalozeniu X =Y. Otrzymujemy rodzine odwzorowan
domknietych S o wlasnosciach jak w lemacie 8.4. Dla dowolnej funkcji f € S
wybieramy jeden jej selektor f,. Niech S* bedzie rodzina wszystkich selektoréw
f«. Korzystamy z lematu 8.5 zastepujac rodzine S przez S*. Otrzymana na pod-
stawie tego lematu rodzina podzbioréw zbioru X jest mocy 2¢. Gdy A oraz B
sa podzbiorami tej rodziny i h jest odwzorowaniem domknietym okreslonym na
podzbiorze D C A o wartosciach w B, to wybieramy odwzorowanie domkniete
f € S zawierajace h z dokladnoscia do przeliczalnego podzbioru przeciwdziedziny.
Wtedy f.(B) \ A jest mocy continuum. Czyli zbiér {¢t € B : f~1(t) # h7'(t)}
jest mocy continuum, co jest niemozliwe wobec lematu 8.2. To wystarcza dla
zakonczenia dowodu

Twierdzenie 8.7. Jesli podzbior liczb rzeczywistych nie zawiera podzbioru
homeomorficznego ze zbiorem Cantora, to jego klasa wymiaru jest mniejsza od
klasy wymiaru zbioru Cantora.

Dowdéd. Jedli przeciwdziedzina odwzorowania domknietego f okreslonego
na podzbiorze liczb rzeczywistych X jest zbiorem Cantora 2¥, to funkcja
wielowartoéciowa F' okreslona wzorem F(z) = f~!(z) jest ciagla. Wynika to z
komentarza do lematu 7.3. Na podstawie dowodu twierdzenia 7.4 istnieje selektor
h klasy 1 dla funkcji wielowartosciowej F'. Korzystamy z twierdzenia 5.5 i wybier-
amy podzbiér zwarty zawarty w zbiorze punktéw ciagltosci funkeji h. Funkcja h
obcieta do tego zbioru jest zanurzeniem. To wystarcza dla zakonczenia dowodu

Twierdzenie 8.8. Jesli klasa wymiaru podzbioru liczb rzeczywistych X jest
mmniejsza od klasy wymiaru zbioru Cantora, to istnieje podzbior liczb rzeczywistych
o klasie wymiaru wiekszej od klasy wymiaru X oraz mniejszej od klasy wymiaru
zbioru Cantora.

Dowdéd. Gdy X jest mocy mniejszej od continuum, to dowolny podzbidr liczb
rzeczywistych mocy continuum nie zawierajacy podzbioru homeomorficznego ze
zbiorem Cantora, wobec twierdzenia 8.7, wystarcza. Istnienie takiego zbioru
gwarantuje tzw. konstrukcja zbioru Bernsteina. Mianowicie, ustawiamy w ciag
pozaskonczony Py, Py, ..., P,,... dlugosci continuum wszystkie podzbiory liczb
rzeczywistych homeomorficzne ze zbiorem Cantora (dla konstrukeji wystarczy aby
byly to zbiory mocy continuum). Z dowolnego zbioru P, wybieramy, indukcyjnie,
dwa punkty p, oraz ¢, rézne od punktéw wybranych wczesniej. Wtedy zbior
wszystkich punktéw postaci p, jest zbiorem Bernsteina, tzn. zbidér ten oraz jego



dopelnienie przecinaja dowolny podzbiér liczb rzeczywistych homeomorficzny ze
zbiorem Cantora (dowolny zbiér P,).

Zalézmy, ze podzbidr liczb rzeczywistych X jest mocy continuum. Oznaczamy
przez F rodzine wszystkich zbioréow postaci X N C' mocy continuum oraz przez
H rodzine wszystkich zbioréw postaci C'\ X, gdzie C' przebiega podzbiory liczb
rzeczywistych homeomorficzne ze zbiorem Cantora. Korzystamy z lematu 8.4
przy zalozeniu, ze Y jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych. Otrzymujemy
rodzine S odwzorowan domknietych o wlasnosciach jak w tym lemacie. Oz-
naczamy przez GG rodzine dopelien obrazéw f(X), gdzie f przebiega funkcje z
rodziny S. W koncu kladziemy Q = FU H UG.

Zbior Cantora zawiera continuum roztacznych podzbioréw homeomorficznych
z catoscia. W kazdym z tych zbioréw sa punkty nie nalezace do X. Stad dowolny
podzbidér rodziny @) jest mocy continuum oraz rodzina () jest mocy continuum.
Skoro zbiér X nie zawiera podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora, to
Stosujemy na rodzinie () konstrukcje zbioru Bernsteina i otrzymujemy podzbior
liczb rzeczywistych R taki, ze zbidr ten oraz jego dopekienie przecinaja dowolny
podzbidr z rodziny Q.

Kiladziemy Y = X U R. Jesli T jest podzbiorem liczb rzeczywistych homeo-
morficznym ze zbiorem Cantora, to réznica T\ X nalezy do rodziny H. Skoro
(T\X)\R=T\Y, to réznica T\ Y jest mocy continuum. To oznacza, ze
zbiér Y nie zawiera podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. Stad i z
twierdzenia 8.7 mamy ¢(X) ¢(Y) < ¢(2%).

Przypusmy, dla dowodu niewprost, ze istnieje odwzorowanie domkniete f
okreslone na podzbiorze Z C X ktorego przeciwdziedzina jest Y. Bierzemy
podzbiér przeliczalny P C Z gesty w Z. Niech h bedzie funkcja nalezaca do
rodziny S taka, jak w lemacie 8.4 przyporzadkowaliSmy obcieciu funkcji f do
zbioru P. Zbiér R zawiera continuum punktow nie nalezacych do obrazu zbioru
Z przez funkcja h. To pociaga ¢(X) < ¢(Y)

Lemat 8.9 (S. Banach). Przypusmy, ze X\ oraz 7 < X\ sq nieskoriczonymi
liczbami kardynalnymi. Niech S bedzie rodzina funkcji okreslonych na podzbio-
rach liczby kardynalnej X przyjmujocych wartosci w A. Jesli rodzina S jest mocy
nie mniejszej od A oraz dla dowolnego punktu t € X i dowolnej funkcji f € S
przeciwobraz f~1(t) jest mocy nie wiekszej od T, to istnieje rodzina {Hy : o < A}
podzbiorow liczby kardynalnej X taka, Ze :

(i) Zbiory H, sa roztaczne i dajg w sumie \.

(i) Jesli v < A, to suma U{H, : @ < v} jest mocy mniejszej od \.



(iii) Jesli f € S, to istnieje liczba porzadkowa 3 taka, Ze dla dowolnej liczby
porzadkowej o > (3 zachodzi f(H,) C H, .

Dowéd.  Ustawiamy w ciag pozaskonczony Tg,Ti,...T,,... dlugosci
A funkcje z rodziny S. Okredlamy ciag pozaskonczony Wy, Wy, ... W, ...
podzbioréw liczby kardynalnej A nastepujaco: Kladziemy Wy o = {} oraz W, =
ToWon1) UTy H(Won_1). W koticu przyjmujemy Woo U Wy, U... = Wo.

Zalézmy, ze dla dowolnej liczby porzadkowej 5 < a zbiér W3 zastal okreslony.
Niech p, bedzie najmniejsza liczba porzadkowa nalezaca do réznicy A\ U{Wj :
B < a}. Kladziemy W, = {po} U{Ws : § < a} oraz

Wan = H{Ts(Wan-1) : < a UU{T; (Wopo1) : 8 < o}
oraz WooUWo1U...=W,.

Jesli |[A] |7 x a x w|oraz T € S, to
IT(A)| |7 x axw|

oraz
T (A)] |7 x axuw|.

Piewsza nierownos¢ zachodzi, gdyz T jest funkcja. Zas druga, bo
T HA) =U{T~(t) : t € A} oraz |T~'(t)| 7. Czyli nieréwnos¢

[Wan| |7 X axw| pociaga nieréwnosci [Woi1,| |7 X a X w|

oraz
(Wal |7 x axwl.

Stad indukcyjnie wnioskujemy, ze |W,| |7 x a X w|, gdyz Wy = {}.

Kladziemy H, = W, \ U{Wj3 : B < a}. Zbiory H, sa rozlaczne z definicji.
Skoro liczba porzadkowa p, byta najmniejsza w zbiorze A \ U{Wj3 : 8 < a}, to
zbiory H, daja w sumie A. Dla dowolnej liczby porzadkowej o zachodzi

|U{Hg: B <a}= U{Ws:0<a}| |7 xaxuw|.

Czyli warunek (ii) jest speliony. Sprawdzimy, ze warunek (iii) jest takze
spelniony. Aby to zrobi¢ bierzemy funkcje F' = T,. Wtedy dla > « za-
chodzi F(Hz) C Hg. Rzeczywiscie, gdy x € Hg C Wp, to v € Wp,. Wt-
edy F(z) € Wayq1, czyli F(Hg) € Ws. Gdyby tak nie bylo, to F(z) € H,,
doktadniej F(z) € W, ,, gdzie v < . Za$ to pociaga x € F~Y(W,,,) C W,, ale
to jest sprzeczne z x € H, C W, \ W, To wystarcza dla zakonczenia dowodu



Twierdzenie 8.10. Niech X oraz Y bedg dowolnymi podzbiorami liczb
rzeczywistych. Jesli X jest mocy continuum, to istnieje rodzina mocy contin-
uum podzbiorow zbioru X mocy continuum taka, Ze jesli podzbior zbioru Y ma
klase wymiaru mniejszqg od dwu elementow tej rodziny, to jest mocy mniejszej od
continuum.

Dowdd. Bierzemy podzbior zbioru X mocy continuum nie zawierajacy
podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora i korzystamy z lematu 8.4.
Dowolna funkcje f z otrzymanej rodziny S obcinamy do podzbioru dziedziny,
ktory jest suma wszystkich zwartych przeciwobrazéw pojedynczych punktéw. Co
najwyzej przeliczalna ilosé¢ takich przeciwobrazéw nie jest zwarta, gdyz na pod-
stawie lematu 8.1 zwarte sa wszystkie przeciwobrazy nigdziegeste. Do rodziny
obcie¢ jak wyzej stosujemy lemat 8.9.

Bierzemy ciag pozaskonczony Py, Py, ..., P,,... dlugosci continuum zlozony
z roztacznych podzbioréw liczby kardynalnej continuum mocy continuum. W
koncu ktadziemy

Aa = U{Hﬁ : ﬁ & Pa},

gdzie zbiory Hp sa takie, jak w lemacie 8.9. Z punktu (iii) tego lematu wniosku-
jemy, ze zbiory A, sa takie jakich potrzebujemy

Twierdzenie 8.11. Istnieje cigg pozaskoriczony Ag, Ay, ..., Aq, ... dlugosci
¢t zlozony z podzbiordw liczb rzeczywistych taki, ze jesli o < 3 < ¢, to klasa
wymiary zbioru A, jest mniejsza od klasy wymiaru zbioru Ag.

Dowdd. Niech Ag bedzie podzbiorem zbioru Cantora mocy continuum
nie zawierajacym podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora, np zbiorem
Bersteina.

Zalézmy, ze dla liczby porzadkowej a zostat okreslony podzbiér zbioru Cantora
A, nie zawierajacy podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. Korzys-
tamy z twierdzenia 8.8. i za zbior A,,; bierzemy podzbiér zbioru Cantora taki,
ze

c(Ay) < c(Aays1) < c(27).

Zalozmy, ze « jest graniczna liczba porzadkowa mocy nie wiekszej od continuum.
Jesli dla dowolnej liczby porzadkowej 8 < « zostal okreslony podzbiér Agz zawarty
w zbiorze Cantora, to ustalamy ciag pozaskonczony yo,y1,...,¥ys, ... dlugosci o
réznych punktéw nalezacych do zbioru Cantora tak, aby zbiér {ys : § < a} nie
zawieral podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. W koricu ktadziemy

AQZU{A5X{y5}Zﬂ<a}C2wX2w.

Zbiér A, nie zawiera podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. Gdyby
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X C A, byt takim zbiorem, to jego rzut na druga o$ jako obraz zbioru zwartego
przez funkcje ciagla bytby zwarty. Skoro zalozyliSmy ze zbidr {ys : § < a} nie
zawiera podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora, to podzbiory zwarte
tego zbioru sa przeliczalne. Wnioskujemy stad, ze istnieje punkt yg taki, ze zbior

X 0(2% x {ys})

jest zwarty i nieprzeliczalny, a wiec zawiera podzbiér homeomorficzny ze zbiorem
Cantora. Wtedy zbiér Az zawieralby takze taki zbidér, co wykluczyliémy. Dla
dowolnej liczby porzadkowej v < a z nieréwnosci v < # < a oraz ¢(A,) < ¢(Ap)
wnioskujemy ¢(A,) < ¢(A,). Co wystarcza dla zakonczenia dowodu

Nie wiemy, czy twierdzenie 8.11 ma prawdziwa wersje dla dowolnego
podzbioru liczb rzeczywistych mocy continuum, tzn. czy mozna zaktadac, ze dla
ustalonego podzbioru liczb rzeczywistych X mocy continuum ciag pozaskonczony
A, Ay, ..., A,, ... dlugodci ¢t jest ztozony z podzbioréw zbioru X.

Twierdzenie 8.12 Dia dowolnego podzbioru liczb rzeczywistych mocy con-
tinuum istnieja ciagi pozaskonczone Ag, A1, ..., Aq,... oraz By, By,...,Bq,...
dtugosci continuum ztoZone z podzbioréw tego zbioru takie, ze jesli § < «, to
klasa wymiaru zbioru Ag jest mniejsza od klasy wymiaru zbioru A, oraz klasa
wymiaru zbioru B, jest mniejsza od klasy wymiaru zbioru Bg .

Dowdéd. Ustalamy podzbidér liczb rzeczywistych X mocy continuum nie
zawierajacy podzbioru homeomorficznego ze zbiorem Cantora. Korzystamy z
lematu 8.4 i dowolng funkcje f o przeciwdziedzinie mocy continuum nalezaca do
rodziny S otrzymanej na podstawie tego lematu obcinamy do podzbioru zbioru
X, ktéry jest suma nigdziegestych w dziedzinie przeciwobrazéw pojedynczych
punktow. Rodzine wszystkich tak otrzymanych obcie¢ oznaczamy przez T'. Na
podstawie lematu 8.1 przeciwobrazy pojedynczych punktéw dla funkcji z T sa
zwarte i przeliczalne. Ustawiamy w ciag pozaskonczony fo, fi,..., fa, ... dlugosci
continuum wszystkie funkcje z rodziny T

Dla liczby porzadkowej o wybieramy punkt p, € X rézny od punktéw pg,
fﬂ(p’y)a fﬁ_l(p’y)7 fa(pﬂ>7fc:1<pﬁ)7 gdZie 6 < @ oraz vy <«

Niech P oznacza zbior wszystkich okreslonych wyzej punktow p,. Odnotujmy,
ze jesli a < f3, to liczba f,(ps) jest réwna pg lub nie nalezy do P. Jest tak, bo
gdy fa(ps) = py, to: w przypadku v < § zakladalimy, ze punkt pg jest rézny od
[ (py). Zas gdy B < v, to zakladaliSmy, ze punkt p., jest rézny od fu(ps)-

Przedstawiamy zbior P
w postaci sumy ciagu pozaskonczonego Hy, Hy,..., H,, ... dlugosci continuum
ztozonego z roztacznych podzbioréw mocy continuum. Dla liczby porzadkowej o
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ktadziemy
A, =U{Hp:p a} oraz B, =P\ A,.

Natychmiast z okreslenia mamy
c(Ag) c(Ay) ... c(As) ...

oraz

c¢(By) ¢(By) ... ¢(By) ..,

gdyz odpowiednie nierownosci wynikaja z zawieran.

Zalozmy, ze liczba porzadkowa ~ jest mniejsza od liczby porzadkowej [.
Przypusmy, dla dowodu niewprost, ze funkcja f, po obcieciu do podzbioru
D C A, jest odwzorowaniem domknietym przyjmujacym wszystkie wartosci ze
zbioru Hp poza przeliczalna iloscia. To obciecie nie jest tozsamoscia, a wiec
punkty p¢, dla ¢ > «, nie moga naleze¢ do przeciwdziedziny tego obcigcia. Mamy
sprzeczno$¢ pociagajaca c¢(A,) < c(Ap).

Nieréwnosci ¢(Bg) < ¢(B,) dowodzimy tak samo podstawiajac za A, zbior
Bg. Wtedy zamiast Hg nalezy rozwazy¢ zbior H,. To wystarcza dla zakonczenia
dowodu

Wszystkie twierdzenia tego rozdziatu, oprécz twierdzenia 8.11, maja wer-
sje dla funkcji monotonicznych wzietych zamiast odwzorowan domknietych.
Sprawdzenie tego jak i odczytanie jakie wlasnosci przestrzeni topologicznych
wykorzystujemy w dowodach pozostawiamy czytelnikowi. Oczywiscie wszys-
tkie dowody przechodza przy zalozeniu, iz dotycza przestrzeni metrycznych
osrodkowych.

12



