7. Funkcje wielowartosciowe i selektory.

Rodzing wszystkich podzbioréw zbioru X bedziemy oznaczali przez
P(X). Gdy X jest przestrzenig topologiczna, to odwzorowanie F' : Y —
P(X) okreslone na zbiorze Y oraz przyjmujace jako wartosci domkniete
podzbiory przestrzeni X, bedziemy nazywali funkcjq wielowarto$ciowg.

Jesli L jest rodzina podzbioréw zbioru Y oraz X jest przestrze-
nig topologiczng, to bedziemy mowili, ze funkcja wielowartosciowa
F:Y — P(X) jest L- mierzalna gdy dla dowolnego podzbioru otwar-
tego U C X zbior

{reY Fx)nU # @}

nalezy do rodziny L.

W literaturze pojecia L-mierzalnosci bywa nazywane mierzalnoscia
z dotu (lower-measurable). Bywa tak gdy rozwazane sg inne rodzaje
mierzalnosci. Przyktadowo gdy w definicji L-mierzalnosci zatozymy, ze
zbior U przebiega zbiory domkniete, to o funkcji wielowartosciowej F
bedziemy mowili, ze jest U-mierzalna. Jednakze gdy rodzina L jest
zamknieta na przeliczalne sumy oraz X jest przestrzenig doskonata, to
dowolny podzbiér otwarty U C X mozna przedstawi¢ jako sume ciagu
Vo, Vi, ... zbioréw domknietych. Wtedy

{zeY : Fa)NnU#@}=U{{reY : Flz)NV, # 3} :n € w}.

To wystarcza dla wnioskowania, ze dowolna funkcja wielowarto$ciowa
U-mierzalna jest L-mierzalna. Wnioskowanie w odwrotng strone jest
niepoprawne w og6lnej sytuacji. Chociaz jest mozliwe przy zatozeniu
zwartosci wartosci funkcji wielowartosciowej F.

Jedli F':'Y — P(X) jest funkcja wielowartosciowa, to funkcje f :
Y — X taka, ze dla dowolnego punktu = € Y zachodzi f(z) € F(x)
bedziemy nazywali selektorem funkcji F.

Lemat 7.1 (N. tuzin) Jesli L jest rodzing wszystkich sum przeliczal-
nych podrodzin ciata S, to dla dowolnego ciggu Ay, Ay, ... elementow L
istnieje cigg By, By, . .. roztgcznych elementow L taki, zZe

AyUAU...=ByUBU...

oraz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi B, C A,.

Dowdd. Dla dowolnej liczby naturalnej n przedstawiamy zbiér A, w

postaci sumy zbioréw A, o, A, 1, ... nalezacych do ciata S. Ustawiamy
1
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w ciag so, S1, ... wszystkie pary liczb naturalnych. Gdy (n, k) = s;, to
przyjmujemy A, , = D; oraz kladziemy

Croi = A \U{Dyy s m < i} = D; \ U{D,, : m < i}.

W koncu ktadziemy
Cn,O U Cn,l e = Bn

Skoro zbiory Cy, 0, Cy.1, . . . sg roztaczne, to zbiory B,, sa roztaczne. Za-
wierania Cpo C Ap0,Cn1 C Apg,... pociagaja B, C A,. Zas oczy-
wistym jest, z powodu okreslenia zbioru C i, ze Ag U A3 U ... =
BoUBiU... m

Twierdzenie 7.2 ( K. Kuratowski, Cz. Ryll-Nardzewski). Jesli L
jest rodzing wszystkich sum przeliczalnych podrodzin ciala S oraz F jest
L-mierzalng funkcjg wielowartosciowq przyjmujgcg jako wartosci do-
mkniete podzbiory liczb rzeczywistych, to istnieje selektor funkcji wie-
lowartosciowej F, ktory jest funkcjq L-mierzalng.

Dowéd. Przyjmijmy, dla potrzeb tego dowodu, ze odlegtosé wieksza
od jedynki jest odlegtoscia rowna jedynce. Ustawiamy w ciag rg, 71, . . .
wszystkie liczby wymierne.

Selektor funkcji wielowartosciowej F' okreslimy jako granice jedno-
stajna ciagu fo, f1,... funkcji L-mierzalnych okreslonych na sumie UL
przyjmujacych wartosci wymierne oraz takich, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n oraz dowolnego punktu x € UL zachodza nieréwnosci

inf{|f.(z) —z| : z € F(x)} < 2171

oraz

Ful#) = For@)] < 5y

Zatozmy, ze funkcja f,,_; zostala okreslona. Dla dowolnej liczby natu-
ralnej ¢ rozwazamy zbiory

1
C’i:{xGUL:F(a:)ﬂ{z:]z—ri\<2—n}#®},
oraz

D;={xeUL: f,1(z)e{z:|z—r] <

Nastepnie potézmy A; = C; N D;.

Skoro funkcja wielowartosciowa F' jest L-mierzalna, to zbiory
Cp, 4, ... nalezg do L. Na podstawie zalozenia indukcyjnego funkcja
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fn_1 jest L-mierzalna, a wiec zbiory Dgy, D, ... naleza do rodzimy L.
Dla dowolnych zbiorow Gy oraz H, zachodzi réwnosé

UW{Gr: ke X}NU{H, :neY}=U{G,NH,: (kn)e X xY}.

Podstawiamy za Gy, G, ... zbiory nalezace do ciala S oraz dajace w
sumie C;. Zas za Hy, Hy, ... zbiory nalezace do ciata S dajace w sumie
D;. Skoro rodzina S jest ciatem, to, wobec powyzszej réwnosci, zbiory
Ag, Ay, ... nalezg do rodziny L.

Gdy x € UL, to korzystamy z zalozenia indukcyjnego i wybieramy
punkt y € F(z) odlegty od liczby f,,_1(x) o mniej niz

=, Dobieramy

1
liczbe wymierng r; odlegta od y o mniej niz on taka, ze

1
2n—1'

ri =yl + |y = famr(z)] <

Wtedy punkt x natezy do zbioru C;; bo do zbioru F(z) nalezy punkt

y odlegly od r; o mniej niz on Punkt z nalezy takze do zbioru Dj;

gdyz liczby f,_1(x) oraz y sa odlegle o mniej niz Mamy stad

140LthVU...3: UZL

2n71'

Korzystamy z poprzedniego lematu i dobieramy roztaczne zbiory
By, By, ... nalezace do rodziny L w taki sposob, aby dla dowolnej liczby
naturalnej k zachodzitlo B, C Ay oraz By U B; U... = UL. W koncu
dla x € B; ktadziemy f,(z) = r;.

Przeciwobrazy punktow przez funkcje f,, nalezg do rodziny L oraz
zbiér wartoséci tej funkcji jest przeliczalny. Skoro rodzina L jest za-
mknieta na sumy podrodzin przeliczalnych, to funkcja f, jest L-
mierzalna.

Gdy x € B; C A;, to punkt = nalezy takze do zbioru Cj;, a wiec
1
istnieje punkt z € F(z) odlegly od r; o mniej niz o Stad

inf{|fn(x) —z| 1z € F(x)} =inf{|r; — 2| : 2z € F(2)} < 2171
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Punkt x nalezy takze do zbioru D;, a wiec liczba f,,_i(x) jest odlegla

od r; o mniej niz To pociagga

2n71'

[fo1(2) = fu(@)] = [faa(2) =7l <

Czyli funkcja f,, jest taka jak zapowiadaliSmy.

2n—1

Ciag funkcji fo, fi, . . . spetnia warunek Cauchy’ego, a wiec jest jedno-
stajnie zbiezny do funkcji f. Funkcja f jest L-mierzalna na podstawie
lematu 3.1. Ta funkcja jest selektorem funkcji F', gdyz wartosci funkcji
wielowartosciowej F' sa domkniete oraz dla dowolnego punktu x od-
legtosé liczby f(z) od zbioru F(z) jest réwna zeru. To wystarcza dla
zakonezenia dowodu g

Dowdd powyzszego twierdzenia wykorzystatl jedynie osrodkowosé i
zupetnosé zbioru liczb rzeczywistych. Jest prawdziwa jego wersja, z
tym samym dowodem, dla funkcji wielowartosciowej przyjmujacej jako
wartosci podzbiory domkniete osrodkowej przestrzeni metryzowalnej w
sposob zupelny.

Jesli X oraz Y sa przestrzeniami topologicznymi, to bedziemy mo-
wili, ze funkcja wielowartosciowa F' : Y — P(X) jest ciagla gdy dla
dowolnego podzbioru domknietego U C X zbiér

{reY Fx)nU # @}

jest domkniety w Y. Powyzsza definicja cigglosci nie jest powszechnie
uzywana. PrzyjeliSmy taka definicje dlatego aby odpowiadata odwrot-
nosci funkcji ciaglej okreslonej na przestrzeni zwartej Hausdorffa.

Lemat 7.3. Jesli X jest zwartq przestrzeniq Hausdorffa, Y prze-
strzeniq Hausdorffa oraz f: X — 'Y funkcjg ciggle, to funkcja wielo-
warto$ciowa F okreslona wzorem F(x) = f~(x) jest funkcjq wiclowar-
tosciowq cigglq.

Dowdd. Jesli V' C X jest podzbiorem domknietym, to

{yeY FlyynV£eoy={yeY:fynV+£a}=/[f(V).

Zbiér V jest zwarty, gdyz przestrzen X jest zwarta Hausdorffa. Funkcja
f jest ciagla, a wiec obraz tego zbioru jest zwarty. Skoro przestrzen Y
jest Hausdorffa, to przeciwobraz f (V') jest domkniety. To wystarcza dla
zakonczenia dowodu g
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Twierdzenie 7.4. (Cz. Ryll-Nardzewski) Jesli X jest zwartq prze-
strzeniqg metryczng oraz Y przestrzeniq metryczng, to dla dowolnej
funkcji ciggtey [+ X — Y istnieje funkcja g klasy 1 taka, Ze dla dowol-
nego punktu x € Y zachodzi g(x) € f~(x).

Dowéd. Korzystamy z poprzedniego lematu i twierdzenia 7.2. Jako
g bierzemy selektor mierzalny wzgledem zbioréw typu F, dla funkcji
wielowartosciowej okreslonej wzorem F(x) = f~!(z). Funkcja g jest 1
klasy Baire’a na podstawie analogicznego rozumowania jak w dowodzie
twierdzenia 5.2 m

W lemacie 7.3 istotnym zalozeniem byto, ze funkcja f jest ciagta i
domknieta, tzn. funkcja ciagta, ktéra przeprowadza dowolny podzbior
domkniety na zbiér domkniety. W istocie rzeczy dowdd twierdzenia 7.4
pracuje przy zatozeniach: X jest osrodkowsq przestrzenig metryzowalna
w sposob zupelny, Y jest przestrzenia topologiczna oraz f jest funkcja
ciagta i domknieta.



