FUNKCJE BORELOWSKIE

Rodzine F' podzbioréw zbioru X (tzn. UF C X)) bedziemy nazywali cialem
gdy spelione sg warunki:

(1) Jesli zbior'Y € F, to dopetnienie X \'Y tez nalezy do rodziny F.

(2) Jesli S C F jest skoticzong podrodzing, to suma US = U{Y : Y € S} takze
nalezy do rodziny F.

Gdy w (2) wezmiemy rodzine pusta jako S, to wnioskujemy, ze zbiér pusty
oraz zbior X = UF (wobec (1)) naleza do ciata F' .

Jesli dodatkowo w (2) dopuscimy podrodziny przeliczalne w miejsce rodzin
skonczonych, to ciato F' bedziemy nazywali o-cialem.

Jesli f jest funkcja rzeczywista oraz dla dowolnego zbioru otwartego w sensie
topologii naturalney, tj. topologii na zbiorze liczb rzeczywistych generowanej przez
przedzialy otwarte o koncach wymiernych, jego przeciwobraz przez funkcje f
nalezy do rodziny F', to bedziemy mowili, ze funkcja f jest F-mierzalna. Innymi
stowy: funkcja jest F-mierzalna jesli przeciwobraz zbioru domknietego nalezy do
rodziny dopetnien zbioréw nalezacych do rodziny F'. Gdy F' jest rodzing taka, ze
do F nalezy suma dowolnej przeliczalnej podrodziny zawartej w F, to méwimy,
ze F' jest zamknieta na sumy przeliczalne.

Lemat 1.

Jesli F jest rodzing zamknietq na sumy przeliczalne, to granica jednostajnie
zbieznego ciggu funkcyi rzeczywistych F-mierzalnych jest funkcjg F-mierzalng.

Dowdd. Ustalmy ciag fo, fi, ... funkcji F'—mierzalnych jednostajnie zbiezny
do funkcji f. Dowolny jego podciag jest jednostajnie zbiezny, a wiec bez straty
ogo6lnosci zaktadamy, lub wybieramy stosowny podciag, ze dla dowolnego punktu
x zachodzi nieréwnos¢

£(@) ~ fale)l <

Bierzemy domkniety w sensie topologii naturalnej podzbior D. Oznaczamy przez
A, zbiér wszystkich liczb rzeczywistych odlegtych od D o nie wiecej niz % Liczba
f(z) nalezy do D gdy zawsze liczba f,(z) nalezy do A,. Skoro AyNA;N... =D,
to mamy
YD) =n{f"(A,):n=0,1,...}.

Zbiory A, sa domkniete, czyli z prawej strony mamy przekrdj przeliczalnej ilodci
dopetien elementéw nalezacych do rodziny F', a wiec jest to dopetnienie elementu
z rodziny F. O

Jesli X jest przestrzenia topologiczna, to elementy najmniejszego o—ciata
zawierajacego jej podzbiory otwarte bedziemy nazywali zbiorami borelowskimi.
Bedziemy mowili, ze zbior jest typu F, gdy jest suma przeliczalnej ilosci zbioréw



domknietych oraz jest typu Gs gdy jest przekrojem przeliczalnej ilosci zbioréw
otwartych.

Przestrzen topologiczna bedziemy nazywali doskonalg gdy dowolny jej pod-
zbior otwarty jest zbiorem typu F,, innymi stowy: dowolny jej podzbior domkniety
jest zbiorem typu Gy.

Bedziemy moéwili, ze zbiory domkniete sa typu Go oraz zbiory otwarte sg
typu Fjy. Jesli av jest przeliczalng liczba porzadkowa, to bedziemy moéwili, ze zbior
borelowski jest typu F,, gdy jest suma przeliczalnej ilosci zbioréw typow Gpg,
gdzie B € a. Zbioér borelowski jest typu G, gdy jest dopetnieniem zbioru typu Fj,
innymi stowy: jest przekrojem przeliczalnej ilosci zbioréw typow Fjg, gdzie 8 € .
Zbiory typu F; to zbiory typu F}; za$ zbiory typu GG; to zbiory typu Gs. O zbiorze
jednoczesnie typu F,, oraz typu G, bedziemy mowili, ze jest typu A,.

Lemat 2.
Niech o bedzie przeliczalng liczbg porzgdkowq.

(a) Przekrdj skoticzonej ilosci oraz suma przeliczalnej iloSci zbiorow typu F,
to zbiory typu F,.

(b) Suma skonczonej ilosci oraz przekrdj przeliczalnej ilosci zbioréw typu G,
to zbiory typu G.,.

(c) Zbiory typu A, tworzq cialo.

(d) Gdy € a, to dla dowolnej przestrzeni doskonatej podzbiory typu Gz oraz
Fps sq typu A, .

Dowdéd. Warunek (c) natychmiast wynika z warunkéw (a) oraz (b). Warunek
(a) jest thumaczeniem przez prawa de Morgana warunku (b). Zbiory typu Gy to
zbiory domkniete, a wiec dla nich warunek (b) jest prawdziwy. Dla dowolnych
zbioréw H* prawdziwa jest réwnoéé

M{HF ke X} :neY}=n{H":(k,n) e X xY}.

Podstawmy za X oraz Y zbiory przeliczalne oraz za zbiory HF zbiory typow
Fjs, gdzie 8 € a. Wtedy produkt kartezjanski X x Y jest przeliczalny. Wobec
powyzszej rownosci, przekrdj przeliczalnej ilosci zbioréw typu G, jest zbiorem
typu G.

Dla dowolnych zbiorow Ay oraz B, zachodzi réwnosé
A keYIUn{B, ne X} =n{A,UB, : (k,n) €Y x X}.

Stosujemy ja dla dowodu, ze suma skoniczonej ilosci zbioréw typu G, jest zbiorem
typu G,. Wystarczy to wykazac¢ dla sumy dwoch zbioréw. Podstawiamy za X oraz
Y zbiory przeliczalne za$ za zbiory Ay oraz B, zbiory typéw Fj, gdzie 8 € a.
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Na podstawie zalozenia indukcyjnego z prawej strony powyzszej réwnosci mamy
przekroj przeliczalnej iloSci zbioréw typow Fj, gdzie € o . To wystarcza dla
zakonczenia dowodu warunku (b).

Przestrzen jest doskonata. To oznacza, ze dowolny jej podzbiér typu Fy, tj.
otwarty, jest typu F; = F,, oraz dowolny jej podzbiér typu Gy, tj. domkniety, jest
typu G; = Gs. Rozwazmy liczbe porzadkows 5 € a. Jesli H jest zbiorem typu
Gp, to jest zbiorem typu F, jako suma rodziny jednoelementowej { H}. Zas gdy
E jest zbiorem typu Fj , to suma potrzebna dla jego okreslenia jako zbioru typu
Fjg jest dobra dla okreslenia go jako zbioru typu F,. Czyli dowolny zbiér typu Fj
oraz jego dopekienie sg zbiorami typu £, a wiec takze zbiorami typow G,. To
wystarcza dla zakonczenia dowodu (d) oraz calego lematu. O

Bedziemy mowili, ze funkcja rzeczywista jest klasy « gdy przeciwobraz dowol-
nego zbioru otwartego jest typu F,,. Innymi stowy: funkcja rzeczywista jest klasy
a gdy przeciwobraz dowolnego zbioru domknietego jest typu G,. Odnotujmy, ze
funkcje klasy 0 to funkcje ciggte. Funkcje klasy o, gdzie « jest przeliczalng liczba
porzadkows bedziemy nazywali funkcjami borelowskimi.

Twierdzenie 3.
Granica jednostagnie zbieznego ciggu funkcji klasy o jest funkcjg klasy o.

Dowéd. Zbiory typu Fy,, na podstawie lematu 2 (a), tworza rodzine zamknieta
na przeliczalne sumy. Korzystamy z lematu 1, ktory wystarcza dla zakonczenia
dowodu. O

Twierdzenie 4 (F. Hausdorff).
Granica punktowo zbieznego ciggu funkcyi klasy o jest funkcjq klasy o + 1.

Dowéd. Ustalmy ciag funkeji fo, fi1,... klasy a punktowo zbiezny do funk-
cji f. Bierzemy zbiér domkniety D. Przez B, oznaczamy zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych odlegtych od D o mniej niz %

Liczba rzeczywista f(z) nalezy do D gdy dla dowolnej liczby naturalnej n
prawie wszystkie liczby f,,(z), for1(z), ... naleza do B,,. Mamy stad réwnosé

D) =n{U{f, (B, : k=0,1,...} :n=0,1,...}.
Zbiory By, B, ... sa otwarte, a wiec zbiory fn_jk(Bn) sa typu F,. Stad sumy
U{fle(Bn) : k=0,1,...}

s typu F,. Czyli zbiér f~1(D) jest typu Ga41. To wystarcza dla zakonczenia
dowodu. O

Bedziemy moéwili, ze funkcja rzeczywista jest funkcjg prostg gdy zbior jej war-
tosci jest skonczony.



Lemat 5.
Funkcja prosta jest klasy o gdy przeciwobrazy punktow sq typu A,.

Dowdéd. Skoro punkty przeciwdziedziny sa domknieto-otwarte, to dla funkeji
prostej klasy a przeciwobrazy punktow, sa zbiorami typu F, oraz zbiorami typu
G. Czyli zbiorami typu A,. O

Twierdzenia 4 nie daje si¢ poprawi¢ dla liczby porzadkowej granicznej «,
tzn. moze istnie¢ cigg funkcji klas mniejszych niz o punktowo zbiezny do funk-
cji klasy a 4+ 1. Przyktadowo wezmy zbior H, ktory jest zbiorem typu F, oraz
nie jest zbiorem typu G,. O istnieniu takiego zbioru, bedziemy moéwili w na-
stepnym rozdziale. Korzystamy z lematu 2 (d) i przedstawiamy H jako sume
zbioréw Ag, Ay, ..., ktore sg zbiorami typow Ag, gdzie 8 € a. Mozemy zatozy¢,
ze Ag € A; C ... na podstawie lematu 2 (b). Funkcje charakterystyczne zbio-
row A, A1, ... sa punktowo zbiezne do funkcji charakterystycznej zbioru H. Ta
ostatnia funkcja na podstawie lematu 5 jest klasy a + 1 oraz nie jest klasy a.
Skoro « jest liczba porzadkowa graniczna, to funkcje charakterystyczne zbioréw
Ao, Aq, ... sa klas 3, gdyz zbiory Ay, Ay, ... sa klas Ag, gdzie § € a.

Lemat 6 (W. Sierpinski).

Niech a > 0 bedzie przeliczalng liczbg porzqadkowq oraz zatézmy, Ze rozwazane
zbiory sq podzbiorami przestrzeni doskonade;.

(a) Dowolny zbidr typu F,, mozna przedstawic jako przeliczalng sume rozlgcz-
nych zbiorow typu A.

(b) Dla dowolnych dwu rozlgeznych zbioréw typu G, istnieje zbior typu A,
zawierajgcy jeden z nich oraz rozlgczny z drugim.

Dowéd. Ustalmy zbior X typu F,. Korzystamy z lematu 2 (d) i przedsta-
wiamy go jako sume zbioréw Ay, Ay, ..., ktére sa typu A,. Ktadziemy Ey = Ag
oraz

En:An\(A()UAlUUAn_l)
Zbiory Ey, Ey, ... sa typu A,, na podstawie lematu 2 (c). Sa one roztaczne i daja
w sumie X . To uzasadnia punkt (a).

Ustalmy dwa roztaczne zbiory typu G,. Ich dopehlienia przedstawiamy w
postaci sum CoUC, U. .. oraz ByU B, U... tak, aby zbiory Cy,C1, ..., By, By,...
byly typéw G, gdzie 8 € a. Kladziemy Hy = Cy oraz Fy = By \ Cp. Nastepnie
przyjmujemy indukcyjnie, ze

Hn:Cn\(B()UBlU...UBn_lUC()UClu...UOn_l);
F,=B,\ (CouCiU...UC,UByUB;U...UB,_).

Zbiory Hy, Hy, ..., Fy, F1,... sa roztaczne. Na podstawie lematu 2 (d) sa typu
A,. Ich sumy Hy U Hy U ... oraz Fy U F} U ... sg roztaczne oraz na podstawie
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lematu 2 (a) sa typu F,, . Daja one w sumie cala przestrzen, czyli sa zbiorami typu
A,. Suma HyU H; U ... jest taka jakiej potrzebujemy dla zakonczenia dowodu
punktu (b). O

Lemat 7.

Jesli o > 1 jest przeliczalng liczbg porzgdkowq, to dowolna funkcja prosta
klasy o okreslona na przestrzeni doskonatej jest granicg punktowo zbieinego ciggu
funkcji prostych klas 3, gdzie f € a. Gdy o« = v+ 1 oraz y jest liczbg porzgdkowq
graniczng, to dodatkowo (3 € 7.

Dowdd. Ustalamy funkcje prosta f klasy a okreslong na przestrzeni dosko-
natej. Oznaczamy przez yo, Y1, - - - , Yn Wszystkie punkty przeciwdziedziny funkcji
f. Na podstawie lematu 5, przeciwobrazy

F o)y F M) F 7 ()
sg zbiorami typu A,. Czyli zbiorami typu F,.

Gdy 0 < i < n, to przedstawiamy zbior f~1(y;) jako sume rosnacych zbioréw
H{ C H{ C ..., ktére sa zbiorami typéw G , gdzie € a. Skoro o > 1 mo-
zemy zalozy¢ 8 > 0. Dla dowolnej liczby naturalnej k zbiory HY, H}, ..., H sa
rozlgczne oraz sg zbiorami typéw Gg. Korzystamy z lematu 6 (b). Dobieramy roz-
laczne zbiory K}, K, ... K} typéw Ag takie, ze dla dowolnej liczby naturalnych
i zachodzi zawieranie Hj C Kj.

Dla dowolnej liczby naturalnej k& potézmy

(z) = {ym dla z € Kj;
I Yo, dla pozostatych x.

Funkcja g; jest funkcja prosta klasy 3, gdyz przeciwobrazy punktéow przez te
funkcje naleza do ciata generowanego przez zbiory K}, K7 ..., KI'; za$ elementy
tego ciata sa zbiorami typéw Asz na podstawie lematu 2 (c).

Aby uzasadnié zbieznos¢ punktowa ciggu funkcji go, g1, ... bierzemy punkt
r. Wtedy f(x) = y; oraz istnieje liczba naturalna k taka, ze x € H. Skoro
x € H} oraz H, C H{ C ..., to dla dowolnej liczby naturalnej n > k zachodzi
f(z) = yi = gn(x). To wystarcza dla zbieznosci punktowe;j.

Gdy a = v+ 1 oraz v jest liczbg porzadkowa graniczng, to zbiory postaci H},
sa typu G.,. Kazdy z nich jest sumga przeliczalnej iloSci zbioréw typow Ag, gdzie
B € 7, na podstawie lematu 2 (d). Kazdy ze zbioréw H} przedstawiamy jako
przeliczalng sume zbioréw typu Ag. To wystarcza dla zakonczenia dowodu, bo
suma przeliczalnej ilosci rodzin przeliczalnych jest przeliczalng suma elementéow
tych rodzin. Tak wiec zamiast zbiéw H? bierzemy skonczone sumy zbioréow, ktoére
sumuja zbiory H? oraz sa typéw Ag. Dalej zbiory K? dobieramy podobnie jak
wyze]j. U



Lemat 8.

Dowolna ograniczona funkcja rzeczywista klasy o > 0 okreslona na przestrzeni
doskonalej jest granicqg jednostajnie zbieznego ciggu funkcyi prostych klasy c.

Dowdd. Ustalamy ograniczona funkcje rzeczywista f klasy . Bierzemy liczbe
€ > 0 i wybieramy zbior skonczony {yo,v1,-..,Yn} zawarty w przeciwdziedzinie
funkcji f tak, aby dowolny punkt przeciwobrazu funkcji f byt odlegly od tego
zbioru o mniej niz % :

Dla dowolnej liczby naturalnej k rozwazamy zbiory
€
Xp=Az:[fl@) —ml = 5} oraz Yi={z:[f(z) | 2 €}.

Sa to roztaczne przeciwobrazy zbioréw domknietych, a wiec zbiory typu G,. Ko-
rzystamy z lematu 6 (b) i wybieramy zbiér Ej typu A, zawierajacy Xj oraz
roztaczny z Y.

Kladziemy Hy = Ey oraz H, = E, \ (Fo U E; U ... U E,_1). Jesli punkt
x nalezy do zbioru Hj, to kladziemy g(x) = yg. Tym sposobem okreslilidmy
funkcje g przyjmujaca wartosci yo, y1, - - -, Yn. Jest ona funkcja prosta klasy a na
podstawie lematu 5, gdyz przeciwobrazy punktéw sa zbiorami Hy, Hy,..., H,.
Czyli zbiorami typu A,. Dla dowolnego punktu x zachodzi nieréwnosé

[f(z) —g(z)] <e

To wystarcza dla zakoncznia dowodu. O

Twierdzenie 9 (S. Banach).

Niech o > 1 bedzie przeliczalng liczbg porzgdkowq. Wtedy dowolna funkcja
rzeczywista klasy o okreslona na przestrzeni doskonalej jest granicg punktowo
zbieznego ciggu funkcyi prostych klasy mniejszej niz a.

Dodatkowo, gdy o = v+ 1 oraz~y jest graniczng liczbg porzgdkowq, to funkcje
ciggu punktowo zbieznego mozna dobrac tak, aby byly typéw mniejszych niz

Dowdd. Ustalamy ograniczona funkcje rzeczywista f klasy «. Zalozenie ogra-
niczonosci nie szkodzi ogélnosci, gdyz zbior wszystkich liczb rzeczywistych jest
homeomorficzny z przedzialem (0, 1) oraz zbieznosé punktowa ma charakter to-
pologiczny. Korzystamy z lematu 8 i wybieramy ciag fy, f1, ... funkcji prostych
klasy a tak, aby dla dowolnego punktu x zachodzita nieréwnosé

1
fol@) = fanr(@)] <
Nieréwno$é taka otrzymujemy gdy wybierzemy cigg funkcji prostych fo, fi,...
tak, aby dla dowolnego punktu z zachodzita nieréwnosc

£@) = Ful@)] < o




Skoro v > 1, to korzystamy z lematu 7. Dla dowolnej liczby naturalnej n dobie-
ramy ciag funkeji prostych f, 0, fu1,... klas 8 punktowo zbiezny do funkcji f,,
gdzie 8 € a.

Okresdlamy ciggi funkcji prostych hy, o, 1, . .. klas 3, gdzie 8 € a, nastepu-
jaco. Dla liczby naturalnej m = 0 ktadziemy

Jox(z) = hox(z).
Jesli zalozymy, ze okreslilismy liczbe hy, i (2), to ktadziemy

1
P11 () = {fm—i—l,k(l’)’ gdy |fns1 (@) = hip(2)] < 55

2
hmi(x),  dla pozostatych x.

Przeciwobrazy punktéw przez funkcje hy,41, naleza do ciata generowanego przez
przeciwobrazy punktéw przez funkcje Ay, ,, oraz fp 110 — B . Jesli zatozymy, ze
funkcje fp41,, oraz hy,, sa funkcjami prostymi klasy 3, wtedy to cialo sktada
sie ze zbioréw typow Ag, gdyz réznica dwu funkeji prostych klasy 3 jest funk-
cja prosta tej samej klasy. To wystarcza dla dowodu indukcyjnego, ze wszystkie
funkcje h, s sa klas 3, gdzie 3 € a.

Dla dowolnego punktu = rozwazmy nieréwnosé

‘herl,n(-r) - fm+1($)| § ’herl,n(x) - ferl,n(x)‘ + |fm+l,n(x) - fm+1(x)|

Jesli zatozymy, ze ciag liczb Ay, (), hm1(x), . .. jest zbiezny do liczby f,,(x), to
istnieje liczba naturalna k taka, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > k zachodzi
nier6wnos¢
1 1

(@) = Fran(@)] < 5 b0 L) = froa ()] < 5

Czyli
hm-l-l,n(m) = fm-i—l,n(x)'

Co pociaga zbieznosé¢ ciagu liczb hyi1.0(2), hmt1,1(2), ... do liczby f41(x). In-
nymi stowy dla dowolnej liczby naturalnej m ciag funkcji hy, 0, A1, - - - jest punk-
towo zbiezny do funkcji f,,.

Pokazemy, ze dla dowolnego punktu z zachodzi

lim h,,(z) = f(x).

n—oo

Ustalamy punkt x oraz liczbe rzeczywista € > 0. Dobieramy liczbe naturalng m
tak, aby
1
2m

< oraz | fn(z) — f(x)| < g
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Nastepnie wybieramy liczbe naturalng n > m tak, aby
() = fnla)] < 5.
Skoro 0 < m < n, to liczba |h,,(x) — f(z)| jest niewigksza od sumy
[ (€)= P10 (2) |4 A 10 (2) = P () [ P () = o () [ 4| fon () = f ().

Dwa ostatnie sktadniki tej sumy sa mniejsze od % kazdy. Suma pozostalych sktad-
nikéw jest mniejsza od
1 N 1 P 1 <€
on—1 on—2 e om 3’

gdyz dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi nieréwnosé

1
k() = hierrn(2)] < -

Cata suma jest mniejsza od e. To wystarcza dla zakonczenia dowodu zbieznosci
punktowej ciagu hog, b1 1, ... do funkeji f.

Gdy o = 7+ 1 oraz ~ jest graniczng liczbg porzadkowa, to na podstawie
lematu 7 mozemy przyjac, ze wszystkie funkcje h, s sg klas 3, gdzie B € v. O

Nie potrafimy udowodni¢ wersji twierdzenia 9 dla liczby porzadkowej av = 1.
Dla tego brakuje faktu, ze dowolna funkcja prosta klasy 1 jest granica ciggu
punktowo zbieznego funkcji ciagtych.

Twierdzenie 9 pozostanie prawdziwe gdy zamiast funkcji rzeczywistych roz-
wazymy funkcje idace w przestrzen metryczng osrodkowa. Wiadomo, ze dowolna
przestrzen metryczng osrodkowa mozna zanurzy¢ w kostke Hilberta, ktora jest
przestrzenig metryczna zwarta. Dowdd lematu 8 pracuje dla funkcji idacych w
kostke Hilberta. Podobnie jest z dowodami lematu 7 oraz twierdzenia 9. Z ksigzki
K. Kuratowskiego " Topology” tom I mozna wnosi¢, ze twierdzenie 9 jest autor-
stwa F. Hausdorffa lub H. Lebesgue’a zas jego wersja dla przestrzeni metrycznej
osrodkowej S. Banacha. Dowody podane przez F. Hausdorffa oraz H. Lebesgue’a
w sposOb istotny wykorzystuja uporzadkowanie zbioru liczb rzeczywistych. S.
Banach ogtosit w 17 tomie Fundamenta Mathematicae dowdd, ktory z niewiel-
kimi zmianami przypomina dowod z ksigzki K. Kuratowskiego ” Topology” tom
I oraz nasz dowo6d. Te dowody nie korzystajg z uporzadkowania zbioru liczb rze-
czywistych. Istotne jest aby przeciwdziedzina spetniata twierdzenie o e-sieci; tj.
warunek moéwigcy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje podzbior
skonczony taki, ze dowolny punkt przestrzeni jest odlegly od niego o mniej niz e.

Bedziemy oznaczali przez w zbiér wszystkich liczb naturalnych. Zas zbioér
wszystkich podzbiorow liczb naturalnych przez 2. Najmniejsza topologie na zbio-
rze 2¥, w ktorej zbiory

{Ae2?: 2 CACuw\y},
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gdzie x oraz y sg zbiorami skoniczonymi, sa otwarte bedziemy nazywali topologig
produktowq. Przestrzen 2“ z topologia produktowa bedziemy nazywali zbiorem
Cantora.

Zbior Cantora jest przestrzenia zwarta homeomorficzng z podzbiorem liczb

rzeczywistych postaci
oo

3 220

n=1 3n ’

gdzie xg, x1, ... to ciag zer i jedynek. Zbiory {A € 2¥ : 2 C A C w \ y}, gdzie x
oraz y sa zbiorami skonczonymi, sg domknieto-otwarte oraz tworza baze topologii.
Innymi stowy zbiory typu Ay tworza baze topologii produktowe;.

Dla zbioru Cantora prawdziwe sg wersje lematu 6 oraz lematu 8 przy za-
tozeniu @ = 0. Prawdziwe sa takze wersje lematu 7 oraz twierdzenia 9 przy
zatozeniu o = 1. Dowody przebiegaja tak samo. Korzystamy z faktu, iz do-
wolny podzbiér otwarty zbioru Cantora jest suma przeliczalnej ilosci zbiorow
domknieto-otwartych.

Lemat 10.

Niech « bedzie liczbg porzgdkowq przeliczalng niegraniczng. Jesli f oraz g
sq funkcjami rzeczywistymi klasy o okreslonymi na zbiorze Cantora oraz h jest
funkcjq rzeczywistq cigglq okreslong na zbiorze liczb rzeczywistych, to funkcje

f+a,f—g fg,|fl,h(f), max(f,g) oraz min(f,g) sq funkcjami klasy c.

Dowdd. Jest tak dla a = 0, bo wtedy f oraz g sa funkcjami ciggltymi i teza
jest oczywista.

Jesli zalozymy, ze f oraz g sa funkcjami rzeczywistymi klasy 3 + 1, to korzy-
stamy z twierdzenia 9 i dobieramy ciggi funkcji prostych

fO?fla'-- oraz 90,91, - - -

klasy (8 lub klas v € 3, gdy [ jest liczbg graniczna, zbiezne do funkcji f oraz g,
kolejno. Wtedy

f(@) + g(x) = lm (fu(z) + gn(2)),
f(@) = g(x) = lim (fn(x) = gn(2)),

f(@)g(z) = lim f,(z)gn(2),
h(g(z)) = lim h(gn(z)).

Z prawych stron mamy granice funkcji klasy § lub klas v € 3, gdy 3 jest liczbg
graniczng. Korzystamy z twierdzenia 4 wnioskujac, ze funkcje z lewych stron sg
klasy § + 1. Gdy potozymy h(z) = |z|, to wnioskujemy, ze |f]| jest klasy 5 + 1.

Zachodzi
max{ f(z),g(x)} = f(z) ;Lg(x) + |f(x) ;g(x)|




oraz

win( o) g(a7) = L4910 @) =]

co pociaga, ze funkcje max(f, g) oraz min(f, g) sa klasy 5+ 1. To wystarcza. O

Lemat 11.

Niech « bedzie liczbg porzqdkowq przeliczalng niegraniczng. Jesli funkcje bo-
relowskie fo(x), f1(x),... sa klasy o, to funkcje bedgce granicami

limsup f,(z)  oraz lim inf fo(2)

sq klasy o + 2.

Dowdéd. Dla dowolnego punktu x zachodza rownosci

hmsup fn(x> = nhm lim maX{fn<w>7 fn+1($), R fn+k(x)}

n—oo —00 k—o00
oraz

h%gg.}f fn(‘r) = nlggo klim min{fn(m), fn—l—l(x)? T fn-&-k(l‘)}
Funkcje

maX(fnvfn+1a---afn+k> oraz min(fnafn—&-lw--afn—&-k)

sg klasy a na podstawie poprzedniego lematu. Na podstawie twierdzenia 4, sto-
sowanego dwukrotnie, granice z prawej strony daja funkcje klasy o + 2. O

Twierdzenie 12 (H. Lebesgue).

Dla dowolnej liczby porzgdkowej przeliczalnej o istnieje funkcja borelowska
F,(z,y) okreslona na produkcie zbioréw Cantora 2 x 2 taka, Ze jesli f jest
funkcjg rzeczywistq klasy o okreslong na zbiorze Cantora, to istnieje punkt y € 2%
taki, ze dla dowolnego punktu x zachodzi

f(x) = Fa(z,y).

Dowd6d. Przedstawiamy zbior wszystkich liczb naturalnych w postaci sumy
zbioréw Ay, A1, ... nieskonczonych i roztacznych. Dla dowolnej liczby naturalnej
n oraz dowolnego punktu x € 2¥ potézmy

gn(2) = 2|4,
Tak okreslona funkcja g, jest funkcja ciagta. Czyli funkcja przyporzadkowujaca
parze (z,y) pare (x,g,(y)) jest funkcja ciagla.

Zatézmy, ze dla [ € o funkcje borelowskie Fjz(z,y) sa okreslone. Wybieramy
niemalejacy ciag Gy, (1, . . . liczb porzadkowych tak, aby « bylo najmniejsza liczba
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porzadkows wieksza od wszystkich liczb porzadkowych (3,. Przyjmujemy, ze funk-
cja Fj, jest okreglona na zbiorze 2¢ x 24». Jest to mozliwe gdy przestrzenie 2/
oraz 2¢ z topologia produktowa sa homeomorficzne (do tego potrzeba aby zbior
A,, byt réwnoliczny ze zbiorem w - co zatozyliémy). Nastepnie ktadziemy

Fo(x,y) = limsup Fp, (z, g.(v)).

Dowolna funkcja Fjg, (x, g, (y)) jest funkcja borelowska jako ztozenie funkcji ciggtej
i funkcji borelowskiej. Czyli F,, jest funkcja borelowska na podstawie poprzed-
niego lematu.

Bierzemy funkcje rzeczywista f klasy a > 0 okreslona na zbiorze Cantora.
Korzystamy z twierdzenia 9. Dobieramy ciag fo, f1, ... funkcji prostych tak, aby
dla dowolnej liczby naturalnej n funkcja f,, byta klasy 3, € a oraz dla dowolnego
punktu x zachodzita réwnosé

lim f,(z) = f(x).

n—oo

Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje punkt y, taki, ze

fa(x) = Fp, (2, yn)-

Niech y € 2¢ bedzie punktem takim, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
gn(y) = yn. Skoro zbiory Ay, Ay, ... sa roztaczne, to taki dobér jest mozliwy.
Mamy

Fo(z,y) = limsup Fg, (z, go(y)) = limsup Fg, (z, yn) =

—limsup fulw) = Tim o) = f(2).
Powyzsze wystarcza dla dowodu indukcyjnego o ile okreslimy pierwszy krok w
indukeji, tj. funkcje Fy(z,y). Aby to zrobi¢ ustawiamy w ciag Py(x), Pi(z), ...
wszystkie funkcje proste klasy 0 okreslone na zbiorze Cantora i przyjmujace war-
tosci wymierne. Wybieramy ciag réznych punktéw yg, 1, . . . nalezacych do 2¢.

Oznaczamy przez E,(z,y) funkcje charakterystyczna zbioru 2¥ x {y,}. Na-
stepnie ktadziemy

Foa(z,y) = ipn(f)En(f’%y)‘

Skoro E,(x,y) jest funkcja charakterystyczna zbioru domknietego, to jest funkcja
klasy 1. Czyli funkcja F_; jest granica punktowo zbieznego ciggu funke;ji klasy 1.
Na podstawie twierdzenia 4 jest funkcja klasy 2. Funkcje Fy(z,y) okreslamy jak
wyzej funkcje F,(x,y), przyjmujac —1 = ,. O

Twierdzenie 13. (H. Lebesgue).
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Dla dowolnej przeliczalnej liczby porzedkowej « istnieje funkcja borelowska
okreslona na zbiorze Cantora, ktora nie jest funkcjq klasy o.

Dowdd. Korzystamy z poprzedniego twierdzenia i zaktadamy, dla dowodu
niewprost, ze istnieje funkcja dwu zmiennych F' taka, ze dla dowolnej funkcji
borelowskiej f istnieje punkt ¢ taki, ze dla dowolnego punktu x € 2¥ zachodzi

f(z) = F(z,1).
Rozwazmy funkcje

_ nF(z,t)
t) = lim —————~—
flz.t) A R (D)

Jest to funkcja borelowska przyjmujaca warto$ci 0 lub 1. Dowolng funkcje bore-
lowska przyjmujaca wartosci 0 lub 1 mozna przedstawié¢ w formie f(z,t). Miedzy
innymi funkcje 1 — f(z, x). Wtedy mamy

Co po podstawieniu ¢ za x daje

a wiec sprzecznosc. O

Pod koniec XIX i poczatkiem XX wieku kilku matematykéw zajmowalo sie
problemami zwiazanymi z klasyfikacja funkcji borelowskich. Byli to, miedzy in-
nymi: R. Baire, E. Borel, H. Lebesgue oraz W. H. Young. PdéZniejsi autorzy
uzywali ich nazwisk dla nadawania nazw réznym pojeciom. Tradycyjnie granica
punktowa ciagu funkcji ciagltych jest nazywana funkcjq 1 klasy Baire’a. Wczesniej
odnotowalismy, ze funkcja rzeczywistych okreslonych na zbiorze Cantora jest 1
klasy Baire’a gdy jest klasy 1. Obecnie rozszerzymy to na inne przestrzenie.

Bedziemy mowili, ze przestrzen topologiczng jest normalna gdy dowolna funk-
cja rzeczywista prosta ciggta okreslona na podzbiorze domknietym tej przestrzeni
ma rozszerzenie do funkcji rzeczywistej ciggtej okreslonej na catej przestrzeni.
Przestrzen normalna, ktéra jest réwniez przestrzenig doskonata bedziemy nazy-
wali doskonale normalng. Odnotujmy, ze dowolna przestrzen metryzowalna jest
doskonale normalna. Fakt ten bywa czasami przedstawiany jako twierdzenie H.
Tietze.

Lemat 14.

Dowolna funkcja rzeczywista prosta klasy 1 okreslona na przestrzeni doskonale
normalnej jest granicqg punktowo zbieznego ciggu funkcji ciggtych.

Dowéd. Ustalamy funkcje rzeczywista f prosta klasy 1. Dla punktu x prze-
ciwobraz f~!(x) przedstawiamy w formie sumy przeliczalnej ilosci zbioréw do-
mknietych. Tak otrzymane zbiory domkniete ustawiamy w cigg. Oznaczamy przez
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D,, sume pierwszych n zbioréw tego ciggu. Nastepnie korzystamy z normalnosci
przestrzeni i dobieramy funkcje ciagta f,, bedaca rozszerzeniem obciecia f|p, .
Ciag funkcji ciggtych fy, fi1,... jest takim jakiego potrzebujemy. O

Nastepne twierdzenie pochodzi od H. Lebesgue’a. Przytoczony dowdd pracuje
dla funkcji o wartosciach w przestrzeni metrycznej osrodkowej i jest wzorowany
na dowodzie twierdzenia 9. Taki sposéb dowodzenia pochodzi od S. Banacha i
jest przedstawiony w ksigzce K. Kuratowskiego ” Topology™.

Twierdzenie 15. (H. Lebesgue).

Dowolna funkcja rzeczywista klasy 1 okreslona na przestrzeni doskonale nor-
malnej jest granicg punktowo zbieznego ciggu funkcji ciggtych.

Dowdd. Ustalamy ograniczong funkcje rzeczywista f klasy 1. Zatozenie ogra-
niczonosci nie szkodzi ogélnosci, gdyz zbior wszystkich liczb rzeczywistych jest
homeomorficzny z przedziatem (0, 1) oraz zbieznosé¢ punktowa ma charakter to-
pologiczny. Korzystamy z lematu 8 i wybieramy ciag fo, fi1,... funkcji prostych
klasy 1 tak, aby funkcja fy byta stale rowna zeru oraz dla dowolnego punktu z i
dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzita nieréwnosé¢

1 ful(@) = foa(@)] < 21

n

Dla dowolnej liczby naturalnej n réznica f,, — f,_1 jest funkcja prostag klasy 1.
Korzystamy z lematu 14 i dobieramy ciag f,.0, fn.1, - - . funkcji ciagltych punktowo
zbiezny do funkcji f,, — fn._1, przy czym zaktadamy , ze dla dowolnego punktu x

1
zachodzi | f x(x)] < o Dalej ktadziemy

Ry () = — zm% fin().

Ciagi funkcji ciagtych hy, 0, .1, - . . jest punktowo zbiezny do funkeji f,,, oraz dla
dowolnego punktu z i dla prawie wszystkich n zachodzi

1
|hm+1,n(x) - hm,n(x” < om’

Dalej podobnie jak w dowodzie twierdzenia 9 wnioskujemy, ze ciag hog, 11 - ..
jest ciggiem funkcji punktowo zbieznym do funkcji f. O

Przypusémy, ze funkcja rzeczywista f jest okreslona na przestrzeni topolo-
gicznej. Dla punktu z nalezacego do domkniecia dziedziny funkcji f niech w(x)
oznacza kres dolny $rednic zbioréw f(G), gdzie G przebiega otwarte otoczenia
punktu z. Funkcje w bedziemy nazywali oscylacjg funkcji f.

Lemat 16.
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(a) Jesli € > 0 jest liczbg rzeczywistq, to zbior punktéw dla ktérych oscylacja
funkcji rzeczywistej jest nie mniejsza od € jest domkniety.

(b) Zbior punktow, w ktérych funkcja rzeczywista jest ciggla jest réwny pod-
zbiorown dziedziny skltadajgcemu sie z punktow, dla ktorych oscylacja funkcji jest
rowna zZeru.

Dowéd. Ustalamy funkcje rzeczywista f okreslona na przestrzeni topolo-
gicznej oraz liczbe rzeczywista € > 0. Bierzemy zbiér X zlozony z punktow, dla
ktorych oscylacja w funkeji f jest nie mniejsza od . Gdy punkt x nalezy do
domkniegcia zbioru X, to dowolne otoczenie otwarte G punktu x zawiera punkt
z dziedziny funkcji f nalezacy do X, a wiec jest otwartym otoczeniem takiego
punktu. Stad $rednica zbioru f(G) jest wieksza od e. To pociaga w(x) > € i
wystarcza dla uzasadnienia (a).

Gdy z jest punktem cigglosci funkeji f, to wnetrze przeciwobrazu dowolnego
zbioru otwartego zawierajacego liczbe f(x) zawiera punkt z. To wystarcza dla
réwnosci w(z) =0

Gdy w(x) = 0, to dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje zbidr otwarty
G taki, ze x € G oraz $rednica obrazu f(G) jest mniejsza od . Skoro f(z) € f(G),
to f(G) jest zawarte w kuli otwartej o promieniu € oraz $rodku f(z). To wystarcza
dla uzasadnienia (b). O

Twierdzenie 17 (R. Baire).

Zbior punktow niecigglosci funkcji 1 klasy Baire’a okreslonej na przestrzeni
topologicznej jest sumq przeliczalnej ilosci zbiorow domknietych o pustych wne-
trzach.

Dowdd. Ustalamy funkcje f rzeczywistg 1 klasy Baire’a okreslong na przes-
trzeni topologicznej. Korzystamy z poprzedniego lematu i dla dowolnej liczby
naturalnej n bierzemy zbiér domkniety

E,={z:w(x) > 711}

Zbior punktow nieciggtosci funkeji f jest rowny sumie Fy U Ey U ..., a wiec
na podstawie poprzedniego lematu jest zbiorem typu F,. Pozostato wykazaé, ze
dowolny zbiér F, jest suma przeliczalnej ilosci zbioréw domknietych o pustych
wnetrzach.

Bierzemy ciag fo, f1,... funkcji ciggltych punktowo zbiezny do funkcji f. Dla
dowolnej liczby naturalnej k ktadziemy

He= {a |fule) — felw)] < 5

Skoro funkcje fy, f1,... sa ciagte, to zbiory Hy, Hi, ... sa domkniete. Zbieznos¢
punktowa ciggu fy, f1,... pocigga, ze suma zbiorow Hy, Hy,... jest dziedzing

oraz m > k}.
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funkcji f. Wystarczy gdy dla dowolnej liczby naturalnej k pokazemy, ze wnetrze
zbioru Hy, jest roztaczne ze zbiorem F,,.

Przypusémy, ze punkt x nalezy do wnetrza zbioru Hy. Korzystamy z ciaglosci
funkcji fr i dobieramy otwarte otoczenie G punktu x zawarte w Hj tak, aby

1
$rednica obrazu fi(G) byta mniejsza od i Dla dowolnych punktéw y oraz z
n

zachodzi nieré6wnosé

1F (@) = FEI<1f @) = @) + [fly) = ()] + 1fi(z) = f(2)]:

Gdy punkty y oraz z naleza do G, to z prawej strony tej nieréwnosci pierwszy

i trzeci sktadnik sg niewicksze od 3 bo punkty y oraz z nalezg do Hj. Zas
n

11
drugi sktadnik jest mniejszy od P zalozenia. Czyli suma jest mniejsza od Ton
n n

1
To pociaga, ze w(x) < —. Co oznacza, ze = nie nalezy do F,. To wystarcza dla
n

zakonczenia dowodu. O

Podany wyzej dowdd pochodzi od K. Kuratowskiego. Jego zaleta jest to, ze
pracuje dla funkcji o wartosciach w dowolne]j przestrzeni metrycznej. Gdy jest
to przestrzen metryczna nieosrodkowa, to wtedy funkcje klasy 1 oraz funkcje
1 klasy Baire’a, chodzi tu o klasy funkcji definiowane podobnie jak dla funkcji
rzeczywistych, nie pokrywaja sie. W ksiazce K. Kuratowskiego ” Topology” tom
1 podany jest inny dowdd twierdzenia 4, ktéry pracuje dla funkcji o wartosciach
w przestrzeni z baza przeliczalng.

Twierdzenie 18. (R. Baire).

Jesli funkcja rzeczywista f klasy 1 jest okreslona na przestrzeni metrycznej
zupetnej, to zbior punktow ciggtosci f jest zbiorem gestym typu Gs oraz dla do-
wolnego podzbioru domknietego D zawartego w dziedzinie funkcji f obciecie f|p
ma gesty w D zbior punktow cigglosci.

Dowdéd. Ustalamy przestrzen metryczng X zupelng oraz funkcje rzeczywista

f klasy 1 okreslong na X. Skoro przestrzen metryczna jest normalna, to funkcja
f jest 1 klasy Baire’a na podstawie twierdzenia 15. Korzystamy z poprzedniego
twierdzenia i otrzymujemy, ze zbiér punktow ciagltosci funkcji f jest typu Gs
oraz jego dopelnienie jest 1 kategorii. Na podstawie twierdzenia Baire’a, tj. faktu
moéwiacego, ze w przestrzeni metryzowalnej w sposob zupelny przekrdj przeli-
czalnej ilosci zbiorow otwartych i gestych jest zbiorem gestym, wnioskujemy, iz
zbidr punktéw cigglosei funkeji f jest zbiorem gestym typu Gs. Druga czesé tezy
otrzymujemy podobnie jak pierwsza z tym, ze korzystamy z faktu, iz domkniety
podzbiér przestrzeni metrycznej zupelnej jest metryzowalny w sposob zupeiny.
|

Fakt uzyty dla uzasadnienia drugiej czesci powyzszego dowodu znany jest jako
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twierdzenie P. S. Aleksandrowa. W rzeczywistosci P. S. Aleksandrow pokazal,
ze dowolny podzbiér typu Gs zawarty w przestrzeni metrycznej zupetnej mozna
wyposazy¢ w metryke rownowazng, w ktorej jest przestrzenig metryczng zupetna.

Lemat 19.

Jesli x jest punktem cigglosci funkcji f oraz x nalezy do domkniecia przeciw-
obrazu f~Y(Y), to f(x) nalezy do domkniecia zbioru Y .

Dowéd. Przypu$émy, dla dowodu niewprost, ze punkt f(z) nie nalezy do
domkniegcia zbioru Y. Wtedy przeciwobraz dopelienia domkniecia zbioru Y, a
wiec przeciwobraz otwartego otoczenia punktu f(z), nie zawiera punktu z. Mamy
sprzecznos¢, ktéra wystarcza dla zakonczenia dowodu. O

Twierdzenie 20. (R. Baire).

Jesli funkcja rzeczywista okreslona na przestrzeni topologicznej przy obcieciu
do dowolnego podzbioru domknietego ma punkt ciggtosci, to jest klasy 1.

Dowdéd. Ustalamy funkcje rzeczywista f o wlasnosciach jak w zatozeniach
oraz domkniety podzbidr liczb rzeczywistych F. Wystarczy pokazaé, ze przeciw-
obraz f~1(F) jest zbiorem typu Gs. Przedstawiamy dopetienie zbioru F' w po-
staci sumy zbiorow Fy, F1, ... domknietych. Pokazemy, ze dopelnienie przeciwo-
brazu f~1(F) jest sumg domknieé¢ zbioréow f~1(Fy), f~1(FY),. .., a wiec jest zbio-
rem typu F,. Dla tego wystarcza pokazaé¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
domkniecia przeciwobrazéow f~1(F) oraz f~!(F},) sa roztaczne. Oznaczamy przez
X przekréj tych domknieé. Przypusémy, dla dowodu niewprost, ze punkt x jest
punktem ciaglosci obciecia f|x. Na podstawie poprzedniego lematu liczba f(x)
nalezy do zbioru F' oraz do zbioru F,,; co jest niemozliwe. Skoro dopetnienie zbioru
f7Y(F) jest sumg domknieé¢ zbioréw f~1(Fy), f~H(F1),..., to jest typu Gs. O

16



