9. Ré6zniczkowanie.

Jesli f jest funkcjg rzeczywista, to granice

D+f($) = lim sup M, D_f(l‘) = lim sup M,
t—at t—a t—x— t—x
D, f(x) = litm igrlf W oraz  D_f(x) = ljtm inf W

bedziemy nazywali pochodnymi Diniego: prawostronng gorng, lewostronng gorng,
prawostronng dolng oraz lewostronng dolng.

Twierdzenie 9.1 (W. Sierpifiski, W. Young): Dla dowolnej funkcji rzeczy-
wistej f zbiory

{z: DV f(z) < D_f(z)} oraz{z: D™ f(x) < D, f(z)}

sq co najwyzej przeliczalne.

Dowdéd. Dla dowolnej liczby wymiernej ¢ ktadziemy
E,={z: D*f(x) < q < D_f(2)}.

Jesli punkt y € F,, to w punkcie y prawostronna gérna pochodna Diniego jest
mniejsza niz q; za$ lewostronna dolna wigksza niz ¢ : dobieramy dwie liczby
wymierne a > y oraz b < y tak, aby dla dowolnych liczb s € [y,a) oraz t € (b, y]
zachodzity nieréwnosci

f(8) = fly) —aq(s—y) <0 oraz  f(t)— fly) —q(t —y) <0

- pierwsza nier6wno$¢ wynika z DT f(y) < ¢; za§ D_f(y) > qoraz t —y < 0
implikuja druga. To oznacza, ze funkcja: = — f(z) — ¢gr ma silne maksimum: w
pozostatych punktach przedziatu (b, a) przyjmuje wartosci mniejsze. Przedziatéw
o koncach wymiernych jest przeliczalnie wiele, a wigc zbiér E, jest przeliczalny.
To wystarcza dla dowodu przeliczalnosci zbioru {z : D f(x) < D_f(x)} : zbiér
ten jest suma zbioréw postaci £, gdzie g przebiega liczby wymierne; zbior ten
jest to suma przeliczalnej ilosci zbiorow przeliczalnych.

Uzasadnienie przeliczalnosci zbioru {z : D~ f(z) < D4 f(z)} jest analogiczne:
sprowadza si¢ do zamiany znaku < na symbol >

Oznaczamy przez A miare zewnetrzng Lebesgue’a - w tym wyktadzie jedyna
uzywang miara bedzie miara Lebesgue’a: przypominamy

AMX) =inf{\(U) : X C U oraz zbiér U jest otwarty}.
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Dla badania rézniczkowalnosci funkcji rzeczywistej f okreslonej na zbiorze
liczb rzeczywistych - lub przedziale - czasami lepiej postugiwaé si¢ stowarzyszona
z nig funkcja przedziatu okreslong wzorem

£([a,b]) = f(b) — f(a).

Przyjmijmy umowe, ze ciag przedziatow Iy, I1, ... jest zbiezny do punktu z, gdy
x nalezy do prawie wszystkich przedziatow I, oraz ciag $rednic \(1y), A(11), ...
jest zbiezny do zera: funkcja f jest ciggta w punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy
hm]_m f([) = 0.

Bedziemy mowili, ze rodzina przedzialéw domknietych U pokrywa - w sensie
Vitaliego, zbior X, gdy dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje podrodzina
V C U zlozona z przedzialow o srednicy mniejszej od € zawierajaca X w swojej
sumie.

Lemat 9.2 ( G. Vitali): Jesli rodzina przedziatéw domknietych pokrywa w
sensie Vitaliego zbior ograniczony X, to z tej rodziny mozna wybraé cigg Iy, Iy, . . .
przedziatow rozlgeznych tak, aby réinica X \ (IoU 11 U...) byla miary zero.

Dowdéd (S. Banach). Ustalamy rodzine V' pokrywajaca - w sensie Vitaliego,
zbior X oraz ztozona z przedziatéw domknietych taka, ze suma UV jest ogranic-
zona: zbior X jest ograniczony i gdy rozwazymy przedziaty przecinajace X oraz
o srednicy mniejszej niz 1, to suma takich przedzialow bedzie zbiorem ogranic-
zonym; zas gdy dodatkowo beda to przedzialy z ustalonej rodziny pokrywajacej
- w sensie Vitaliego, zbiér X, to otrzymamy rodzine o takiej samej wtasciwosci.
Wybieramy przedzial Iy € V', a nastepnie zaktadamy, ze okresliliSmy roztaczne
przedziaty Iy, I, ..., I, nalezace do V. Gdy X C [(U;U...UI,, to przerywamy
indukcje. Gdy tak nie jest, to kltadziemy

my, =sup{\(I): I CUV\ ([hULU...UIL,)}
- sprawdzamy, ze m,, > 0 oraz dobieramy przedziat [,,.; € V tak, aby
2A(Ln41) >my,  oraz I CUV\ (LyULU...UL,).

Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje liczba
naturalna n taka, ze
)\(X\(IOU]lLJUIn)) < €.

Dla dowolnej liczby naturalnej k& dobieramy przedziat J; o takim samym srodku
jak przedziat I oraz o Srednicy 5 razy wigkszej od $rednicy przedziatu I. Skoro
A(UV) jest liczba rzeczywista, to szeregi

io A(I,)  oraz iﬂ A(Jn)
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sg zbiezne. Dla zakonczenia dowodu wystarczy pokazacé, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi zawieranie

bo lim,, 0o A(U{Ji : & = n}) = 0 - co wynika ze zbieznosci szeregu o sktadnikach
A(Jk). Ustalamy liczbe naturalna n oraz bierzemy punkt y € X, nienalezacy do
sumy zbioréw I,,. Skoro zawsze suma Iy U I U...U I, jest zbiorem domknietym,
to dobieramy przedziat I € V roztaczny z ta suma oraz zawierajacy punkt y.
Nastepnie ustalamy liczbe m,, taka, ze przedzial I przecina [, oraz jest roztaczny
z przedziatami Iy, ..., I[_;. Wtedy mamy I C J;: bo srednica przedziatu [ jest
nie wieksza od my. Przedzial ten przecina [ oraz podwojona srednica przedziatu
I} jest wigksza od my, : musi by¢ k > n - co wystarcza dla zakonczenia dowodu g

O funkcji rzeczywistej f okreslonej na przedziale (a,b) bedziemy méwili, ze
jest rozniczkowalna w punkcie x, gdy granica

S = f@) £
h—0 h I—x )\(I)

istnieje oraz jest skonczona: granice te bedziemy oznaczali przez f'(z). Bedziemy
moéwili, ze funkcja jest rozniczkowalna na zbiorze D, gdy jest rézniczkowalna w
kazdym punkcie zbioru D.

Twierdzenie 9.3 (H. Lebesgue): Rosngca funkcja rzeczywista f okreslona
na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych - lub przedziale - jest rozniczkowalna
poza zbiorem miary zero; dodatkowo dla dowolnego przedziatu [a,b] zawartego w
dziedzinie funkcji f zachodzi [, f'd\ < f(b) — f(a).

Dowé6d. Dobieramy - dla dowodu niewprost, dwie liczby wymierne r oraz s
tak, aby zbior
(I (I
E={x: hr?j;lp)\EI; >r >8> lign_}i;lf/\gli}
mial miare zewnetrzna Lebesgue’a dodatnia, a nastepnie ustalamy liczbe rzeczy-
wistg € > 0 oraz dobieramy zbiér otwarty G tak, aby £ C G oraz A(G) < A(E)+e.

Rozwazmy rodzing - o ktorej zaktadamy, iz sktada sie¢ wytacznie z przedzialow
domknietych,
V={I:1CG oraz £(I) < s\(I)}.

Skoro - dla dowolnego punktu =z € E, zachodzi liminf; ,, % < s, to rodzina

V' jest pokryciem - w sensie Vitaliego, zbioru E : dobieramy ciag roztacznych
przedziatéw Iy, I3, ... nalezacych do V' tak, aby A(E'\ (I[pUl, U...)) =0.
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Rozwazmy rodzine - o ktorej zaktadamy, iz sktada sie wyltacznie z przedziatow
domknietych,

U=U{{J:JCI, oraz £(J) >rA(J)} :n € wy}.

Skoro dla dowolnego punktu z € E zachodzi limsup;_,, % > 7, to U jest

pokryciem - w sensie Vitaliego, przekroju zbioru E z suma wnetrz przedziatow
Iy, I, ... : dobieramy nalezace do U oraz roztaczne przedzialy J,, , C I, tak, aby

ME\UW{Jppn :m € wy oraz n € wy}) =0.

Liczby r oraz s sa dodatnie - bo funkcja f jest rosngca, a wiec mamy

r(MG) —€) <7 i i A(Jmm) < i i £(Jmn) <

m=0n=0 m=0n=0

< i () <s i A1) < sA(G).

Skoro € > 0 bylo dobrane dowolnie oraz r > s, to musiatloby by¢ A(G) = 0 :
funkcja f jest rézniczkowalna poza zbiorem miary zero.

Ustalamy przedzial [a, b] tak, aby jego korice byty punktami ciagtosci funkeji
f : funkcja f jest rosnagca, a wiec co najwyzej w przeliczalnej ilosci punktow
jest niecigglta. Dla dowolnego punktu z € (a,b) liczba n(f(z + 1) — f(x)) jest
nieujemna oraz lim, ., n(f(z + %) — f(x)) = f'(z) poza zbiorem miary zero - na
podstawie z lematu Fatou, ciggloséci funkeji f w punktach a i b oraz addytywnosci
catki otrzymujemy

1
'd\ < lim inf / L)V fa)dh = i / A\ — A
! iminfn(j , f@t D)= f(@dh = lm n( [b,b-i-%]f [a,a+%}f )

= Jim b+ 1)~ lm_flat 1) = f(b) ~ f(a).

Dla zakonczenia dowodu wystarcza uwaga, ze liczba f[ab] f'd\ zalezy jedynie od
wartosci funkcji f w przedziale (a,b), a wiec funkcje f mozna zmieniaé¢ poza
przedziatem (a,b): by¢ moze przy tym zwiekszy¢ f(a) oraz zmiejszy¢ f(b), i
otrzymaé rosnaca funkcje, dla ktérej punkty a oraz b sa punktami cigglosci g

Twierdzenie 9.4 (N. Luzin): Jesli funkcja rzeczywista f jest rézniczkowalna
na zbiorze D, to przeprowadza ona podzbiory zbioru D miary zero na podzbiory
miary zero; za$ gdy f'(x) =0 - dlax € D, to miara obrazu zbioru D przez funkcje
f wynosi zero.

Dowdd. Ustalamy liczbe rzeczywista M > 0 oraz podzbior
EC{zeD: f'(x)< M}.
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Dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 dobieramy ciag Iy, I ... przedzialow ot-
wartych zawierajacych w swojej sumie zbior E tak, aby

g) M1L,) < ME) + ﬁ

oraz zawsze zachodzilo
sup{f(z) :x € L,} —inf{f(x) : x € I,} < MA(I,) :

dobor przedziatéw I, jest mozliwy, bo funkcja f jest rozniczkowalna na zbiorze
E. Otrzymujemy

AF(E)) < MY A(T) < MONE) + 1)

bo zawsze obraz przedziatu I, przez funkcje f jest zawarty w zbiorze o mierze
MX(I,). Skoro liczbe € > 0 mozna dobra¢ dowolnie, to otrzymalismy

A(f(E)) < MME) :

ta nieréwnosé zastosowana przy zatozeniu A(F) = 0 lub dla dowolnie matej liczby
M > 0 wystarcza dla zakonczenia dowodu

Przypominamy, ze o funkcji rzeczywistej f mowimy, ze jest o wahaniu skonc-
zonym w przedziale [a, b] gdy istnieje liczba rzeczywista M taka, ze dla dowolnego
ciagu Iy, I1, . .. przedzialéw zawartych w [a, b] oraz przecinajacych si¢ na zbiorach
co najwyzej jednopunktowych zachodzi

é|f([n)| < M.

Powyzsza definicja jest powtorzeniem definicji z wyktadu 1: w literaturze funkcja
absolutnie ciagta bywa nazywana funkcja bezwzglednie cigglq. Rozwazajac defi-
nicje absolutnej ciggtosci dla e = 1 widzimy, iz dowolna funkcja absolutnie ciggta
na przedziale jest funkcja o wahaniu skoniczonym w tym samym przedziale.

Twierdzenie 9.5: Jesli funkcja rzeczywista f jest A-catkowalna na przedziale
la,b], to dla dowolnego punktu x € |a,b] zachodzi

(f, faN = 1)
poza zbiorem miary zero.

Dowdéd. Przyjmijmy oznaczenie F(z) = Jia,z) FAA. Funkcja F' jest absolutnie
ciggta na podstawie twierdzenia 8.7, a wiec jest funkcja o wahaniu skonczonym

5



w tym przedziale. Skoro dowolna funkcja o wahaniu skonczonym jest suma dwu
funkcji rosnacych: na podstawie twierdzenia Jordana, to wobec twierdzenia 9.3
funkcja F' jest rézniczkowalna poza zbiorem miary zero. Ustalamy liczbe rzeczy-
wista € > 0 1i- na podstawie twierdzenia o bezwzglednej ciggtosci catki, dobieramy
liczbe § > 0 tak, aby dla dowolnego zbioru mierzalnego X nieréwnosé A\(X) < §
pociagata nier6wnosé [y | f|dA < e.

Przypus¢émy - dla dowodu niewprost, ze istniejg liczby wymierne p oraz ¢
takie, ze zbior
E={z:F(x)>q>p> f(x)}

ma miare dodatnia: F jest zbiorem mierzalnym, bo funkcja: = — F'(z) jest
pierwszej klasy Baire na zbiorze rézniacym si¢ o zbiér miary zero od przedziatu
la, b]. Dobieramy zbiér otwarty G tak, aby £ C G oraz \(G) < § + A(F).
Gdy punkt x € F, to istnieje liczba rzeczywista t > 0 taka, ze nieréwnosci
O<h<t
implikuja nieréwnos$¢ F'(z 4+ h) — F(x) > gh, a wigc przedzialy [z, z + h] zawarte
w G oraz takie, ze F'(z + h) — F(x) > gh pokrywaja - w sensie Vitaliego, zbiér
FE . wybieramy ciag roztacznych przedziatow Iy, I1, ... sposrod nich tak, aby
AMEN\ (huLU...)=0.
Zawsze zachodzi - dla I, = [,z + h,
| fax=F+h) = F@) > a\L),
I

co pociaga

e+ [ gz [ x> [ fax—a 30 ML) > aA(E).
E G n=0"1In n=0
Dla dowolnego punktu z € E mamy p > f(x) : co pociaga
g\(E) < / FAA+ e < pAE) + e
E

Skoro liczba € > 0 moze by¢ dowolna, to wnioskujemy A(E) = 0 : w przeciwnym
przypadku bytoby ¢ < p.

Gdy zbiér {z : F'(z) < f(x)} jest miary dodatniej, to dowdd przebiega
analogicznie g



Twierdzenie 9.6: Jesl funkcje rzeczywiste f oraz g sq absolutnie ciggle na
przedziale [a,b] oraz f'(x) = ¢'(x) poza zbiorem miary zero, to réinica f — g jest
funkejq stalq; dodatkowo zachodzi f(x) — f(a) = [j, 4 f'dA.

Dowéd. Dla dowolnego punktu = € [a,b] ktadziemy h(z) = f(z) — g(z)
- 1 oznaczamy przez D C |a,b] podzbiér punktow, w ktérych funkcja h jest
rézniczkowalna; za$ przez N C [a,b] podzbiér punktéw, w ktoérych funkcja h
nie jest rozniczkowalna. Funkcja h jest absolutnie ciaggta, a wigc na podstawie
twierdzenia 8.6 obraz h(N) jest zbiorem miary zero: A\(h(NN)) = 0. Skoro h/(z)
jest rowne 0 poza zbiorem miary zero, to na podstawie twierdzenia 9. 4 zachodzi
A(h(D)) = 0, co pociaga

A(h([a,B]) < AGH(D)) + A(h(N)) = 0.

Funkcja h jest ciagla, a wigc musi by¢ stata: przeprowadza przedziaty na przedzi-
aly oraz jedynie przedziaty jednopunktowe maja miare zero.

Dla uzasadnienia dodatkowej czesci tezy rozwazmy funkcje - gdzie g oznaczona
funkcje taka sama jak w zalozeniach, okreslong wzorem

glz)= [ fax.

[a,z]

Jest to funkcja absolutnie ciagla oraz ¢'(z) = f'(x) poza zbiorem miary zero: na
podstawie twierdzenia 9.5. Roznica g — f jest funkcja stata, a wiec g(x) — f(z) =

g(a) — f(a) = —f(a) innymi stowy:
Jl Fx= o) = f(@) = fla)o
Lemat 9.7: Jesli funkcja rzeczywista f jest rozniczkowalna na zbiorze mie-
rzalnym D, to zachodzi A\(f(D)) < [p | f'|dA.

Dowéd. Ustalamy liczbe rzeczywista € > 0 - i ktadziemy
D,={x e D:ne<|f(z)] < (n+1)e}.

Mamy
MF(D)) < S MFD) < SADn+ e < [ [F1d3+ (D)

pierwsza nieré6wnos¢ wynika z zawierania D C DyU Dy U. .. ; druga z nierownosci
|f'(x)] < (n+1)e zachodzacej dla x € D,,; za$ ostatnia z nieréwnosci ne < |f/(x)|



zachodzacej dla x € D,,. Gdy A(D) < +o00, to wobec dowolnosci doboru liczby
€ > 0 mamy

AFD)) < [ 171dA:

to - wobec mozliwosci przedstawienia przestrzeni euklidesowej jako sumy prze-
liczalnej ilosci zbioréw o mierze skonczonej, wystarcza dla zakonczenia dowodu

O

Twierdzenie 9.8 (H. Lebesgue): Jesli funkcja rzeczywista jest ciggla, o wa-
haniu skonczonym w przedziale [a,b] oraz przeprowadza podzbiory miary zero na
podzbiory miary zero, to jest to funkcja absolutnie ciggla na przedziale [a, b).

Dowdéd. Ustalamy funkcje f o whasnosciach jak w zalozeniach - i oznaczamy
przez D C [a,b] podzbiér punktéow, w ktérych funkcja f jest rézniczkowalna; zas
przez N C [a,b] podzbiér punktéw, w ktérych funkeja f nie jest rézniczkowalna.
Funkcja okreslona wzorem

g(z) = fldA

[a,x]

jest absolutnie ciagta oraz gdy |[c,d] C [a, b], to zachodzi

1f(d) = flo)] < A(f([e.d]) < Af(D N [e,d])) + A(f(NV)).

Zgodnie z lematem 9.7 A(f(D N [c¢,d])) < Jieq |f'ldX = [g(c) — g(d)] : absolutna
ciggtodé funkeji g pocigga absolutng ciggtosé funkcji fo

Funkcje rzeczywista f bedziemy nazywali osobliwg, gdy jest o wahaniu skonc-
zonym oraz f'(z) = 0 poza zbiorem miary zero. Przyklady funkcji osobliwych
konstuuje si¢ iterujac konstrukcje funkeji Cantora-Lebesgue’a. Rézniczkowalnosé
tak konstuowanych funkcji osobliwych wykazuje sie przy pomocy twierdzenia Fu-
biniego, ktore przytaczamy na koncu tego wyktadu.

Twierdzenie 9.9 (H. Lebesgue): Dowolna funkcja rzeczywista o wahaniu
skoriczonym w przedziale [a,b] jest sumg funkcji absolutnie cigglej oraz funkcji

osobliwej.

Dowéd. Ustalamy funkcje rzeczywista f o wahaniu skonczonym w przedziale
la,b] - 1 ktadziemy

mwzémfw oraz  s(z) = f(x) - glx).

Mamy f(z) = s(x) + g(x) oraz s'(z) = 0 poza zbiorem miary zero; za$ funkcja:
x — g(x) jest absolutnie ciagla na podstawie twierdzenia 8.7



Istnieja funkcje rézniczkowalne na przedziale, ktére nie sg o wahaniu skonc-
zonym w tym przedziale - a wigc twierdzenie 9.9 takich funkcji nie dotyczy. Ty-
powym przyktadem jest funkcja okreslona wzorem

Fla) = {xz cos &; dlaz € (0,1],

0; dla z = 0.

Jest to funkcja rézniczkowalna na przedziale [0, 1] oraz wo1)(f) = 400 : co odno-
towalismy w wyktadzie 1.

Twierdzenie 9.10 (G. Fubini): Jesli 0% f, jest szeregiem funkcyjnym,

ktorego sktadniki sq niemalejgcymi funkcjami rzeczywisstymi, punktowo zbieznym
do funkcyi rzeczywistej, to zachodzi

(X fu@) =2 ful2)
poza zbiorem maiary zero.

Dowd6d. Dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie w ttumaczniu
dowodu ze strony 403 z ksiazki R. Sikorskiego Funkcje rzeczywiste o



