8. Calka.

W literaturze znanych jest kilka podej$¢ do problemu catkowalnosci funkcji
rzeczywistej: oparte sg one zwykle o ide¢ geometryczng, iz catka z nieujemnej
funkcji rzeczywistej jest miarg obszaru miedzy osig x-6w a wykresem funkcji;
problem catkowalnosci funkcji rzeczywistej to problem obliczenia miary takiego
obszaru. W tym wyktadzie oméwimy tzw. caltke Lebesgue’a. Nie bedziemy
omawiali catkowalno$ci dowolnej funkcji rzeczywistej; pozostaniemy przy uwadze,
ze jesli f jest funkcja rzeczywista, to catkowalnosé funkcji f jest réwnowazna
catkowalnosci funkcji: * — max{f(z),0)} oraz funkcji: + — max{—f(x),0} in-
nymi stowy: bedziemy badali catkowalnos¢ funkcji rzeczywistych nieujemnych.

Niech p bedzie miara okreslona na o-ciele S oraz f funkcja rzeczywista nieu-
jemna S-mierzalng okreslong na zbiorze E € S: dla potrzeb calki Lebesgue’a nie
bedzie istotne czy miara p jest skoniczona - dopuszezamy mozliwosé pu(US) = +oo.
Przyporzadkujmy funkcji f liczb@ - o ile istnieje,

,}gﬁgoz —u(f ([l\C frly) /fdu

Gdy liczba [; fdp istnieje - [ fdp < +00, to bedziemy moéwili, ze funkcja f
jest p-catkowalna na zbiorze E : granica w definicji catki ma sens dla dowolnej
funkcji rzeczywistej S-mierzalnej, chociaz czasami moze by¢ to granica zbiezna
do nieskonczonosci.

Nieujemne liczby wymierne w definicji catki Lebesgue’a: utamki % oraz %,
mozna zastgpi¢ nieograniczonymi oraz rosngcymi ciggami S, o, Sp1, - . . Zlozonymi

z nieujemnych liczb rzeczywistych takimi, ze

lim sup{smni1 — Smn:n € w} =0.

Gdy potozymy
hmzsmnu (smans sma1)) = [ flp

m—00

to otrzymamy oryginalng deﬁmq@ podana przez H. Lebesgue’a: innowacja polega
na tym, ze rozwazamy podzialy zbioru wartosci funkcji, zamiast jak we wcze$niej
wprowadzonej przez A. Cauchy calce - zwyczajowo nazywanej catka Riemanna,
podziaty dziedziny funkcji.

Mozliwe jest takze inne zmodyfikowanie definicji catki Riemanna. Mianowicie
zastapienie podziatow dziedziny na przedzialy rozbiciami ztozonymi ze zbiorow
nalezacych do S : wtedy liczba [ fdu bytaby okreslana jako supremum liczb

Z,u Yinf{f(z):x € E,},



gdzie supremum jest brane po wszystkich przeliczalnych rozbiciach mierzalnych
zbioru E, tzn. przedstawieniach zbioru E w postaci przeliczalnej sumy roztacz-
nych zbioréw Ey, Ey, ... nalezacych do S. Taka definicja catki jest rownowazna
definicji Lebesgue’a i rézni sie od definicji catki Riemanna: korzysta z podziatu
dziedziny funkcji na przeliczalna ilo$¢ roztacznych podzbioréw nalezacych do S.
Przypomnijmy, ze catke Riemmana dla funkcji rzeczywistej wprowadza sie tak
samo z tym, ze rozwaza si¢ jedynie rozbicia Ey, F1, ..., E, ztozone ze skonczonej
ilosci przedziatow roztacznych: gdy supremum odpowiednich sum jest rowne in-
finium podobnych sum powstaltych przez zamiane symbolu inf na znak sup, to
funkcja jest catkowalna w sensie Riemanna.

Jesli By, By, ... 1 Fy, FY, ... saprzeliczalnymi rozbiciami mierzalnymi zbioru F,
to bedziemy moéwili, iz rozbicie Fy, FY, ... jest drobniejsze od rozbicia Ey, E1,. . .,
gdy dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje liczba naturalna k taka, ze F,, C Ej.
Wykorzystanie przeliczalnej addytywnosci miary oraz faktu, ze sumy przybliza-
jace catki ulegaja zwiekszeniu przy zamianie rozbicia na drobniejsze wystarcza
dla faktow: Obie definicje catki Lebesgue’a sq rownowazne. Jesli funkcja jest
catkowalna w sensie Riemanna, to jest catkowalna w sensie Lebesque’a; a wtedy
obie catki z takiej funkcji sq rowne.

Twierdzenie 8.1: Jesli y jest miarg na o-ciele S oraz nieujemne S-mierzalne
funkcje rzeczywiste f 1 g sq okreslone na zbiorze E € S, to

a): Jesli ¢ jest liczbg rzeczywistq, to [pcfdu = ¢ [ fdu.

b): [g fdp+ [ gdp = [p(f + g)dp.
c): Jesli dla dowolnego x € E zachodzi g(x) < f(x), to [pgdu < [5 fdu.

d): Jesli cigg Eo, E1, . .. jest przeliczalnym rozbiciem mierzalnym zbioru E, to

/Efduzé/Enfdu-

Dowdéd. Wszystkie warunki wynikaja prosto z definicji catki Lebesgue’a:
sprawdzenie tego pozostawiamy czytelnikowi g

Lemat 8.2 (H. Lebesgue): Jesli p jest miarg okreslong na o-ciele S oraz
fo, f1, ... ciggiem S-mierzalnych nieujemnych funkcji rzeczywistych okreslonych
na zbiorze E € S takich, ze dla dowolnego punktu x € E cigg liczb fo(x), fi(x),. ..
jest niemalejgcy, to

lim / Fodp = / lim f,dp.
E ETL*)OO

n—oo
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Dowéd. Oznaczamy przez f granice punktowsa ciggu fo, fi, ... : dopuszczamy
f(z) = +oo. Dla dowolnej liczby naturalnej n oraz dowolnego punktu x € E
mamy f,(z) < f(x), to oraz definicja catki implikuja nier6wnosé

lim [ fudi < [ fdu:
E E

przyjmujemy umowe, ze gdy u({z € E : f(z) = +o0}) > 0, to [ fdu = +o0.

Zat6zmy, ze dla dowolnego punktu x € E wartosé f(x) jest liczba rzeczywista.
Ustalamy liczbe rzeczywistg € < 1 - i ktadziemy

E,={z€E: f(x) > ef(2)}:

zbiory FEy, F,... naleza do S, tworzg one cigg rosngcy, ich suma jest rowna
zbiorowi E oraz zachodzi

[ ddnz [ fudp> [ epdp=c [ fdu.
FE En E, En

Wobec dowolnosci doboru liczby € < 1 wnioskujemy, ze
JE&/ Fody > / fdp+/ ft [, Fdit :/Efdu:
1

zachodzi nieréwnosé¢ lim,, oo [ frdp = [5 fdu.

Gdy A={x € E: f(x) = 400} oraz u(A) > 0, to ustalamy liczbe rzeczywista
0 > 0 - i ktadziemy

F,=n{{z € E: f.(x) =0} :m>n}:

ciag Fy, F1, ... sktada sie ze zbioréw nalezacych do S, jest rosnacy, zawiera w
swojej sumie zbior A oraz zachodzi

lim / fadp > > lim / fodp =6 lim u(F,) = ou(A).

n—oo n—oo

Z dowolnosci doboru liczby rzeczywistej 6 > 0 oraz nieréwnosci p(A) > 0 wnio-
skujemy, iz lim,, .« [5 fndp = +00 : zachodzi réwnosé [ fdp = lim, . [5 fndp,
bo zgodnie z umowa [ fdu = +o00 g

Lemat 8.3 (P. Fatou): Jesli u jest miarg okreslong na o-ciele S oraz fo, fi, ...
jest ciggiem S-mierzalnych nieujemnych funkcji rzeczywistych okreslonych na zbio-
rze E nalezgcym do S, to

lim inf / Fudp > / lim inf f,dp.
E E n—oo

n—oo
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Dowéd. Kladziemy g, (z) = inf{ f,,(x) : n < m} : tym sposobem okreslili$my
ciag go, 91, - - - ztozony z funkcji S-mierzalnych takich, ze dla dowolnego punktu
x € F ciag liczb go(x), g1(z), ... jest niemalejacy. Z warunku okreslajacego ciag
9o, g1, - - - otrzymyjemy liminf, . f, = lim g,. Zawsze zachodzi g,(x) < fu.(x) -
co wraz z twierdzeniem 8.2 implikuje

/liminf fndp :/ lim g,dp = lim / gndit = liminf/ gndp < liminf/ fndp
innymi stowy: otrzymujemy teze g

Twierdzenie 8.4 (H. Lebesgue): Niech p bedzie miarg okreslong na o-ciele
S; zas g funkcjg p-catkowalng na zbiorze E € S. Jesli fy, fi1,... jest ciggiem S-

mierzalnych nieujemnych funkcyi rzeczywistych okreslonych na zbiorze E takich,
Ze dla dowolnego punktu x € E zawsze zachodzi f,(x) < g(z), to

lim / Fodp = / lim f,dy.

Dowdéd. Dla dowolnej liczby naturalnej n nieujemne funkcje rzeczywiste
g+ f, oraz g — f, sa S-mierzalne. Wobec lematu Fatou catka

/E(ngf)du:/Jﬂgdu+[Efdu=[ET}Lrgo(g+fn)d#

jest nie wieksza od

liminf/ (g+fn)d,u=/ gdu+liminf/ frdpt.
Zas catka

/E(g—f)duszgdu—/Efduz lim (g — fn)dp

E N—00

jest nie wieksza od

liminf [ (g — fu)dp = / gdp — limsup [ f,dpu.
E E E

n—0oo n—00

Skoro [ gdu jest liczba rzeczywista, to otrzymujemy
limsup [ fodu < / fdu < liminf / Fodys,
n—oo JE E n—oo JE

To wystarcza dla zakonczenia dowodu g

Twierdzenie 8.5 (O bezwzglednej ciagtosci calki): Jesli p jest miarg ok-
reslong na o-ciele S; zas nieujemna funkcja rzeczywista f jest p-catlkowalna na
zbiorze E € S, to lim,a)—o [4 fdpu = 0.



Dowéd. Dla dowolnej liczby naturalnej n ktadziemy
E,={x e E: f(z) >n}:

ciag zbioréw mierzalnych Ey, E, ... jest nierosnacy oraz zachodzi

ni [, fdu= [ fdu

Skoro [ fdu jest liczba, to powyzszy szereg jest zbiezny: dla dowolnej liczby
rzeczywistej € > 0 dobieramy liczbe naturalng n tak, aby 2 [p fdu < e. Gdy
podzbiér A C E nalezy do S oraz 2nu(A) < e, to

/fduénu(A)—i—/ fdu<E+E<e:
A ANE, 2 2

co wystarcza dla zakonczenia dowodu g

Bedziemy méwili, ze funkcja rzeczywista f okreslona na przedziale [a,b] jest
absolutnie ciggla na tym przedziale, gdy dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0
istnieje liczba rzeczywista 0 > 0 taka, ze jesli przedzialy (co,dp), (c1,dy),... sa
roztaczne, zawarte w [a,b] oraz dg —co+dy —c1 4+ ... +d, —cp + ... <6, to

oo

Z ’f(dz) - f(Cl)] < €.

=0

Funkcje stale - z powodéw oczywistych, sa absolutnie ciggte. Jesli przyjmniemy
dy = c1,dy = ¢9,...d, = ¢y, ..., to widzimy, iz funkcja absolutnie ciggta jest
ciggta - doktadniej: jest jednostajnie ciggta. Nietrudno sprawdzié¢ - zostawiamy
to czytelnikowi, ze suma oraz iloczyn dwu funkcji absolutnie ciagtych jest funkcja
absolutnie ciggta.

Twierdzenie 8.6: Funkcja absolutnie ciggla przeprowadza zbiory miary zero
na zbiory miary zero.

Dowéd. Ustalamy funkeje rzeczywista f absolutnie ciagta na przedziale [a, 0],
podzbiér miary zero X C [a,b], liczbe rzeczywista € > 0 - i dobieramy liczbe
rzeczywista 6 > 0 taka, jakiej istnienie wynika z definicji absolutnej cigglosci
funkeji f na przedziale [a, b]. Nastepnie dobieramy ciag roztacznych przedzialow
(co,dp), (c1,dy), ... zawartych w [a, b] oraz zawierajacych w swojej sumie X takich,
ze dy—co+dy —cp+ ... <0 :dobor takiego ciggu przedzialéw jest mozliwy bo
X jest zbiorem miary zero. Z absolutnej ciggtosci funkcji f mamy

i)sup f((ciydy)) —inf f((c;,d;)) <€
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korzystajac z definicji absolutnej ciagtosci zastepujemy konce przedziatu (¢, d,,)
punktami, w ktérych funkcja f przymuje extrema na przedziale [c,, d,]. Skoro

J(X) € U{(inf f((cn, dn)),sup f((cn, dn))) - 1 € w},

to wobec dowolnosci doboru liczby rzeczywistej € > 0 obraz f(X) jest miary
zero: to wystarcza dla zakorniczenia dowodu, gdyz zbior X C [a, b] byl dowolnym
podzbiorem miary zero g

Twierdzenie 8.7: Niech p bedzie miarg okreslong na o-ciele S ztoZonym
z podzbiorow liczb rzeczywistych takq, Ze wszystkie przedzialy nalezg do S oraz
miara |t dowolnego przedziatu jest niewieksza niz jego dtugosé. Jesli nieujemna
funkcja rzeczywista f jest p-catkowalna na przedziale [a,b], to funkcja okreslona
wzorem

Fz)= [ fdu

[a,x]

jest niemalejgca oraz absolutnie ciggla na przedziale [a,b].

Dowéd. Wobec punktu b) w twierdzeniu 8.1 funkcja F' jest niemalejaca.
Ustalamy liczbe rzeczywista e > 0 oraz dla dowolnej liczby naturalnej £ ktadziemy

Ep={z €a,b]: f(x) > k}.

Funkcja f jest u-catkowalna, a wiec ciag Ey, F1, ... sktada sie ze zbiorow naleza-
cych do S, jest malejacy oraz daje w przekroju zbiér miary u zero. Skoro ciag liczb
w(Eo), (Ey), ... jest zbiezny do zera, to - zgodnie z twierdzeniem 8.5 zachodzi
lim,, o [5, fdu = 0 : dobieramy liczbg naturalng k tak, aby 2 [p fdu < € -i
ktadziemy §2k = €. Jesli (co,dp), (c1,d1), . .. jest ciagiem rozlacznych przedziatéw
takim, ze dgy —co+dy —c1+...+d, —c, + ... <9, to

iF(dn) ~ Fle,) = 2/( L an.

Cn,0n

Zachodzi takze

STORCETR
;:,;/(Cmdn)fu Ekfu nZ:,;(

€ o0
du<=-+k)» d,—c, <e:
cntnin ] S n;

co, wobec dowolnosci doboru liczby rzeczywistej € > 0, wystarcza dla zakonczenia
dowodu o

Miara Lebesgue’a spetnia zatozenia o mierze p z twierdzenia 8.7: to samo
mozna powiedzie¢ o dowolnym rozszerzeniu miary Lebesgue’a. Sposobem na
rozszerzenie miary Lebesgue’a jest rozwazenie miary produktowej p na zbiorze
Cantora oraz zbioru Bernsteina: jesli zbiér U oraz jego dopetnienie przecina kazdy
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nieprzeliczalny podzbiér domkniety, to U jest zbiorem Bernsteina. Taki zbior U
nie nalezy do o-ciata zbioréw mierzalnych; to samo dotyczy przekrojow U N A
oraz réznicy A\ U, o ile zbiér A jest mierzalny oraz p(A) > 0. Gdy rozwazymy
najmniejsze o-cialo zawierajace zbiory mierzalne oraz zbiér Bernsteina U - sg to
zbiory postaci AU (B\ U)U (C'NU), gdzie zbiory A, B oraz C' sa mierzalne - to
funkcje p rozszerzamy do miary na tym o-ciele ktadac

p(AU (BA\U)U(CNU)) = p(A) +p(C\ A) :

rozszerzenie sprowadza sie do tego, aby dostaé p(2¥ \ U) = 0. Tak rozszerzona
funkcja p pozostaje nadal miara. Jest tak, bo gdy zbiory postaci A, U (B, \U)U
(C,NU) sa parami roztaczne - przy czym zbiory A, B,, oraz C,, sa mierzalne, to
dla n # m zachodzi pu(A,NCy,) = 0. Gdyby u(A,NC,,) > 0, to przekrdj A, NC,,
zawieralby domkniety podzbiér miary dodatniej: bytby to podzbior przecinajacy
takze U, a wiec zbiory A, U (B, \U)U(C,NU) oraz A, (B, \U)U(C,,NU) nie
bylyby roztaczne. Skoro dla n # m zachodzi (A, N C,,) = 0 oraz zbiér B, nie
wplywa na wartosé¢ pu((A,U(B\U)U(C,,NU)), to addytywnos¢ powyzszego rozsz-
erzenia p natychmiastowo wynika z addytywnosci miary p obcietej do rodziny
wszystkich zbioréw mierzalnych.

Nie wiemy czy mozliwe jest rozszerzenie miary produktowej p na zbiorze Can-
tora do miary okreslonej na wszystkich podzbiorach zbioru Cantora; to samo
dotyczy zaprzeczenia powyzszego zdania. W literaturze znanych jest wiele kon-
sekwencji obu powyzszych hipotez: chociaz jedna jest zaprzeczeniem drugiej, to
o konsekwencjach kazdej z nich nie udato sie stwierdzi¢, iz moga by¢ sprzeczne z
tradycyjnie przyjmowanym uktadem aksjomatéw teorii mnogosci ZFC. Wiadomo,
ze aksjomaty ZFC plus hipoteza continuum - takze inne hipotezy o liczbach kardy-
nalnych, wykluczaja istnienie rozszerzenia miary produktowej na rodzine wszyst-
kich podzbioréw zbioru Cantora. Wynika to z twierdzenia S. Ulama moéwiacego:
Muara okreslona na rodzinie wszystkich podzbiorow najmniejszej nieprzeliczal-
nej liczby kardynalnej jest toZsamosciowo réwna zeru, o ile podzbiory skoriczone
majq miare zero. 7 drugiej strony, gdy nie zatozymy aksjomatu wyboru, to
nie mamy $rodkow aby zdefiniowa¢ podzbior zbioru Cantora, ktory nie byltby
zbiorem mierzalnym: R. Solovay skonstruowal model dla aksjomatow teorii mno-
gosci bez aksjomatu wyboru, w ktérym wszystkie podzbiory liczb rzeczywistych
sg mierzalne.

Powyzej odnotowalismy, ze konstrukcja zbioru Bernsteina daje zbiér niemie-
rzalny: podzbiér zbioru Cantora, ktéry nie jest zbiorem mierzalnym bedziemy
nazywali zbiorem niemierzalnym. Konstrukcja ta wykorzystuje mozliwos¢ ustaw-
ienia wszystkich nieprzeliczalnych zbiorow domknietych w ciag pozaskonczony
{K, : a < ¢}, gdzie ¢ oznacza najmniejsza liczba kardynalna réwnoliczng ze
zbiorem Cantora. Gdy dopuécimy do rozwazan taki cigg pozaskonczony, to kole-



jno dobieramy dwa rézne punkty p, oraz ¢, nalezace do réznicy

Ko \({ps: B <a}U{g:p<a})

- i sprawdzamy, ze zbiér {p, : @ < c} jest zbiorem Bernsteina, ktéry wobec
lematu 7.4 jest zbiorem niemierzalnym.

Inna konstrukcja zbioru niemierzalnego wykorzystuje mozliwo$é ustawienia
punktéw zbioru Cantora w ciag pozaskonczony {z, : a < ¢} taki, ze jedli liczba
porzadkowa [ jest mniejsza niz ¢, to zbiér {x, : a < [} jest miary zero: wtedy
podzbior

{(xa,25) s < B} C 29 x 2¥

jest - na podstawie twierdzenia Fubuniego, zbiorem niemierzalnym. Opiszemy
jeszcze jedna konstrukeje zbioru niemierzalnego pochodzaca od W. Sierpinskiego.
Dla potrzeb tej konstrukcji - w kolejnym lemacie A jest rodzing nieskonczonych
podzbioréw liczb naturalnych; zas 1 miara zewnetrzna na zbiorze Cantora zdefin-
iowang wzorem

p(X) =inf{u(U) : X CU oraz U jest otwarty} :

rozroznianie kiedy g jest rozszerzeniem miary do miary na wigkszym o-ciele, a
kiedy miara zewnetrzng pozostawiamy czytelnikowi.

Lemat 8.8 (Prawo zero-jedynkowe): Jesli dla dowolnego skoriczonego zbioru
liczb naturalnych x zachodzi

p(AN (2,w)*) = p((z,w)*)u(A),

to liczba pu(A) jest rowna zero lub jeden.

Dowdd. Przy rozszerzeniu miary produktowej u do miary zewnetrznej wystar-
czy rozpatrywaé sumy rozlacznych zbioréw postaci (x,w)“ - gdzie x jest skonc-
zonym podzbiorem liczb naturalnych - zamiast wszystkich zbioréw otwartych, z
miar ktérych brane jest infinium: to prowadzi do réwnosei pu(A) = p(A)u(A), z
ktorej wnioskujemy pu(A) =0 lub u(A) =1

Rodzine U nieskonczonych podzbioréw liczb naturalnych bedziemy nazywali
filtrem, gdy zawiera wszystkie podzbiory liczb naturalnych rézniace sie od wy o
podzbiér skonczony innymi stowy: wszystkie dopelnienia zbioréw skonczonych,
gdy jest zamknieta na przekroje skonczonych podrodzin oraz gdy jest zamknieta
na dotaczanie nadzbioréw innymi stowy: gdy X € U oraz X C Y implikuja YV €
U. Filtr maksymalny - ze wzgledu na inkluzje, bedziemy nazywali ultrafiltrem.
Filtr, ktory nie jest miary p zero bedziemy nazywali filtrem niemierzalnym



Twierdzenie 8.9 (W. Sierpinski): Dowolny ultrafiltr lub filtr niemierzalny U
jest zbiorem niemierzalnym takim, ze w(U) =1 = p(2¢ \ U).

Dowéd. Jedli U jest filtrem, to prawo zero-jedynkowe stosuje sie do U.
Aby sie o tym przekonaé¢ rozpatrzmy zbioér (z,w)*, gdzie x jest skonczonym
podzbiorem liczb naturalnych, oraz funkcje: X — X \ supz, przy czym przyj-
mujemy sup ) = —1. Funkcja ta jest jednokladnoscia w sensie zwyklej metryki
na odcinku [0, 1] - gdy utozsamimy podzbior X C w z liczba D(X) okreslona w
poprzednim wyktadzie. Jej obciecie do filtru U przeprowadza przekr6j U N (z, w)®
na zbiér U zachowujac miare p proporcjonalnie zgodnie ze skala jednoktadnosci,
czyli

u(U N (z,w)”) = p((z,w)*)uU) :

z lematu 8.8 wnioskujemy, ze p(U) = 1 lub u(U) = 0. Dla dokonczenia dowodu
skorzystamy z oczywistego faktu, iz dla ultrafiltru U oraz dowolnego podzbioru
X C w zbior X nalezy do U lub jego dopetnienie nalezy do U. Okreslamy za-
chowujaca miare transformacje: X — w \ X : funkcja ta przeprowadza dowolny
ultrafiltr na jego dopelienie. To wystarcza aby twierdzi¢, ze u(U) = 1 oraz
w(2°\U) =1: gdyby u(U) = 0, to takze bytoby p(2\ U) = 0 i otrzymaliby$my
w(29) < pw(U) + (29 \ U) =0 - co jest niemozliwe. Niemierzalno$¢ ultrafiltru U
wynika z réwnosci u(U) = 1= u(2*\U) g

Przyjmijmy oznaczenia K = 2* oraz L = [[°>, K. Jedliz € L, to z = (x))
- gdzien € woraz 0 < j < qp.

Lemat 8.10 (M. Talagrand): Jesli cigg liczb naturalnych qo, qi, . .. jest taki,

ze - . .
n=0

to dla odwzorowania h : L — K, okreslonego wzorem
h(z) =h(2)) =u{n{z) :0<j < q.}:n €w},

przeciwobrazy zbioréw mierzalnych sq mierzalne oraz p(h™*(A)) = u(A) dla
dowolnego zbioru mierzalnego A C K.

Dowéd. Potézmy

A =h"{y = (yo,y1,...) € K 1 y; = 0}).

Punkt z = (z7) nalezy do A; gdy dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje liczba
naturalna j taka, ze 0 < j < ¢, oraz i-ta wspolrzedna z7 jest réwna zeru. To
oznacza, ze



Podobnie uzasadniamy teze lematu dla zbiorow domknieto-otwartych, a nastepnie
dla zbiorow mierzalnych: co wystarczy dla zakonczenia dowodu g

Twierdzenie 8.11 (M. Talagrand): Przekrdj przeliczalnej ilosci filtrow nie-
maerzalnych jest filtrem niemierzalnym.

Dowdéd. Wobec twierdzenia 8.9 wystarczy rozwazy¢ sytuacje, gdy Fy, FY, ...
jest ciagiem filtréw niemierzalnych; za§ A C 2“ zbiorem zwartym miary p do-
datniej roztacznym z przekrojem Fy N Fy N ... = F. Gdy ciag qo, q1, - - - jest taki,
jak w lemacie 8.10 - konstrukcje takiego ciagu pozostawiamy czytelnikowi - oraz
G =112, Fi", to u(G) = 1. Jest tak, bo u(F,) = 1 na mocy prawa zero je-
dynkowego oraz rozszerzenie miary g na produkt takich zbioréw ma wartos¢ 1.
Korzystamy z poprzedniego lematu i bierzemy punkt z € h~'(A) N G. Mamy
h(x) € A oraz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi N{zJ : 0 < j < n} € F,,
oile z = (27), dla dowolnej liczby naturalnej n. To oznacza, ze h(x) € FN A :
mamy sprzecznos¢ wystarczajaca dla zakonczenia dowodu g

Twierdzenie 8.12: Miare produktowq p na zbiorze Cantora 2¥ mozna roz-
szerzyc¢ do miary okreslonej na o-ciele zawierajgcym wszystkie zbiory mierzalne
oraz wszystkie filtry niemierzalne.

Dowdéd. Wobec twierdzenia 8. 11 najmniejszy ideal zawierajacy wszystkie
dopeienia filtréw niemierzalnych jest o-ideatem takim, ze dowolny zbiér z tego
ideatu jest zawarty w dopelnieniu pewnego filtru niemierzalnego. Oznaczmy ten
ideal przez I. Miare p rozszerzamy na o-ciato zbioréw postaci (X \ G)U H, gdzie
X przebiega zbiory mierzalne; zas zbiory G oraz H naleza do I: ktadziemy

u(X\ Q) U H) = p(X)

- pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze to rozszerzenie miary p jest miara na
najmniejszym o-ciele wszystkie zbiory mierzalne oraz wszystkie filtry niemierzal-
neo g
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