7. Miara, zbiory mierzalne oraz funkcje mierzalne.

Funkcje rzeczywista p nieujemng okreslong na ciele zbioréw S bedziemy nazy-
wali miarg, gdy dla dowolnego ciagu Ag, Ay, ... zbioréw roztacznych nalezacych
do S takich, ze suma AqgU A; U ... nalezy do S zachodzi rownosé

O funkcji p spetniajacej warunek jak wyzej bedziemy mowili, ze jest przeliczalnie
addytywna; za$ gdy prawie wszystkie zbiory A,, sa puste - addytywna. Zbioér pusty
i suma US naleza do ciata S - jest to natychmiastowy wniosek z definicji ciata
zbioréw przytoczny na poczatku wyktadu 3 - a wiee pu(0) + u(US) = u(US) : stad
1(0) = 0.

W tym wyktadzie podstawowa miarg bedzie miara produktowa na zbiorze
Cantora 2% : jest to miara na ciele domknieto-otwartych podzbioréw zbioru Can-
tora okreslona nastepujaca procedura. Wsrod domknigto-otwartych podzbiorow
zbioru Cantora wyrézniamy zbiory bazowe - czyli zbiory postaci {X € 2¢ : 2z C
X Cw\y}, gdzie z oraz y sa skoniczonymi podzbiorami liczb naturalnych takimi,
ze zUy=1{0,1,...,n— 1}, i kladziemy
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miedzy innymi zachodzi p(2¥) = 1. Dowolny zbiér domknieto-otwarty U C 2¥
jest suma skonczonej ilosci roztacznych zbiorow bazowych. Mozna je dobraé tak,
aby suma mniejszej ilosci takich zbiorow nie byta zbiorem bazowym: gwarantuje
to indukcja ze wzgledu na ilos¢ liczb nalezacych do sumy z U y. Mianowicie
sposrod wszystkich zbioréw bazowych, dla ktérych n = |zUy| bierzemy wszystkie
mozliwe podzbiory zbioru U nie zawierajace sie¢ w zbiorach wybranych wczesniej:
w taki sposOb wybierzemy ciag roztacznych zbioréw bazowych dajacych w sumie
U. 7Zbior U jest zwarty, a wiec taki cigg musi by¢ skonczony - oznaczamy jego
elementy przez Ag, Ay, ..., Ag 1 ktadziemy

w(U) = u(Ao) + p(Ar) + ..+ p(A).

Tym sposobem okresliliSmy miare - bedziemy ja nazywali miarg produktowq, na
ciele wszystkich domknieto-otwatrych podzbioréw zbioru Cantora. Odnotujmy,
ze do ciata zbioréw domknigto-otwartych nie nalezy zbidér, ktéry bytby suma
nieskonczonego ciggu roztacznych zbioréw domknieto-otwartych: wynika to ze
zwartosci zbioru Cantora. Miara p okreslona na tym ciele jest jedyna miara,
o ktorej zakladamy, iz jest okreslona na ciele zbiorow: pozostate miary beda
okreslane na o-ciele.

p({X €2°:2C X Cw\y})

Miare produktowa rozszerzymy na znacznie wigksze ciato zbioréw, ktére jest
o-ciatem zawierajacym zbiory borelowskie. Dowolny otwarty podzbior U C 2¢



jest suma przeliczalnej iloéci roztacznych zbioréw bazowych. Przyjmijmy, ze ciag
Ag, Ay, ... sktada sie z roztgcznych podzbioréw bazowych dobranych indukcyjnie
tak, jak wczesniej dobieraliSmy przy zatozeniu, iz U jest zbiorem domknieto-
otwartym: stosowne warunki indukcyjne wyznaczaja zbiory Ag, Aq,... jedno-
znacznie. Wtedy ktadziemy

p(Ag) + (A + ... = u(U)
- 1 sprawdzamy, ze gdy zbiory Uy, Uy, ... sa otwarte, to
w(Uo) + p(Uh) + ... 2 Uy WU U L)

za$ gdy zbiér otwarty V' jest zawarty w zbiorze otwartym U, to u(V) < u(U).

Podzbior M C 2“ bedziemy nazywali mierzalnym, gdy dla dowolnej liczby
rzeczywistej € > 0 istnieja podzbiory domkniete F' C M, oraz G C 2¥ \ M takie,
ze u(2¥\ (FUQG)) <.

Lemat 7.1: Rodzina wszystkich zbiorow mierzalnych jest ciatem zbiorow.

Dowéd. Jesli X oraz Y sg zbiorami mierzalnymi, to dla dowolnie ustalonych
liczb rzeczywistych dodatnich 6 oraz 7 dobieramy zbiory domkniete A C X |
BCY,CC(2¥\ X)oraz D C (2¥\Y) tak, aby

p(2\ (AUC)) < doraz p(2°\ (BUD)) <7

jest to mozliwe z mocy definicji zbioru mierzalnego. Wtedy suma AUB C X UY
oraz przekroj] C N D C 2¢\ (X UY) sa zbiorami domknietymi. Skoro zawsze
AUBU(CND)D (AUC)N(BUD), to

p2?\(AuBU(CND))) <pu2\ (AuC)N(BUD))) =
= p((22\(AUVC) U\ (BUD))) < u(2°\ (AUC)) +u(2°\ (BUD)) <5+

Jesli przyjmniemy 6 + 7 < € - to wnioskujemy, iz suma dwu zbioréw mierzalnych
jest zbiorem mierzalnym: to wystarcza dla dowodu indukcyjnego, ze tak samo
jest dla sumy skonczonej ilosci zbiorow mierzalnych.

Definicja zbioru mierzalnego jest taka, ze mierzalnos¢ zbioru jest rownowazna
mierzalno$ci jego dopetnienia: to wystarcza dla zakonczenia dowodu

Dla dowolnego podzbioru X C 2¢ ktadziemy
u(X) =1inf{u(U) : X CU oraz U jest zbiorem otwartym}.

Otrzymana funkcja jest rozszerzeniem miary p na rodzine wszystkich podzbioréw
zbioru Cantora. Nie ma powodow aby twierdzi¢, ze takie rozszerzenie jest miara
- chociaz pokazemy, ze po obcieciu do o-ciata zbioréw mierzalnych jest miara.
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Lemat 7.2: Jesli AyUA, U... =X, to u(Ap) + p(A1) + ... > p(X).

Dowé6d. Ustalamy liczbe rzeczywistg € > 0, a nastepnie dla kazdej liczby
naturalnej n dobieramy zbior otwarty U, O A, tak, aby

p(U) < lA) + 57

Skoro suma Uy U Uy U ... jest zbiorem otwartym zawierajacym zbior X, to
/L(X) </VL<U0UU1U) <,U,<U0)+,U,(U1)+ <M(A0)+M(A1)++€

To wystarcza dla zakonczenia dowodu: liczba rzeczywista e > 0 byta dobrana
dowolnie o

Lemat 7.3: Jesli podzbior F' C 2% jest domkniety oraz zbior G O F jest
otwarty, to u(F) 4+ u(G\ F) = u(G).

Dowéd. Gdy A oraz B sa roztacznymi zbiorami domknietymi, to - wobec nor-
malnosci topologii produktowej na zbiorze Cantora, liczba p(A U B) jest réwna
infimum sum pu(W) + u(V), gdzie zbiory W 2 A oraz V' O B sa otwarte i
roztaczne. Wtedy mamy

H(A) + p(B) = p(AU B) -

-to pozwala indukcyjnie udowodnié¢ addytywnosé funkcji p po obcieciu do dowol-
nej skonczonej rodziny ztozonej ze zbioréw domknietych.

Ustalamy liczbe rzeczywista € > 0, a nastepnie zbior otwarty G \ F' przed-
stawiamy w postaci sumy roztacznych zbiorow Xg, Xy, ..., ktore sa domknieto-
otwarte. Skoro - z mocy definicji

1(Xo) + p(X1) + ... = u(G\ F) <1,
to dobieramy liczbe naturalng n tak, aby
(Xns1) + p(Xns2) + ... <€
Wtedy suma p(F) 4+ u(G \ F) jest nie wieksza niz
p(F)+pu(XoUXiU...UX,) +e=pu(FUXoUX U...UX,)+e< u(G)+e:

W powyzszym wzorze réwnos¢ wynika z addytywnosci 1 po obcieciu do rodziny
ztozonej ze skonczonej ilosci roztacznych zbioréw domknietych. Wobec dowol-
nosci wyboru liczby rzeczywistej € > 0 otrzymujemy

p(F) + G\ F) < (@)
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To konczy dowdd: nieréwnosé przeciwna zostata wykazana w lemacie 7.2 g

Lemat 7.4: Podzbior X C 2“ jest mierzalny, gdy dla dowolnej liczby rzeczy-
wistej € > 0 istnieje domkniety podzbior F C X taki, ze u(F) + e = u(X).

Dowéd. Gdy X jest zbiorem mierzalnym, to dobieramy podzbiory domkniete
F C X oraz G C (2 \ X) tak, aby p(2¥ \ (FUG)) < € - z mocy lematu 7.3
zachodzi

p(F) + p(22\ (FUG)) = p(2°\ G).
To pociaga u(F) +e > u(29\ G) = pu(X) : czyli u(F) + e > p(X).

Dla dowodu w druga strone ustalamy liczbe rzeczywista € > 0 - i dobieramy

podzbiér domkniety F' C X oraz zbiér otwarty U O X tak, aby
€
wU) = 5 < p(X) < pl(F) +

Skoro FF C U, to 2°\ (FU (2*\U)) =U \ F - to oraz lemat 7.3 implikuja

p(UN\F) = pU) — p(F) <e:

rownosé jest wnioskiem z lematu 7.3; zas nieréwnos¢ wynika wprost z okreslenia
zbioréw U oraz F. Zbiory F oraz 2¥\ U sa takie, jakich potrzeba dla sprawdzenia
mierzalno$ci zbioru X z mocy definicji: co wystarcza dla zakonczenia dowodu g

N

Twierdzenie 7.5: Rodzina wszystkich zbiorow mierzalnych jest o—ciatem
oraz funkcja p obcieta do tej rodziny jest miarg.

Dowéd. Ustalamy liczbe rzeczywista € > 0 oraz ciag Ag, Ay, ... roztacznych
zbioréw mierzalnych. Dla dowolnej liczby naturalnej n dobieramy podzbior domk-
niety G, C A, oraz zbiér otwarty U, O A, tak, aby

€

H(ULN Go) < 55

Zbiory Gy, Gy, ... sa roztaczne i domkniete. Dla dowolnej liczby naturalnej k
zachodzi - z mocy rozumowania takiego jak w poczatkowym fragmencie dowodu
lematu 7.3,

wW(Go) + w(Gy) + ...+ p(Gr) = n(Go UG U ... UGE) < 1.
To pozwala ustali¢ liczbe naturalng m tak, aby
€
,M(Gm+1) + M(Gm+2) +... < 5

Wtedy
UyUUU...D AU A U...DGoUGLU...UG,,.
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Suma z lewej strony jest zbiorem otwartym; zas - z prawej strony zbiorem dom-
knietym oraz

S p(U,) 2 p(UpUU UL ) 2 p(GoUGLU ... UGy) = > u(Gy).
n=0 k=0

Na podstawie lematu 7.3 - stosowanego do kolejnych par sktadnikéw, mamy

m

> plU) = Do (G) = S pUA G+ 3 G <

k=0 k=0 k=m+1

_|_

= €.

N
N

Zbior domkniety Go U G1 U ... U Gy, jest taki, jakiego potrzeba - wobec lematu
7.4, dla sprawdzenia, iz suma AgU A U. .. jest zbiorem mierzalnym. Mamy takze

i w(Uy,) = i w(Ay) =2 p(AgUA U = i w(Gy),

gdzie skrajne liczby réznia sie o e. Wobec dowolnosci doboru liczby rzeczywistej
e > 0 wnioskujemy, ze >0 u(A,) = (Ao U Ay U...) : funkcja p obcieta do
o—ciata wszystkich zbioréw mierzalnych jest miarg o

Zbior mierzalny bedziemy nazywali zbiorem miary zero, gdy miara p na tym
zbiorze réwna si¢ zero: dowolny podzbidér zbioru miary zero jest takze zbiorem
miary zero.

Twierdzenie 7.6: Podzbior zbioru Cantora jest mierzalny, gdy mozna go
przedstawié w formie sumy podzbioru typu F, oraz zbioru miary zero.

Dowdéd. Gdy X C 2 jest zbiorem mierzalnym, to dla dowolnej liczby nat-
uralnej n dobieramy zbiér domkniety F,, € X oraz zbior otwarty G, 2 X tak,
aby .

w(Gp \ Fr) < -
Nastepnie ktadziemy FoUF 1 U... = Foraz Y = X\ E. Zbior E jest typu F, oraz
zawsze zachodzi Y C G, \ F,,. Skoro u(Y) < (G, \ F,) < 2, to wobec dowolnosci
doboru liczby naturalnej n wnioskujemy, ze pu(Y) = 0. Zachodzi X = EUY : co
wystarcza dla zakonczenia dowodu g

Rodzine zbioréw bedziemy nazywali ideatem, gdy jest zamknieta na sumy
podrodzin skonczonych oraz dla dowolnego zbioru z tej rodziny wszystkie jego
podzbiory naleza do tej rodziny. Jesli ideat jest zamkniety na sumy podrodzin
przeliczalnych, to bedziemy go nazywali o-ideatem.

Dotychczas mnieliSmy do czynienia z o-idealem NR zbioréw: w wyktadzie 6.
Naturalnymi przyktadami o-idealow sg: ideal podzbioréw przeliczalnych, ideat



zbioréw I kategorii lub ideat zbioréw miary zero. Dla o-ideatéw prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.7. Jesli I jest o-ideatem ztozonym z podzbioréw przestrzeni
topologicznej X, to dla dowolnej funkcyi rzeczywiste] mierzalnej wzgledem rodziny
zbioréw postaci (Y \ G) U H, gdzie Y przebiega podzbiory otwarte przestrzeni X
zas zbiory G oraz H nalezqg do I, istnieje podzbior Z € I taki, ze funkcja f obcieta
do dopelnienia X \ Z jest ciggla.

Dowéd. Ustawiamy w ciag Uy, Uy, . . . wszystkie otwarte przedziaty o koncach
wymiernych. Dla dowolnej liczby naturalnej n mamy

f_l(Un) = (Yn \ Gn) U Hp,

gdzie podzbior Y,, C X jest otwarty; zas zbiory G,, oraz H, naleza do o-ideatu
1. Kladziemy
GOUG1UUHOUH1U:Z

- 1 sprawdzamy, ze zbior Z jest taki, jakiego potrzebujemy o

Rodziny wszystkich zbioréw mierzalnych nie mozna przedstawi¢ w formie
takiej, jak w zalozeniach twierdzenie 7.7 - o ile rozwazymy topologie produk-
towg i1 o-ideal zbioréw miary zero. Dla opisania stosownego kontrprzyktadu
ustawiamy w ciag Uy, Uy, ... wszystkie podzbiory bazowe dla topologii produk-
towej. Bierzemy ciag s, s1, . . . ztozonych z dodatnich liczb rzeczywistych, ktorych
suma jest mniejsza od potowy liczby u(Uy). Ustawiamy w ciag Vg, Vi, ... wszys-
tkie podzbiory bazowe dla topologii produktowej zawarte w U,. Dla dowolnej
liczby naturalnej k& dobieramy otwarty podzbior Fj, C Vi tak, aby liczba p(Fj)
byla mniejsza niz s;. Wtedy réznica Uy \ (Fy U Fy U . ..) jest miary wigkszej niz
potowa liczby p(Up) oraz jest zbiorem nigdziegestym. Wybieramy dwa roztaczne
podzbiory G oraz Hj - oba domknigte, miary dodatniej oraz zawarte w réznicy
Up \ (Fo U Fy U...): jest to mozliwe wobec lematu 7.4, whasciwosci metrycznych
zbioru Cantora oraz faktu, ze podzbiory skoniczone sg miary zero. Jedli zatozymy;,
ze okreslidmy roztaczne i nigdziegeste zbiory Gy, Gy, ...,G, oraz Hy, Hy, ..., H,,
to powtarzamy powyzsze rozumowanie biorac zamiast Uy réznice

U\ (GoUGyU...UG,UHyUH U...UH,).

Funkcja charakterystyczna sumy HyUH; U. .. jest zapowiedzianym kontrprzykta-
dem. Jest ona mierzalna oraz przeciwobrazy 0 i 1 przecinaja dowolny niepusty
podzbiér otwarty w topologii produktowej: kazdy na zbiorze miary dodatnie;j.

O funkcji rzeczywistej, dla ktoérej przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego
jest zbiorem mierzalnym bedziemy moéwili, ze jest u—mierzalna. Kontrprzyktad



opisany powyzej nie pozwala traktowa¢ dowolnej funkcji p-mierzalnej jak funkcje,
ktéra po usunieciu zbioru miary zero zostaje funkcja ciagta. Jednakze topologie
produktowa na zbiorze Cantora mozna powigkszy¢ - dodajac zbioréw otwartych,
do tzw. topologii gestosSciowej, ktora nie ma wady wynikajacej z wtasciwosci
kontrprzyktadu: w topologii gestosciowej zbiory postaci (Y \ M) U N - gdzie Y
jest zbiorem otwartym; zas N oraz M zbiorami miary zero - to zbiory mierzalne.

Twierdzenie 7.8 (N. Luzin): Funkcja rzeczywista f okreslona na zbiorze
Cantora jest p-mierzalna, gdy dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje
zbior otwarty E taki, ze u(E) < € oraz obciecie funkcji f do réznicy 2¥ \ E jest
funkcjq cigglq.

Dowéd. Ustawiamy w ciag Uy, Uy, ... wszystkie przedzialy otwarte o kon-
cach wymiernych. Dla dowolnej liczby naturalnej n dobieramy zbiér domkniety
F, C f~4(U,) oraz zbiér otwarty G, 2 f~1(U,,) tak, aby

€
w(Gy \ Fr) < TESE
Kladziemy (Go \ Fy) U (G1\ F1)U... = E : zbiér E jest otwarty, u(E) < €1 jesli

h jest obcieciem funkcji f do réznicy 2¥ \ F, to
RO = fU)\E=F\E=G,\E.

Dla dowolnej liczby naturalnej n przeciwobraz h~(U,,) jest domknigto-otwartym
podzbiorem w topologii dziedziczonej przez 2¢ \ E - czyli przez dziedzine funkcji
h, a wiec funkcja h jest ciagla na tym zbiorze: funkcja f po obcieciu do 2¢ \ E
jest funkcja ciagta.

Dla dowodu w drugg strone - zatézmy, ze ciag Fy, E1, . .. sktada sie ze zbiorow
otwartych takich, ze dla dowolnej liczby naturalnej n obciecie funkcji f do zbioru
2\ E, jest funkcja ciagla oraz u(FE,) < n%rl Zbior 2¢ \ E, jest zwarty i jesli U
jest zbiorem otwartym, to zbior

fFHOYN(2°\Ey) = fTH(U)\ By
- jako zbiér otwarty w 2¢ \ E,,, jest zbiorem typu F,. Gdy ExNE; N... = E, to
O\ E=U{fMU)\E,:n<cw}

Przeciwobraz f~'(U) jest mierzalny, gdyz jest suma zbioru typu F, (jest suma
zbioréw f~H(U) \ E,, a wiec na podstawie lematu 3.2(a) jest zbiorem typu F,)
oraz podzbioru zawartego w E: a wiec zbioru miary zero. To wystarcza dla
zakonczenia dowodu



Gdy S jest o-cialem oraz fy, f1,... jest ciggiem funkcji rzeczywistych punk-
towo zbieznym do funkcji f, to f jest funkcjg S-mierzalna: mozna to uzasad-
ni¢ tak samo jak twierdzenie 3.4. Jesli funkcja: x — g(x) jest ciagla; za$
funkcja: x — f(z) jest S-mierzalna, to zlozenie: z — g(f(x)) jest funkcja S-
mierzalng: wynika to z zawsze prawdziwego wzoru

(9/)"(U) =g~ (U)).

To pociaga, ze funkcja: x — f?(x) oraz funkcja: x — | f(x)| sa S-mierzalne. Jesli
70,71, - - . jest ciagiem wszystkich liczb wymiernych, to zbior {z : f(z)+g(x) < a}
jest réwny sumie

U{z : f(x) <a—m} newUU{{z: g(z) <r,}:necw}

oraz zachodzi podobna rownosé, gdy wszedzie znak < zamienimy na symbol >.
Te dwie réwnosci pozwalaja wnioskowaé, ze funkcja: = — f(x) + g(x) jest S-
mierzalna. Podobnie postepujemy aby uzasadni¢, ze dla dowolnej liczby rzeczy-
wistej ¢ funkcja: x — cf(x) jest S-mierzalna. Skoro funkcja: @ — —f(z) jest
S-mierzalna, to réznica: x — f(x) — g(z) jest funkcja S-mierzalna. W koncu
rOwWnosé
Afg=(f+9)*~(f—9)

pociaga S-mierzalnosé iloczynu: x — f(z)g(z), funkeji: x — min(f(z), g(x)) oraz
funkcji: © — max(f(z), g(x)). To samo dotyczy granic punktowych

hflnqsogp fn oraz 11511} g)lf fn:
co mozna to uzasadni¢ podobnie jak zrobilismy to w wyktadzie 4, uzasadniajac
lemat 4.2.

Twierdzenie 7.9 (D. F. Jegorow): Jesli cigg fo, f1, ... funkcji rzeczywistych
p-mierzalnych okreslonych na zbiorze mierzalnym E jest punktowo zbiezny, to
dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje otwarty podzbior F C E taki, Ze
w(F) < € oraz cigg obcieé¢ funkcji fo, f1,... do zbioru E \ F jest jednostajnie
zbiezny.

Dowdéd. Dla dowolnych dwu liczb naturalnych n oraz k ktadziemy

1
Bui= U{{r € B+ |fule) ~ f)] > 1) n<m)
zachodzi Eni1, C Enjp oraz Eogp N Eyp N ... = 0. Dowolny zbiér E, ) jest

mierzalny, gdyz funkcja : * — |f.(x) — f(x)| jest p-mierzalna. Dla dowolnej
liczby naturalnej k dobieramy liczbe naturalng n, tak, aby

€
1(Eny ) < o1
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Wtedy suma U{E,, ; : k € wo} = F jest miary p mniejszej niz potowa e; za$
zawieranie

E\F CFE\E,,

- pociaga dla dowolnego punktu = € E \ F oraz liczby naturalnej ¢ > ny
nierownos¢é )

@) = f(@)] < 1.

To wystarcza dla jednostajnej zbieznosci ciggu obcieé¢ funkcji fo, f1, ... do zbioru
E\F. Korzystamy z lematu 7.4 i dobieramy stosowny domkniety podzbiér zbioru

E\ F - tj. zbiér réznigcy si¢ miarg p o 5 od zbioru £\ F: jest to zbiér taki

jakiego potrzeba dla zakonczenia dowodu

Rozwazmy funkcje D : 2¢ — [0, 1] okreslona wzorem

1
on+1 :

D(X) =3

neX

Funkcja ta obcieta do rodziny wszystkich nieskonczonych podzbioréow liczb nat-

uralnych [w]® jest réznowarto$ciowa oraz gdy x Uy = {0,1,...,k}, to
1 1
D(<z,w\y>)= (;ﬁ> z:\ ﬁ] :
ncw new\y

funkcja D obcieta do rodziny nieskonczonych podzbiorow liczb naturalnych o
nieskonczonych dopetnieniach jest homeomorfizmem. To wystarcza aby twierdzenia
formutowane z doktadnoscig do zbioru I kategorii - a nawet zbioru przeliczalnego,
na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych oraz na zbiorze Cantora byly takie
same.

Funkcje D wykorzystamy dla wprowadzenia tzw. miary Lebesgue’a na skon-
czonym produkcie kartezjanskim zbioru liczb rzeczywistych. Bierzemy roztaczne
podzbiory nieskonczone liczb naturalnych Ay, Ay, ..., A, dajace w sumie zbior
wszystkich liczb naturalnych. Dla dowolnej liczby naturalnej n < k niech f,
bedzie funkcja réznowartosciowa okreslona na A, oraz przyjmujaca jako wartosci
wszystkie liczby naturalne; za$ F, : 24» — 2 niech bedzie funkcjg okreslong
wzorem

Fn({%@l; - }) - D({fn(£0>7 fn(xl)v - })
W koncu dla dowolnego punktu X € 2“ ktadziemy

L(X) = Fy(Ag N X) x Fi(A; N X) x ... x Fy(Ay N X) :

funkcja L po obcigciu do zbioru o mierze 1 jest homeomorfizmem; jest home-
omorfizmem okreslonym na podzbiorze zbioru Cantora ztozonym z wszystkich



podzbioréw X € 2¢ takich, ze dla dowolnej liczby naturalnej n < k zbiory XN A,
oraz A, \ X sa nieskonczone - dopehienie tej rodziny, ktére oznaczamy przez @,
jest miary p zero. Podzbiér Y zawarty w £+ 1 krotnym produkcie kartezjanskim
odcinka [0, 1] bedziemy nazywali mierzalnym, gdy przeciwobraz L~1([0,1] NY)
jest mierzalny. Wtedy przyjmujemy

AMY) = p(L7H([0,1]NY)) -

mamy A(L(Q)) = 0. Miare \ rozszerzamy na k + 1-krotny produkt kartezjanski
zbioru liczb rzeczywistych - tzn. na k + l-wymiarowg przestrzen euklidesowq
- wpierw na dowolny k£ + 1-krotny produkt kartezjanski odcinkéw z koncami
bedacymi liczbami catkowitymi o réznicy 1: robimy to tak samo jak dla pro-
duktu kartezjanskiego odcinka [0,1]. W konicu przyjmujemy, ze miara A zbioru
Y jest réwna sumie wszystkich miar przekrojéw zbioru Y z k + 1-krotnymi pro-
duktami kartezjanskimi odcinkéw o koncach bedacych liczbami catkowitymi o
roznicy 1. Tak rozszerzona funkcja A nie jest funkcja rzeczywista, bo miara A
catej przestrzeni euklidesowej jest réwna nieskonczonosci. Jednakze zaktadajac,
iz dowolna liczba rzeczywista dodana do nieskonczonosci daje nieskonczonosc,
poszerzamy definicje miary dopuszajac zbiory o mierze roéwnej +oo. Tak okreslone
miary zwyczajowo nazywane sa miarami Lebesgue’a: miara A\ okreslona na k-
wymiarowej przestrzeni euklidesowej to k-wymiarowa miara Lebesque’a. Konsek-
wencja mozliwosci okreslenia miary Lebesgue’a w sposob opisany powyzej jest:
dowolne twierdzenie formutowane z doktadnosciq do zbiorow miary zero na zbiorze
Cantora jest rownowazne stosownemu twierdzeniu formutowanemu z takg samg
doktadnosciq dla n-wymiarowej miary Lebesque’a.

Odnotujmy, ze podobng sytuacje jak powyzej dla miary Lebesgue’a mamy
wzgledem kategorii. Mianowicie zbiér L(Q) - gdzie @ jest zbiorem okreslonym
powyzej, jest I kategorii w topologii produktowej na k + 1-krotnym produkcie od-
cinka [0, 1] : jest suma przeliczalnej ilodci hiperpowierzchni przekrojonych z tym
produktem. Konsekwencja tego jest: dowolne twierdzenie formutowane z doktad-
no$cig do zbiorow I kategorii na zbiorze Cantora jest rownowazne stosownemu
twierdzeniu formutowanemu z takg samq doktadnoscig dla skonczonego produktu
kartezjanskiego zbioru wszystkich liczb rzeczywistych.
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