6. Twierdzenie Rosenthla.

Rodzine S ztozong z nieskonczonych podzbioréw liczb naturalnych bedziemy
nazywali zbiorem Ramsey’a, gdy istnieje nieskonczony podzbidr liczb naturalnych
V' taki, ze zbior wszystkich nieskoniczonych podzbioréw zbioru V' jest zawarty w
S lub jest roztaczny z S inaczej: [V]¥ C S lub [V]* NS =0, gdzie [X]¥ oznacza
rodzine wszystkich nieskonczonych i przeliczalnych podzbioréw zawartych w X.

Jesli M jest nieskonczonym podzbiorem liczb naturalnych oraz x jest skonczo-
nym i niepusty podzbiorem liczb naturalnych, to rodzing wszystkich nieskonczo-
nych podzbioréw sumy M Uz, ktére po przekrojeniu ze zbiorem {0,1,... supx}
sa rowne z bedziemy oznaczali przez (z, M)* innymi stowy:

(x, M) ={Ve[MuUzl”:Vn{0,1,...,supz} =z};

za$ (00, M)“ bedzie oznaczato rodzine wszystkich nieskoniczonych podzbioréw zbioru
M inaczej: [M]¥ = (0, M)~.

Przyjmijmy, ze S jest rodzing nieskoniczonych podzbioréw liczb naturalnych:
tzn. S C [w]¥. Bedziemy moéwili, ze nieskoniczony podzbiér liczb naturalnych
M akceptuje zbiér skoniczony x, gdy rodzina (x, M)“ jest zawarta w S : czyli
(x, M) C S. Gdy nie istnieje podzbiér nieskonczony N C M taki, ze rodzina
(x, N)“ jest zawarta w S (czyli: dla kazdego N € [M]* zachodzi (z, N)“\ S # 0),
to bedziemy moéwili, ze zbior M odrzuca zbior x.

Lemat 6.1 (F. Galvin, K. Prikry): Dla dowolnej rodziny nieskonczonych
podzbiorow liczb naturalnych istnieje nieskonczony podzbior liczb naturalnych, kto-
ry odrzuca lub akceptuje dowolny swdoj podzbior skonczony.

Dowdd. Niech S bedzie rodzing nieskonczonych podzbioréow liczb natural-
nych. Przyjmujemy Y, = wy oraz zyp = 0. Zalézmy, ze okresliliSmy zbiory
nieskonczone Yy, Yi,...,Y, oraz ciag rosnacy xg,x1,...,T, réznych liczb natu-
ralnych tak, aby

{$0;x1a"~7xn}CYngYn—lg---ng-

Wszystkie podzbiory zbioru {xg,z1,...,z,} zawierajace liczbe x, oznaczamy
przez fi, fa, ..., fon - kladziemy Y, = YV, a nastepnie zakladamy, ze okredliémy
zbiory nieskoficzone Y?, Y1 ... V¥ tak, aby

{zog,21,..., 2,y CYFCYFtc. . CcY’
Jedli istnieje podzbidr nieskoniczony X C Y taki, ze
0 # (fre1, X)” C S,
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to sume X U {zo,x1,...,2,} oznaczamy Y* w przeciwnym przypadku kla-
dziemy Y ! = Yk Na koniec ktadziemy Y, 1 = Y>" oraz dobieramy liczbe
Tpi1 € Yniq wiekszg od z,,.

Zbiér N = {xg,x1,...} - okreslony przez powyzsza indukcje, akceptuje badz
odrzuca dowolny swéj podzbior skoniczony i niepusty. Aby sie o tym przekonaé
bierzemy podzbiér niepusty i skoniczony x C N. Wtedy istnieje liczba naturalna
n taka, ze supx = z,, oraz ¥ = f,,. Skoro N C Y 1 to otrzymujemy

('r?N)w - <x7Y7{C+1)w = (fk+17Ynk+1)w'

7 okredlenia rodziny (fyi1, Y,¥*1)¥ wiemy, ze jest ona zawarta w S lub dla dowol-
nego podzbioru nieskoniczonego V' C Y,* rodzina (fiy1, V)* nie jest zawarta w S :
gdy jest prawdziwa pierwsza cze$é tej alternatywy, to zbior N akceptuje x; gdy
druga czes¢ alternatywy jest prawdziwa, to N odrzuca x.

Gdy dla nieskonczenie wielu liczb © € N zbiér {z} jest akceptowany przez
N, to oznaczamy przez M zbiér takich liczb: wtedy dla dowolnej liczby z € M
zachodzi ({z}, M) C ({z}, N)¥ C S. Skoro

(@, M) =U{({z}, M)* : x € M},

to M akceptuje zbior pusty: rownoczesnie akceptuje dowolny swéj podzbior
skonczony.

Gdy dla nieskoniczenie wielu liczb x € N zbiér {z} jest odrzucany przez N,
to oznaczamy przez M zbiér takich liczb: wtedy M odrzuca zbior pusty. Skoro
M C N, to M akceptuje badz odrzuca dowolny swoj podzbiér skoriczony o

Lemat 6.2 (F. Galvin, K. Prikry): Niech S bedzie rodzing nieskonczonych
podzbiorow liczb naturalnych oraz M zbiorem nieskonczonym akceptujgcym bgdz
odrzucajgcym dowolny swoj podzbior skonczony. Jesli x C M jest podzbiorem
skonczonym odrzucanym przez M, to dla prawie wszystkich liczb t € M zbior M
odrzuca sume x U {t}.

Dowdd. Przypusémy - dla dowodu niewprost, ze tg,t1,... jest rosngcym
ciggiem ztozonym z liczb nalezacych do M, z ktorych kazda ogranicza zbior x z
gory takim, ze zawsze zachodzi

(xU{t,}, M)* C S.
Mamy wtedy (z,x U {to,t1,...})* C S; bo gdy

N € (z,z U {tg, t1,...})"



oraz t, = min N \ z, to N € (x U{t,},M)* C S : czyli zbiér M nie odrzuca
zbioru x - mamy sprzecznos¢ konczaca dowod o

Lemat 6.3 (F.Galvin, K. Prikry): Niech S bedzie rodzing nieskonczonych
podzbiorow liczb naturalnych oraz M zbiorem nieskonczonym akceptujgcym bgdz
odrzucajgcym dowolny swoj podzbior skoniczony. Jesli M odrzuca zbior pusty, to
istnieje podzbior nieskonczony N C M taki, Ze N odrzuca dowolny swdj podzbior
skonczony.

Dowdd. Indukcyjnie okreslamy cigg rosnacy tg, t1, ... réznych liczb natural-
nych nalezacych do M: zerowy krok indukcji jest taki sam jak n-ty. Zaldézmy,
ze okreslilismy zbior {tg,t1,...,t,—1} C M tak, aby zbiér M odrzucal dowolny
podzbiér zbioru {tg,ty,...,t,—1}. Niech t, € M bedzie liczba naturalna taka, ze
dla dowolnego podzbioru

x C {to,tl, “en ,tn_l}

zbiér M odrzuca sume x U {t,}. Liczba taka istnieje na podstawie poprzedniego
lematu. Kladziemy N = {to,t1,...}. Skoro N C M, to N odrzuca zbiér pusty.
Gdy x C N jest zbiorem skonczonym i niepustym, to istnieje liczba naturalna
n taka, ze supx = t,. Skoro zbiér M odrzuca sume z U {t,} = z, to podzbiér
N C M odrzuca ja takze o

Topologie na zbiorze wszystkich nieskoriczonych podzbiorow liczb naturalnych
- zbidr ten bedziemy oznaczali [w]¥, generowang przez zbiory postaci

<z, V>={Xew :xC XV}

gdzie V' jest nieskonczonym podzbiorem liczb naturalnych oraz x jest skonc-
zonym podzbiorem liczb naturalnych bedziemy nazywali topologiq FEllentucka.
Zauwazmy, ze gdy z = () lub {0,1,...,supz} NV =z, to (z,V)¥ =< x,V >.
Zawsze zachodzi (x,V)* C< z,VUx > oraz < ),V >= (0,V)* = [V]¥. Zbiory
generujace topologie Ellentucka tworzg baze zbioréw otwartych: jest to rodzina
zamknieta na przekroje skoniczone. Elementy tej bazy sa domknigto-otwarte w
topologii Ellentucka. Zbiory otwarte w topologii dziedzicznej z topologii pro-
duktowej sg otwarte w topologii Ellentucka: topologia dziedziczona z topologii
produktowej jest generowana przez zbiory postaci < z, V' \ y >, gdzie = oraz y sa
roztacznymi zbiorami skonczonymi.

Lemat 6.4 (C. St. J. A. Nash-Williams): Dowolny podzbidr otwarty w
topologii Ellentucka jest zbiorem Ramsey’a.

Dowéd. Przypu$émy - dla dowodu niewprost, ze zbiér S jest otwarty w
topologii Ellentucka oraz nie jest zbiorem Ramsey’a. Wobec lematu 6.1 ist-
nieje nieskonczony podzbiér liczb naturalnych M akceptujacy badz odrzucajacy



dowolny sw6j podzbior skonczony. Zbiér S nie jest zbiorem Ramsey’a, a wiec M
odrzuca zbiér pusty i wobec lematu 6.3 istnieje podzbiér nieskonczony N C M
odrzucajacy dowolny swéj podzbiér skoriczony. Przekr6j SN((, N)* jest niepusty:
bo zatozylidmy, iz S nie jest zbiorem Ramsey’a, oraz jest otwarty w topologii
Ellentucka. Istnieje wiec zbior skonczony x oraz nieskonczony podzbiér liczb
naturalnych V' taki, ze

<z, VUzx>C SN0, N)~.
Skoro
(x, V) C<a,VUz>C (0, N)“,

to N nie odrzuca podzbioru skonczonego x C N : mamy sprzecznosé¢ konczaca
dowod o

Nieskonczony cigg par

(A0,07 AO,I), (Al,()) Al,l)a sy (An,07 An,l)a s

podzbioréw zbioru X bedziemy nazywali niezaleznym, gdy dla dowolnej liczby
naturalnej n zbiory A, o oraz A, ; sa roztaczne oraz dla dowolnego ciggu zer i
jedynek eq, €1, ..., e, przekrdj zbioréw Ao ey, Ay, - - -, Ane, jest niepusty: wobec
dowolnosci wyboru n jest nieskonczony.

Przyktadem ciagu par niezaleznych jest ciag par podzbioréw zbioru Cantora,
gdzie n-ta para to przeciwobrazy zera i jedynki przy rzutowaniu na n-tg os: wtedy
Ano={(zg,21,...) €2 1 2,, = 0}; zad A, 1 = {(x0, 21,...) €2 1 1, = 1}.

Ciag par
<A0,07 A0,1>7 (A1,07 Al,l)J RN (An,07 An,l)J s

podzbioréw zbioru X bedziemy nazywali zbieznym, gdy dla dowolnej liczby nat-
uralnej n zbiory A, o oraz A, ; sa roztaczne oraz dowolny punkt nalezacy do X
nalezy do skornczonej ilosci zbioréw A, o (- z drugim indeksem 0) lub do skonc-
zonej ilosci zbioréw A, ; (- z drugim indeksem 1).

Jesli L jest podzbiorem liczb naturalnych, to przez L(0), L(1),... bedziemy
oznaczali cigg rosnacy (silnie) wszystkich liczb nalezacych do L.

Lemat 6.5 (J. Farahat): Jesli cigg par
(AO,CH AO,I)) (A1,07 Al,l)a SR (An,Oa An,l)a s

podzbiorow zbioru X nie zawiera podciggu zbieinego, to zawiera podcigg nieza-
lezny.



Dowdéd. Rozwazmy rodzine S nieskonczonych podzbioréw liczb naturalnych
zlozona ze zbioréw postaci L takich, ze dla dowolnej liczby naturalnej k przekréj
zbiorow

Ar0),0, AL@2),05 - - Aree),0, Ay, Ane) s - - Anersna
jest niepusty. Rodzina S jest domknieta w topologii Ellentucka; rownoczesnie jest
domknieta w topologii na [w]¥ dziedziczonej z topologii produktowej. Jest tak,
bo gdy nieskonczony podzbidr liczb naturalnych L nie nalezy do S, to istnieje
liczba naturalna k taka, ze przekroj

Ar,0 N Ao N N Aperyo N Apayr N Are) i N N Aperen

jest pusty: zaden element zbioru otwartego ({L(0), L(1),..., L(2k+1)},w)* - do
ktérego nalezy L, nie nalezy do S.

Korzystamy z lematu 6.4 i dobieramy nieskonczony podzbior liczb naturalnych

T taki, ze
[T)“ C Slub [T]*NS = 0.

Nie moze by¢ [T]*NS = (). Aby sie o tym przekonaé bierzemy punkt x nalezacy do
nieskonczenie wielu zbioréw A, o - gdzie n € N C T', oraz nalezacy do nieskoncze-
nie wielu zbioréw Ay - gdzie k € M C T : taki punkt istnieje wobec braku pod-
ciggu zbieznego w ciggu takim, jak w zalozeniach lematu. Nastepnie wybieramy
podzbiér nieskonczony P C N U M tak, aby

{P(2n):new} CN oraz {P(2n+1):necw} C M.
Wtedy x € Ar),0 N Arn@)oN ... N Anero N Aoy N Are), N ... N Ar@itry,1, €o
pociaga P € S iskoro P C T, to przekr6j S N [T]¥ jest niepusty.
Skoro [T NS # 0, to [T]* C S, a wtedy ciag
T(2),T4),...,T(2n),...

wyznacza cigg niezalezny jakiego potrzebujemy. Dla uzasadnienia tego potrzeba
pokazaé, ze jesli €1,¢9,...,€, jest ciaggiem zer i jedynek, to przekrdj zbiorow

Ar@)ers AT()ens - -+ AT(2n) e

jest niepusty. Aby sie o tym przekona¢ dobieramy podzbioér nieskonczony N C T
taki, ze {1(2),7(4),...,T(2n)} C N oraz - gdy ¢, = 0, to T'(2k) = N(2s); za$
gdy er = 1, to zachodzi T'(2k) = N(2s + 1). Wtedy z niepustosci przekroju
potwierdzajacego nalezenie T' € S wynika, ze przekrdj jak wyzej potrzeba jest
niepusty g

Twierdzenie 6.6 (H. P. Rosenthal): Jesli fy, f1,... jest ciggiem funkcji
rzeczywistych okreslonych na tym samym zbiorze, to cigg ten zawiera podcigg
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punktowo zbiezny lub istniejq liczba rzeczywista r, liczba rzeczywista dodatnia s
oraz nieskonczony podzbior liczb naturalnych L takie, ze cigg par zbiorow

{(fa ((=00,m)), £ ((r + 5,+00)))},

gdzie n € L, jest niezalezny.

Dowdd. Zatézmy, ze ciag fo, fi,... funkcji rzeczywistych okreslonych na
zbiorze X nie zawiera podciggu punktowo zbieznego. Aby uzasadni¢ twierdzenie
- wobec poprzedniego lematu, wystarczy pokazaé, ze istnieja liczba rzeczywista
r, liczba rzeczywista dodatnia s oraz nieskonczony podzbioér liczb naturalnych L
takie, ze ciag par zbioréw

{(fa ((=00,m)), £ ' ((r + 5,+00)))},

gdzie n € L, nie zawiera podciagu zbieznego. Przypusémy - dla dowodu niew-
prost, ze tak nie jest. Wtedy ustawiamy w ciag (ro, So), (1, 51), - . - wszystkie pary
liczb wymiernych, dla ktoérych liczby sq, s1, . . . sa dodatnie. Nastepnie indukcyjnie
dobieramy cigg nieskonczonych podzbioréw liczb naturalnych Lg, L1, . .. tak, aby
Lo O Ly, 2D ... oraz dla dowolnej liczby naturalnej k ciag par zbiorow

{(f2 ((=00,m)), £ ' ((ri + s, +00))) }

gdzie n € Ly, byt zbiezny.

Korzystamy z lematu 1.1 i dobieramy nieskonczony podzbioér liczb naturalnych
L w zbiorach Ly, L1, ... prawie zawarty. Dla dowolnego punktu x rozwazamy dwa
podzbiory liczb rzeczywistych:

A={y: fu(z) <y dla skonczenie wielu n € L}

oraz
B ={y: fu(x) >y dla skoficzenie wielu n € L}.

Gdy A = 0, to lim,ey, fn(x) = +00; za$ gdy B = 0, to lim,ey, fn(z) = —00. W
pozostatych przypadkach zachodzi sup A = inf B. Jest tak, bo zawsze zachodzi
sup A < inf B, i gdyby sup A < inf B, to istniatyby liczby wymierne r; oraz s
takie, ze sup A < rp < rp + s, < inf B. A wtedy dla nieskonczenie wielu n € L
zachodzitoby f,(z) < 7, : bo sup A < 1y, oraz dla nieskonczenie wielu n € L
zachodzitoby ri + s < fu(z) : bo rp + s < inf A. Jest to niemozliwe, bo z prawie
zawierania L przez L, wynika zbieznosci ciggu par zbiorow

{(fa((=00,m)), £ (i + s, +00))) }

gdzie n € L; za$ taka zbiezno$¢ implikuje, ze powyzej nie mozna dwukrotnie
uzy¢ okreslenia: dla nieskonczenie wielu n € L. Réwnosé¢ sup A = inf B pocigga



lim,, o fn(z) = sup A : wobec dowolnosci wyboru punktu z to wystarcza dla
zakonczenia dowodu o

Rodzine S nieskonczonych podzbiorow liczb naturalnych bedziemy nazywali
CR-zbiorem, gdy dla dowolnego nieskonczonego podzbioru liczb naturalnych V
oraz dowolnego skonczonego podzbioru liczb naturalnych z istnieje podzbior
nieskonczony M C V taki, ze

<x,MUz>CS lub <x,MUz>nNS=0.

Jesli w definicji CR-zbioru przyjmniemy za zbior x zbior pusty, zas za zbior V
zbidr wszystkich liczb naturalnych - to widzimy, ze dowolny CR-zbidr jest zbiorem
Ramsey’a.

Lemat 6.7 (F. Galvin, K. Prikry): Dowolny podzbiér otwarty w topologii
Ellentucka jest CR-zbiorem.

Dowéd. Jedli < x, N >C [w]“, to traktujemy zbiér x jak zbiér pusty; za$
zbior N jak zbiér wszystkich liczb naturalnych - i powtarzamy rozumowanie uza-
sadniajace lemat 6.4 o

Zbior nigdziegesty w topologii Ellentucka bedziemy nazywali NR-zbiorem.

Lemat 6.8 (F. Galvin, K. Prikry): Jesli rodzina nieskonczonych podzbioréw
liczb naturalnych S jest NR-zbiorem, to dla dowolnego nieskoriczonego podzbioru
liczb naturalnych M oraz dowolnego skonczonego podzbioru liczb naturalnych x
istnieje podzbior nieskoriczony N C M taki, ze < z, N Uz > NS = (.

Dowdéd. Niech X oznacza domkniecie - w topologii Ellentucka, zbioru S' : jest
to zbiér domkniety i nigdziegesty, a wiec jego dopelnienie jest zbiorem otwartym
i gestym w tej topologii. Korzystamy z lematu 6.7 i dobieramy nieskonczony
podzbiér zbioru M taki, ze

<z, NUzx>CX lub <z, NUz>nNX = 0.

Nie moze zachodzi¢ < x, N Ux >C X, gdyz zbiér S - a wiec i zbior X, jest
nigdziegesty w topologii Ellentucka. Zachodzi wiec < x, NUz > NX =0 : co
uzasadnia tez¢ o

Lemat 6.9 (F. Galvin, K. Prikry): Dowolny podzbior I kategorii w topologii
Ellentucka jest NR-zbiorem.

Dowéd. Niech Sy, Sy, ... bedzie ciggiem NR-zbiorow; za§ N nieskonczonym
podzbiorem liczb naturalnych. Zatézmy, ze okresliliémy ciag zbioréw

N = Ny O Ny O ... 2D N, oraz liczby naturalne ag, aq,...,ar € Ng.



Korzystamy z poprzedniego lematu - kolejno indukcyjnie wykorzystujac go 2F+!
razy, i dobieramy podzbior nieskonczony M C N; tak, aby dla dowolnego zbioru
y takiego, ze y C {ao, a1, ..., ax} zachodzito

<y, MUy >C [w*\ (SoU...,USk).

Dalej ktadziemy Nyyq = My U {ao,...,ar} 1 wybieramy liczbe a1 € My, r6zna
od liczb ay, ..., ax. W koncu ktadziemy W = {ag, aq, ...} : Skoro W C Ny, oraz
zbior < 0, Nj41 > jest - roztgczny ze zbiorami Sy, . .., Sy, to zbiory Sp, Sy, ... nie
przecinaja zbioru < 0, W >.

Dla zakonczenia dowodu zauwazmy, ze dowod jak wyzej przechodzi, gdy w
rodzinie < (), N > za zbidr pusty podstawimy skonczony podzbidr liczb natu-
ralnych: wtedy w dowolnym podzbiorze otwartym i niepustym bedzie zawarty
podzbiér roztaczny ze zbiorami Sy, Si, . .., ktory jest otwarty i niepusty g

Bedziemy moéwili, ze podzbiér przestrzeni topologicznej ma wlasnosé Baire’a,
gdy mozna go przedstawi¢ w postaci (Q \ P) U R, gdzie zbiory P oraz R sa
zbiorami I kategorii zas zbiér @) jest zbiorem otwartym - podzbiory o wlasnosci
Baire’a tworza o-ciato.

Twierdzenie 6. 10 ( E. Ellentuck): Rodzina nieskoriczonych podzbiorow liczb
naturalnych jest CR-zbiorem, gdy ma wlasnosé Baire’a w topologii Ellentucka.

Dowdd. Jedli rodzina S nieskonczonych podzbioréw liczb naturalnych jest
CR-zbiorem, to - wobec definicji CR-zbioru, suma wnetrza zbioru S oraz wnetrza
dopetnienia zbioru S jest otwarta i gesta w topologii Ellentucka. Wynika z tego,
ze zbiér S mozna przedstawi¢ jako sume jego wnetrza oraz zbioru, ktory jest
roztaczny ze zbiorem otwartym i gestym - a wiec z definicji jest NR-zbiorem: S
ma wtasno$¢ Baire’a w topologii Ellentucka.

Jesli rodzine S nieskonczonych podzbioréw liczb naturalnych mozna przed-
stawi¢ w postaci (Q \ P) U R, gdzie zbiory P oraz R sa I kategorii oraz zbior
Q) jest otwarty, to korzystamy z poprzedniego lematu. Zmiejszamy zbioér () o
domkniecie zbioru P oraz stosownie powiekszamy zbior R tak, aby S = Q U R :
zmienione zbiory oznaczamy tak samo jak przed zmiang. Zbiory @) oraz R sg CR-
zbiorami na podstawie lematéw 6.4 oraz 6.9; za$ ich suma jest CR-zbiorem z mocy
nastepujacego rozumowania: jesli zbior < z, M > jest niepusty, to korzystamy z
definicji CR~zbioru zmniejszajac dwukrotnie zbior M do zbioru nieskonczonego
P tak, aby

<z, PUr>CSlub <z, PUx>NS =0

Twierdzenie 6.11: Jesli rodzina S nieskoriczonych podzbioréw liczb natural-
nych jest NR-zbiorem, to dla dowolnego nieskonczonego podzbioru liczb natural-



nych N istnieje podzbior nieskonczony M C N taki, Ze dla dowolnego skonczonego
podzbioru liczb naturalnych x zachodzi < O, M Ux > NS = (.

Dowéd. Zauwazmy wpierw, ze jesli rodzina S jest NR-zbiorem, to dla dowol-
nych dwu roztacznych zbioréw skonczonych x oraz y rodzina

Sz, y) ={zUU\y):UeS}
jest takze NR-zbiorem. Jest tak, bo zawsze < z,V > NS = ) pociagga
<aUz,V\y>nS(z,y)=0:

gdy aNy = (), to w niepustym zbiorze otwartym < a,V > jest zawarty niepusty
zbiér otwarty < aUx,V \ y > roztaczny z S(x,y); gdy aNy # 0, to zbiér S(z,y)
jest roztaczny z rodzing < a,V > . Wobec dowolnosci wyboru zbioru < a,V >
oznacza to, ze rodzina S(x,y) jest nigdziegesta w topologii Ellentucka: z mocy
lematu 6.9 jest NR-zbiorem.

Jedli rodzina S jest NR-zbiorem, to suma wszystkich zbioréw postaci S(z,y),
gdzie x oraz y przebiegaja wszystkie pary roztacznych skonczonych podzbiorow
liczb naturalnych, jest z mocy lematu 6.9 takze NR-zbiorem: jest sumag przeliczal-
nej ilosci NR-zbiorow. Oznaczamy te sume przez S*. Z definicji NR~zbioru mamy,
ze w zbiorze < (), N > jest zawarty zbiér < y, M >, ktéry jest roztaczny z S*. Z
okreslenia zbioru S* wnioskujemy, ze jezeli S*N < y, M >= (), to dla dowolnego
zbioru skonczonego x zachodzi S*N < (), M Uz >= () : teza twierdzenia wynika z
zawierania S C S*



