5. Funkcje 1 klasy Baire’a.

Pod koniec XIX i poczatkiem XX wieku kilku matematykéw zajmowalo sie
problemami dotyczacymi klasyfikacji funkcji borelowskich: miedzy innymi R.
Baire, E. Borel, H. Lebesgue oraz W. H. Young. Pd6zniejsi autorzy wykorzystywali
nazwiska takich matematykow do nadawania nazw réznym pojeciom - przyktad-
owo granica punktowo zbieznego ciagu ztozonego z funkcji ciagtych bywa nazy-
wana funkcjq 1 klasy Baire’a. W poprzednim wyktadzie odnotowaliémy, ze funk-
cja rzeczywista okreslona na zbiorze Cantora jest 1 klasy Baire’a wtedy i tylko
wtedy, gdy jest klasy 1. Obecnie rozszerzymy ta wlasciwo$é na szersza klase
przestrzeni.

Bedziemy mowili, ze przestrzen topologiczna jest normalna gdy dowolna funk-
cja rzeczywista, prosta, ciggla oraz okreslona na podzbiorze domknigtym ma
rozszerzenie do funkcji rzeczywistej cigglej okreslonej na catej przestrzeni. Prze-
strzen normalng, ktora jest rownoczesnie przestrzenia doskonaty bedziemy nazy-
wali przestrzenia doskonale normalng. Odnotujmy, ze dowolna przestrzen me-
tryzowalna jest doskonale normalna: fakt ten bywa czasami przedstawiany jako
twierdzenie H. Tietze.

Lemat 5.1: Dowolna funkcja rzeczywista prosta klasy 1 okreslona na przest-
rzeni doskonale normalnej jest granicg punktowo zbieinego ciggu funkcji ciggtych.

Dowdéd. Ustalamy funkcje rzeczywista f klasy 1 tak, aby byta to funkcja
o skonczonej ilosci wartosci, czyli funkcja prosta. Dla kazdego punktu z prze-
ciwobraz f~!(z) przedstawiamy w postaci sumy zlozonej z przeliczalnej ilogci
zbioréw domknigtych i tak otrzymane zbiory domkniete ustawiamy w cigg. Oz-
naczamy przez D, sume wszystkich n-tych wyrazéow tak okreslonych ciggéw
zbioréw domknietych. Korzystamy z normalnosci przestrzeni i dobieramy funkcje
ciagta f, bedaca rozszerzeniem obciecia funkcji f do sumy Dy, UD; U ... U D,, :
funkcje fo, f1,..., fn,... sa ciagle oraz przeciwobrazy pojedynczych punktow sg
zbiorami domknietymi oraz sa to funkcje proste. Cigg tych funcji jest punktowo
zbiezny do funkcji f : bo dla x € D,, zachodz f,(z) = f(x) o

Nastepne twierdzenie pochodzi od H. Lebesgue’a. Przytoczony dowdd pracuje
dla funkcji o wartosciach w przestrzeni metrycznej osrodkowej i jest wzorowany
na dowodzie twierdzenia 3.9. Taki sposoéb dowodzenia pochodzi od S. Banacha
oraz jest przedstawiony w ksiazce K. Kuratowskiego Topology.

Twierdzenie 5.2 (H. Lebesgue): Dowolna funkcja rzeczywista klasy 1 okres-
lona na przestrzeni doskonale normalnej jest granicqg punktowo zbieinego ciggu
funkcji cigglych.



Dowdéd. Ustalamy funkcje rzeczywista f klasy 1 oraz cigg funkcji prostych
fos f1,- -y fn, ... Klasy 1 tak, aby funkcja fy byla stale réwna zeru oraz zawsze
zachodzita nieréwnosé

|fn<x> - fn—l(x)| <27
zaktadamy stosowne ograniczenie funkcji f i dobieramy ciag fo, fi,..., fa,... tak
samo jak w poczatkowym fragmenie twierdzenia 3.9.

Dla dowolnej liczby naturalnej n réznica f,, — f,_1 jest funkcja prostg klasy 1.
Korzystamy z lematu 5.1 i dobieramy ciag f,.0, fu.1,-- - fuk, . - . funkcji ciagtych
punktowo zbiezny do funkcji f,, — f,_1, przy czym zaktadamy, ze dla dowolnego
punktu z zachodzi | f,, x(z)| < 27". Dalej ktadziemy

hinn () = fin(x) + fon(x) + ...+ fron(2)

Ciag funkcji ciagtych hp, o, hma, ..., g, ... jest punktowo zbiezny do funkcji
fm @ bo zawsze ciag liczb hy,x(x) - o ile K — 400, z definicji jest zbiezny do
liczby

(fi(2) = fo(2)) + (folz) = fi(@)) + - 4 (i (@) = frna () = fin(2).

Dla dowolnego punktu z zawsze zachodzi

’fm,n(x)’ = ‘hm,n(x) - hmfl,n(x)‘ g 27m'

Dalej wnioskujemy, ze ciag hoo, i1 ..., hnn, ... jest ciggiem funkeji punktowo
zbieznym do funkcji f - podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.9 wykorzystujemy
nastepujacy fakt o liczbach rzeczywistych: Jesli dla dowolnej liczby naturalnej

k ciqg liczb app, a1, ..., Qnk, ... jest zbiezny do liczby by oraz zawsze zachodzi
lank — an_1k| < 277, to granica ciggu by, by, ..., by,... - o ile jest liczbg, jest
TOWNa granicy ciggu apo, @11, - - -, 0nn, - - - 0

Przypusémy, ze funkcja rzeczywista f jest okreslona na przestrzeni topolo-
gicznej. Dla punktu z nalezacego do domkniecia dziedziny funkeji f niech w(x)
oznacza kres dolny $rednic zbioréw f(G), gdzie G przebiega zbiory otwarte za-
wierajace punkt z. Funkcje: © — w(x) bedziemy nazywali oscylacjq funkcji f.

Lemat 5.3: (a): Jesli € > 0 jest liczbg rzeczywistq, to zbior punktéow dla
ktorych oscylacja funkcyi rzeczywistej jest nie mniejsza od € jest domkniety.

(b): Zbior punktow, w ktérych funkcja rzeczywista jest ciggla jest réwny pod-
zbiorowi dziedziny tej funkcyi sktadajgcemu sie z punktow, dla ktorych oscylacja
funkcyi jest rowna zeru.

Dowéd. Ustalamy funkcje rzeczywista f okreslong na przestrzeni topolo-
gicznej oraz liczbe rzeczywista € > 0. Bierzemy zbiér X ztozony z punktow, dla



ktorych oscylacja w funkcji f jest nie mniejsza od . Gdy punkt z nalezy do
domkniecia zbioru X, to dowolne otoczenie otwarte G punktu x zawiera punkt
z dziedziny funkcji f nalezacy do X : jest otwartym otoczeniem takiego punktu.
Stad érednica obrazu f(G) jest wieksza od €. To pociaga w(x) > € i wystarcza
dla uzasadnienia (a).

Gdy x jest punktem ciggtosci funkcji f, to wnetrze przeciwobrazu dowolnego
zbioru otwartego zawierajacego liczbe f(x) zawiera punkt z. To - wobec definicji
oscylacji, pociaga réwnosci w(z) = 0

Gdy w(z) = 0, to dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje zbidr otwarty
G taki, ze x € G oraz Srednica obrazu f(G) jest mniejsza od e. Skoro liczba f(x)
nalezy do obrazu f(G), to f(G) jest zawarty w kuli otwartej o promieniu ¢ oraz
srodku f(x) : funkcja f jest ciagta w punkcie x - co wystarcza dla uzasadnienia

(b) o

Kolejne twierdzenie jest mocniejsza wersja twierdzenia 4.6; za$ poczatkowy
fragment jego dowodu jest powtoérzeniem dowodu twierdzenia 4.6.

Twierdzenie 5.4 (R. Baire): Zbidor punktéw niecigglosci funkcji 1 klasy Bai-
re’a jest sumgq przeliczalnej ilosci zbiorow domknietych o pustych wnetrzach.

Dowéd. Ustalamy funkcje rzeczywista 1 klasy Baire’a i oznaczamy ja przez
f. Dla dowolnej liczby naturalnej n bierzemy zbior

E,={z:w) >n"'},

ktory z mocy lematu 5.3 (a) jest domkniety. Zbiér punktéw nieciggtosei funkceji
f jest réwny sumie Fy U E; U ... U E, U ... : na podstawie lematu 5.3 (b) jest
zbiorem typu F,. Pozostato wykaza¢, ze dowolny zbiér E,, jest suma przeliczalnej
ilosci zbioréw domknietych o pustych wnetrzach.

Ustalamy liczbe naturalng n oraz bierzemy ciag fo, f1,... funkcji ciagtych
punktowo zbiezny do funkcji f. Dla dowolnej liczby naturalnej & ktadziemy

Hy={x:|fn(®) — fil2)| < (dn)™' dla m > k}.

Skoro funkcje fy, f1,... sa ciagte, to zbiory Hy, Hi,... sa domkniete. Zbiez-
no$¢ punktowa ciggu fo, f1,... pociaga, ze suma Hy U Hy U ... jest dziedzing
funkcji f. Dla zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej liczby
naturalnej k£ wnetrze zbioru Hy jest roztaczne ze zbiorem FE, : bo zakladamy
nitrywialnos¢ zatozen, czyli gestos¢ sumy wnetrz zbiorow Hy w dziedzinie funkcji
f. Przypusémy, ze punkt x nalezy do wnetrza zbioru Hy. Korzystamy z cigglosci
funkcji fi i dobieramy otwarte otoczenie G punktu x zawarte w Hj tak, aby



érednica obrazu fi,(G) byla mniejsza od (4n)~!. Dla dowolnych punktéw y oraz
z zachodzi nieréwnos¢

1F () = FEI<1f @) = @) + [fly) = ()] + 1fi(z) = f(2)]:

Gdy punkty y oraz z naleza do G, to z prawej strony tej nieréwnosci pierwszy
i trzeci sktadnik s niewigksze od (4n)~!, bo punkty y oraz z naleza do Hy; za$
drugi sktadnik jest mniejszy od (4n)~! z zalozenia: suma tych sktadnikéw jest
mniejsza od 3(4n)~!. To pociaga, ze w(z) < n~! innymi stowy: z nie nalezy do
E,,. To wystarcza dla zakonczenia dowodu o

Podany wyzej dowo6d twierdzenia 5.4 pochodzi od K. Kuratowskiego. Jego
zalety jest to, ze pracuje dla funkcji o wartosciach w dowolnej przestrzeni me-
trycznej: nie korzysta z oSrodkowosci. Gdy rozwazymy przestrzen metryczna
nieosrodkowa, to funkcje klasy 1 oraz funkcje 1 klasy Baire’a - dotyczy to klas
funkcji definiowanych podobnie jak w przypadku funkcji rzeczywistych - nie
pokrywaja sie. W ksiazce K. Kuratowskiego Topology podany jest inny dowod
twierdzenia 5.4, ktéry pracuje dla funkcji o wartosciach w przestrzeni z baza
przeliczalng.

Twierdzenie 5.5 (R. Baire): Jesli funkcja rzeczywista f klasy 1 jest okreslona
na przestrzeni metrycznej zupelnej, to zbior punktow cigglosci f jest zbiorem ges-
tym typu Gy oraz dla dowolnego podzbioru domknietego D zawartego w dziedzinie
funkcji f obciecie f|p ma gesty w D zbior punktow cigglosci.

Dowdd. Ustalamy przestrzen metryczng X zupeing oraz funkcje rzeczywista
f klasy 1 okre$long na X. Skoro przestrzen metryczna jest normalna, to funkcja
f jest 1 klasy Baire’a na podstawie twierdzenia 5.2. Korzystamy z poprzedniego
twierdzenia i otrzymujemy, ze zbior punktow ciaglosci funkeji f jest typu Gy oraz
jego dopelnienie jest 1 kategorii. Na podstawie twierdzenia Baire’a - tj. faktu
moéwiacego, ze w przestrzent metryzowalnej w sposob zupetny przekrog przeliczal-
nej ilosci zbiorow otwartych i gestych jest zbiorem gestym - wnioskujemy, iz zbiér
punktow ciagtosci funkcji f jest zbiorem gestym typu Gs. Druga czesé tezy otrzy-
mujemy podobnie jak pierwszg z tym, ze korzystamy z faktu: domkniety podzbior
przestrzeni metrycznej zupetnej jest metryzowalny w sposob zupeiny, ktory stosu-
jemy do zbioru domknietego D o

Fakt uzyty dla uzasadnienia drugiej czesci powyzszego dowodu znany jest jako
twierdzenie P. S. Aleksandrowa. W rzeczywistosci P. S. Aleksandrow pokazal,
ze dowolny podzbiér typu Gy zawarty w przestrzeni metrycznej zupetnej mozna
wyposazy¢ w metryke rownowazng, w ktorej jest przestrzenig metryczng zupetna.

Lemat 5.6: Jesli x jest punktem cigglosci funkcyi f oraz x nalezy do domk-
nigcia przeciwobrazu f~Y(Y'), to liczba f(x) naley do domknigcia zbioru Y .
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Dowéd. Przypusémy - dla dowodu niewprost, ze punkt f(x) nie nalezy do
domkniecia zbioru Y. Wtedy istnieje zbiér otwarty G roztaczny z Y taki, ze
f(z) € G. Z ciagtosci funkcji f w punkcie x wynika istnienie zbioru otwartego V'
zawartego w dziedzinie funkcji f takiego, ze f(V') C G : obraz f(V) jest roztaczny
ze zbiorem Y. To pocigga rozlacznosé zbioru V' z przeciwobrazen f~!(Y). Skoro
punkt z nalezy do zbioru otwartego V' rozlacznego z przeciwobrazu f~1(Y), to
punkt x nie nalezy do domknigcia tego przeciwobrazu: mamy sprzecznos¢ z za-
tozeniami

Twierdzenie 5.7 (R. Baire): Jesli funkcja rzeczywista okreslona na przes-
trzeni topologiczne) przy obcieciu do dowolnego podzbioru domknietego ma punkt
ciggtosci, to jest funkcjg klasy 1.

Dowéd. Ustalamy funkcje rzeczywista f o wlasno$ciach jak w zalozeniach
oraz domkniety podzbior liczb rzeczywistych F. Wystarczy pokazac, ze przeciw-
obraz f~1(F) jest zbiorem typu Gs. Przedstawiamy dopelnienie zbioru F w
postaci sumy FoU Fy U...UF, U... tak, aby zbiory F,, byly domknicte. Wtedy
dopelnienie przeciwobrazu f~!(F) jest suma zlozong z domknigé przeciwobrazéw
f7YF},) : jest zbiorem typu F,. Aby si¢ o tym przekona¢ wystarczy pokazaé, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n domknigcia przeciwobrazéw f~1(F) oraz f~(F},)
sa roztaczne. Oznaczamy przez X przekrdj tych domknie¢ i przypusémy - dla
dowodu niewprost, ze punkt z jest punktem ciaggtosci obciecia f|y. Na pod-
stawie poprzedniego lematu liczba f(x) nalezy do zbioru F oraz do zbioru F,: co
jest niemozliwe. Skoro dopetienie zbioru f~!(F) jest suma domknieé zbioréw
fHFD), fHEY, -, to jest typu Gs O



