4. Zbiory borelowskie.

Zbiér wszystkich podzbioréw liczb naturalnych bedziemy oznaczali przez 2.
Najmniejsza topologie na zbiorze 2“, w ktorej zbiory

{Ae2¥: 2 CACw)\y},

gdzie x oraz y s zbiorami skoniczonymi, sa otwarte bedziemy nazywali topologig
produktowq. Przestrzen 2“ z topologia produktowa bedziemy nazywali zbiorem
Cantora. Zbior Cantora jest przestrzenig zwarta homeomorficzng z podzbiorem
liczb rzeczywistych postaci

gdzie xg,x1, ... to ciag zer i jedynek. Zbiory {A € 2¥ : x C A C w\ y}, gdzie x
oraz ¥y sg zbiorami skonczonymi, sa domknieto-otwarte oraz tworzg baze topologii
produktowej innymi stowy: zbiory typu Ag tworzg baze topologii produktowe;j.

Dla zbioru Cantora prawdziwe sg wersje lematu 3.6 oraz lematu 3.8 przy
zatozeniu o = () :

- dowolny zbior otwarty jest sumq przeliczalnej iloSci rozlgcznych zbiorow
domknieto-otwartych,

- dla dowolnych dwu roztgcznych zbiorow domknietych istnieje zbior domknieto-
otwarty zawierajgcy jeden z nich oraz roztgczny z drugim,

- dowolna ciggta funkcja rzeczywista jest granicg jednostajnie zbieznego ciggu
funkcji prostych oraz cigglych.

Prawdziwe sa takze wersje lematu 3.7 oraz twierdzenia 3.9 przy zatozeniu
a = 1 : dowolna funkcja klasy 1 jest granicg punktowo zbieznego ciggu funkcyi
prostych oraz ciggtych. Dowody powyzszych twierdzen przebiegaja tak samo jak
odpowiadajacych im lematéow i twierdzen z wyktadu 3: korzystajg z faktu, iz
dowolny podzbiér otwarty zbioru Cantora jest suma przeliczalnej ilosci zbiorow
domknieto-otwartych.

Lemat 4.1: Niech a bedzie niegraniczng liczbg porzgdkowq, ktora jest przeli-
czalna. Jesli f oraz g sq funkcjami rzeczywistymi klasy a okreslonymi na zbiorze
Cantora oraz h jest funkcjga rzeczywistq cigglq okreslong na zbiorze liczb rzeczy-

wistych, to funkcje f+g, f—g, fg,|f], h(f), max(f, g) orazmin(f, g) sq funkcjami
klasy o.

Dowdd. Jest tak dla o = 0, bo wtedy f oraz g sa funkcjami cigglymi: teza
jest konsekwencja wtasciwosci funkeji ciggltych. Jesli zatozymy, ze f oraz g sa



funkcjami rzeczywistymi klasy o« = § + 1, to korzystamy z twierdzenia 3.9 i
dobieramy ciagi funkcji prostych fo, f1,... oraz go, g1, ... klasy § lub klas v € 3,
gdy [ jest liczba graniczna, zbiezne - kolejno, do funkcji f oraz g. Wtedy

F@) + g(e) = lim (Ju(2) + gaa)),

f(z) = g(x) = lm (fn(x) = gn(2)),

n—oo

f(@)g(x) = lm f,(2)gn(2),
h(g(x)) = lim h(gn(z)).

Z prawych stron powyzszych réwnosci mamy granice funkcji klasy ( lub klas
v € B. Korzystamy z twierdzenia 3.4 i wnioskujemy, ze funkcje z lewych stron
powyzszych réwnosci sa klasy 5+ 1. Gdy polozymy h(x) = |z| - to wnioskujemy,
ze funkcja: = — |f(x)| jest funkcja klasy 3 + 1. Zawsze zachodza réwnosci

f(@) + (@) | 1f(2) — g()
2 * 2

min( ), g(0)) = £E 9 _ 1) =gto)]

ktore implikuja, ze funkcje max(f, g) oraz min(f, g) sa klasy 5+ 1. To wystarcza
dla zakonczenia dowodu o

max{f(z),g(x)} =

oraz

Lemat 4.2: Niech o bedzie niegraniczng liczbg porzedkowq, ktora jest przeli-
czalna. Jesli funkcje borelowskie fo(z), fi(x), ... sq klasy a, to funkcje okreslone
przez granice

limsup f,(x)  oraz  liminf f,(x)

n—oo n—oo

sq funkcjami klasy o + 2.
Dowdéd. Zawsze zachodzg réwnosci

limsup fo(z) = lim Tim max{fo(@), fusr (@), ., furs(z)}

n—00 N—00 k—00

oraz

liminf f,(z) = lim lim min{f,(z), fos1(2),. .., fotr(2)}

n— 00 n—oo k—oo

Skoro funkcje

max(fn7fn+1a---afn+k> oraz min(fnafn—&-lw--afn—&-k)

sg klasy « - na podstawie poprzedniego lematu, to na podstawie twierdzenie 3.4
- stosowanego dwukrotnie, granice z prawej strony daja funkcje klasy o + 2 g



Twierdzenie 4.3 (H. Lebesgue): Dla dowolnej przeliczalnej liczby porzqd-
kowej « istnieje funkcja borelowska Fy(x,y) okreslona na produkcie zbioréw Can-
tora 2 x 2% taka, ze jesli f jest funkcjq rzeczywistq klasy o okreslong na zbiorze
Cantora, to mozna ustali¢c punkt y € 2% tak, aby zawsze zachodzita réownosé

f(x) = Falz,y).

Dowdéd. Przedstawiamy zbior wszystkich liczb naturalnych w postaci sumy
zbioréw Ag, Ay, ... nieskonczonych oraz roztacznych. Dla dowolnej liczby natu-
ralnej n oraz dowolnego punktu z € 2¢ ktadziemy g,(z) = z|4,. Okreslona tym
sposobem funkcja g, jest ciagta, a wiec funkcja: (x,y) — (z,g,(y)) jest takze
ciggta.

Zalézmy, ze dla § € « funkcje borelowskie Fj(z,y) sa okreslone. Wybier-
amy niemalejacy ciag [y, 01, - . . liczb porzadkowych tak, aby a byto najmniejsza
liczba porzadkows wieksza od wszystkich liczb porzadkowych (3,. Przyjmujemy,
ze funkcja Fj, jest okreslona na zbiorze 2% x 24 : jest to mozliwe gdyz przestrze-
nie 24 oraz 2“ z topologia produktowsa sa homeomorficzne. Nastepnie ktadziemy

Fa(z,y) = limsup Fs, (2, ga(y)).
Dowolna funkcja Fp, (x, g, (y)) jest funkcja borelowska jako ztozenie funkcji ciagtej
i funkcji borelowskiej. Czyli F,, jest funkcja borelowska na podstawie poprzed-
niego lematu.

Bierzemy dowolng funkcje rzeczywista f klasy a > 0 okreslong na zbiorze Can-
tora. Korzystamy z twierdzenia 3.9 i dobieramy ciag fy, fi,... funkcji prostych
tak, aby dla dowolnej liczby naturalnej n funkcja f,, byta klasy 5, € « oraz dla
dowolnego punktu x zachodzita réwnos¢

lim f,(z) = f(x).

n—oo

Dla dowolnej liczby naturalnej n mozna dobra¢ punkt y, tak, aby

fn(x) = Fﬁn(xvyn)'

Niech y € 2% bedzie punktem takim, ze dla dowolnej liczby naturalnej n za-
chodzi réwnos¢ g, (y) = y, : zbiory Ay, Ay, ... sa rozlaczne, a wiec taki dobér jest
mozliwy. Mamy

Fo(x,y) = limsup Fp, (z, g,(y)) = limsup F, (z,y,) =

— limsup f, () = lim f, () = f(2).

Powyzsze wystarcza dla dowodu indukcyjnego - o ile okreslimy pierwszy krok w
indukcjiinnymi stowy: okreslimy funkcje Fy(z,y). Aby to zrobi¢ ustawiamy w

3



cigg wszystkie funkcje proste klasy 0 okreslone na zbiorze Cantora i przyjmu-
jace wartosci wymierne. Przez Py(z), Pi(x),... oznaczamy wyrazy tego ciagu.
Nastepnie wybieramy ciag réznych punktow yg, y1, ... nalezacych do 2¥. Ozna-
czamy przez E,(z,y) funkcje charakterystyczna zbioru 2¢ x {y, } oraz ktadziemy

Foi(ny) = fj Po(2)Ea(z.y).

Skoro E,(x,y) jest funkcja charakterystyczna zbioru domknietego, to jest funkcja
klasy 1. Czyli funkcja F_; jest granica punktowo zbieznego ciggu funkcji klasy
1. Na podstawie twierdzenia 3.4 jest funkcja klasy 2. Funkcje Fy(z,y) okreslamy
jak wyzej funkcje Fy(z,y), przyjmujac —1 = (3, o

Twierdzenie 4.4 (H. Lebesgue): Dla dowolnej przeliczalnej liczby porzqd-
kowej v istnieje funkcja borelowska okreslona na zbiorze Cantora, ktéra nie jest
funkcjq klasy «.

Dowéd. Korzystamy z poprzedniego twierdzenia i zaktadamy - dla dowodu
niewprost, ze istnieje funkcja dwu zmiennych F' taka, ze dla dowolnej funkcji
borelowskiej f mozna ustali¢ punkt ¢ tak, aby dla dowolnego punktu x € 2¢
zachodziala réwnosé f(z) = F(x,t). Rozwazmy funkcje

Jest to funkcja borelowska przyjmujaca wartosci 0 lub 1. Kazda funkcje borelow-
ska przyjmujaca wartosci 0 lub 1 mozna przedstawié w postaci h(x,t) : zgodnie z
zalozeniami wystarczy odpowiednio ustali¢ parametr . Miedzy innymi funkcja:
x — 1—h(z,z) jest rowna funkcji: * — h(z,t), dla jakiego$ ustalonego parametru
t. Gdy z = t, to otrzymujemy

h(t,t)=2"":
sprzecznos¢ g

Twierdzenie 4.5: Zbior punktow cigglosci funkcji o wartosciach w przes-
trzeni metrycznej jest zbiorem typu Gy : zbior punktow niecigglosci funkcji o
wartosciach w przestrzenit metrycznej jest zbiorem typu Fy.

Dowdd. Ustalamy: przestrzen topologiczng X, przestrzen metryczng Y oraz
funkcje f : X — Y. Dla liczby rzeczywistej € > 0 niech G(¢€) oznacza sume wszys-
tkich otwartych podzbioréw przestrzeni X, ktérych obraz przez funkcje f ma
$rednice mniejsza niz e. Z definicji zbior6w G(€) oraz z warunku ciagtosci funkeji
w punkcie wynika - ze przekrdj zbioréw otwartych G(1),G(27!),...,G(n™1),...



jest zbiorem punktéw ciggtosci funkeji f : jego dopelnienie jest zbiorem punktéw
niecigglosci tej funkcji g

Jesli Gy, Gy, ... jest malejacym ciagiem otwartych podzbioréw liczb rzeczy-
wistych: Gy O G; O ..., to przekrdj wszystkich zbioréw z tego ciagu jest
zbiorem cigglosci funkcji rzeczywistej przyjmujacej na tym przekroju wartosé
zero, na liczbach niewymiernych z réznicy G, \ G,41 warto$é n—t; zas na liczbach
wymiernych z G, \ G, 41 warto$¢ —n~!. Sprawdzenie prawdziwosci poprzedniego
zdania - pozostawiamy czytelnikowi.

Twierdzenie 4.6: Zbior punktow zbieznosci ciggu cigglych funkcyi rzeczy-
wistych jest zbiorem typu Gbs.

Dowéd. Ustalamy ciag fo, fi,... zlozony z cigglych funkcji rzeczywistych.
Wtedy przekroje

B(p, k) = n{{z : |fu(z) — fm(2)| < k™'}:n>poraz m > p}

sg domkniete jako przekroje przeciwobrazow - przez funkcje ciggle, zbioréw domk-
nietych. Zas zbior wszystkich punktéw zbieznosci ciggu funkcji fo, fi, ... doktad-
niej: zbiér wszystkich punktéw, dla ktérych ciag liczb fo(z), fi(z), ... spelnia
warunek Caushy’ego, jest okreslony wzorem

N{U{B(p,k) :p € wo} : k € wo}.

Ten wzor - z mocy definicji zbior typu Gy, wystarcza dla zakonczenia dowodu g

Zbiér wszystkich ciggow, ktorych wyrazami sg liczby naturalne bedziemy oz-
naczali przez w®. Ciagi nalezace do w* bedziemy oznaczali © = (xg, 1, ...); za$
najmniejsza topologie, w ktorej zbiory postaci

vt (k) ={r €w’: 2= (20,71,...) OrOZ T, = k}

sg otwarte bedziemy nazywali topologiq produktowq: zbiory postaci
Unony,one = { (@0, 21, ...) €EWY 129 =ng, 1 = Ny ..., Tk = Ny},
gdzie (ng,ny, ..., ng) przebiega wszystkie (k+ 1)-elementowe ciagi ztozone z liczb

naturalnych - tworza baze zbioréw otwartych dla topologii produktowej na w®.

Lemat 4.7: Zbior w* z topologiq produktowq jest przestrzenig topologiczng
homeomorficzng z liczbami niewymiernymi.

Dowéd. Ustawiamy w ciag qo,q1,... wszystkie liczby wymierne. Niech
Uy, U, ... bedzie nieskonczonym ciagiem roztacznych przedziatéw otwartych o
koncach wymiernych takich, ze



(a): suma Uy U Uy U. .. zawiera wszystkie liczby niewymierne,
(b): kaZdy przedzial U, ma Srednice mniejszq niz 1,
(c): do sumy Uy U U, U. .. nie nalezy liczba qp.

Przypusémy, ze okreslilismy roztaczne przedzialty Uy, n, .. n,, gdzie cigg skonc-
zony (ng,ny,...,nx) przebiega wszystkie (k + 1)-elementowe ciagi ztozone z liczb
naturalnych. Dla kazdego ciagu (ng,ni,...,n,) dobieramy nieskonczony ciag
roztacznych przedzialéw otwartych o koncach wymiernych - przedziaty ustaw-
iamy w ciag o wyrazach U, p, .. n..m, gdzie m € wy - tak, aby

(a): suma U{Upgny,..npm : M € wo} zawierala wszystkie liczby niewymierne
nalezgce do przedziatu Upg pn, . n,

(b): kazdy przedzial Ung vy . npm byt zawarty w Upg . n
mniejszq niz k1,

. oraz miat Srednice

(c): do sumy U{Upgny...npm : M € Wo} nie nalezala liczba gy

Odwzorowanie:

(no, M1y oy Ny o) = Upg N Uiy N oo - N gy, N - -

k

jest roznowartos$ciowe oraz przeprowadza zbiory bazowe w topologii produktowe;j
na przedziaty otwarte o koncach wymiernych, ktore tworza baze dla liczb nie-
wymiernych. To - sprawdzenie pozostawiamy czytelnikowi - wystarcza dla za-
konczenia dowodu

Lemat 4.8: Dowolny domkniety podzbior zawarty w przestrzeni osrodkowes,
ktora jest rownoczesnie metryczna oraz zupetna, jest obrazem liczb niewymiernych
przez funkcje cigglq.

Dowédd. Jedli D C X jest w sobie gestym domknietym podzbiorem przest-
rzeni osrodkowej, metrycznej i zupelnej X, to dowdd przebiega analogicznie jak
dowdd poprzedniego lematu z tym, ze zamiast roztacznosci o zbiorach Uy p, .. »
zakladamy, iz sg kulami o $rednicy mniejszej niz k! przecinajacymi D.

k

Gdy D C X nie jest w sobie gestym domknietym podzbiorem przestrzeni
osrodkowej, metrycznej i zupetnej X, to sume wszystkich zbiorow otwartych ma-
jacych ze zbiorem D co najwyzej przeliczalny przekrdj oznaczamy przez B. Wte-
dy réznica D\ B jest domknietym zbiorem w sobie gestym; za$ przekréj D N B
jest przeliczalny. Odwzorawanie ciggle z w“ na zbiér D okredlomy tak, aby na



pojedyncze punkty nalezace do przekroju D N B przechodzity kolejno na zbiory
{r e w” : z = (x9,21,...) oraz g = 2k},
gdzie k € wy; zas zbioér
{rew’:zp=2k+1oraz k € wy}

- jest to zbiér homeomorficzny z w®, przechodzit na réznice D \ B g

Lemat 4.9: Suma przeliczalnej rodziny obrazow liczb niewymiernych przez
funkcje ciggle jest obrazem liczb niewymiernych przez funkcje cigglq.

Dowéd. Jesli Uy, Uy, ... jest ciaggiem obrazéw liczb niewymiernych przez
funkcje ciagle, to wobec lematu 4.7 mozemy zalozy¢, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n funkcja f, : w* — U, jest ciagla oraz na U,. Wtedy funkcja:
(no,n1,...) — fuo((no,n1,...)) jest ciagta, okreslona na w* oraz jej obrazem
jest suma UyUU; U... 0o

Lemat 4.10: Przekroj przeliczalnej rodziny obrazow liczb niewymiernych
przez funkcje ciggle jest obrazem liczb niewymiernych przez funkcje cigglq.

Dowéd. Jedli Uy, Uy, ... jest ciggiem obrazéw liczb niewymiernych przez
funkcje ciagte, to wobec lematu 4.7 mozemy zaltozy¢, ze dla dowolnej liczby nat-
uralnej n funkcja f, : w* — U, jest ciagta oraz na U,. Wtedy okreslamy funkcje
F,: (w*)¥ — (U,)” wzorem F,(z) = (fn(z), fu(z),...). Dowolna funkcja F,, jest
ciggta, a wiec zbior

D ={x € (w)”: Fy(z) = Fi(x)=...}

jest domkniety. Skoro przestrzenie (w“)“ oraz w* z topologiami produktowymi
sa homeomorficzne, to na podstawie lematu 4.8 zbiér D jest obrazem ciggtym
liczb niewymiernych. Obciecie funkcji F),, do zbioru D jest ciagte; zas przekrdj
UyNUyN... jest obrazem zbioru D przez takie obciecie. Zlozenie dwoch wyzej
okreslonych funkcji jest funkcja jakiej potrzeba dla zakonczenia dowodu

Twierdzenie 4.11: Dowolny podzbior borelowski w osrodkowej przestrzeni
metrycznej zupetnej jest obrazem liczb niewymiernych przez funkcje cigglq.

Dowdéd. Wtasciwosé bycia obrazem liczb niewymiernych przez funkcje ciagta
jest zamknieta na przeliczalne sumy: lemat 4.9 - jest zamknieta na przeliczalne
przekroje: lemat 4.10 - oraz zbiory domkniete w osrodkowej przestrzeni me-
trycznej zupelnej maja taka wtasciwosé: lemat 4.8. To wystarcza dla zakonczenia
dowodu, bo zbiory borelowskie to najmniejsza rodzina zamknig¢ta na przeliczalne



sumy, zamknieta na przeliczalne przekroje oraz zawierajaca zbiory domkniete:
w przestrzeni doskonatej powyzsze warunki sg réwnowazne definicji podanej po
lemacie 3.1 g

Czytelnikowi - jako ¢wiczenie lub sprawdzenie zrozumienia powyzszych rozu-
mowan, proponujemy zmodyfikowa¢ dowod twierdzenia 4.11 tak, aby otrzymat
dwa kolejne twierdzenia.

Dowolny nieprzeliczalny podzbior borelowsk: z osrodkowej przestrzeni metrycz-
nej zupelnej jest obrazem liczb niewymiernych przez roznowartoSciowq funkcje
borelowskq o

Dowolny nieprzeliczalny podzbior borelowski z o$rodkowej przestrzeni metrycz-
nej zupetnej jest obrazem domknietego podzbioru liczb niewymiernych przez rézno-
wartosciowq funkcje ciggle o

Rozwazmy ciag zbioréw (Hy, Hy,...) oraz funkcje x : HyU H;y U ... — 2¢
okreslona wzorem x(z) = (xg, x1, . . .), gdzie

_{1, gdy v € Hy;
" 10, gdy x €& H,.

Funkcja x w literaturze bywa nazywana funkcja Marczewskiego. Jej znaczenie
sprowadza sie do interpretacji: Najmniejsze o-ciato zawierajgce zbiory Hy, Hy, . ..
jest izomorficzne z o-ciatem zbioréw borelowskich branych relatywnie podzbioru
X(Ho U Hy U...) C 2% Czytelnikowi pozostawiamy ustalenie zakresu znaczenia
stowa izomorficzne oraz sprawdzenie poprawnosci powyzszej interpretacji. Pro-
ponujemy zacza¢ od roéwnosci

X(Hy) = {(xp,21,...) € X(HOUH, U...): x, = 1}.

Nastepnie sprawdzi¢, ze topologia generowana przez zbiory Hy, Hy, ... jest rOw-
nowazna - jest homeomorficzna po stosownym ilorazowaniu - z topologia dziedz-
iczona z 2 przez x(HoU H; U .. .).



