3. Funkcje borelowskie.

Rodzine F' ztozong z podzbiorow zbioru X bedziemy nazywali ciatem zbiorow,
gdy spehlione sg dwa nastepujace warunki.

(1): Jesli zbior Y nalezy do rodziny F, to jego dopeinienie X \'Y takzie nalezy
do F.

(2): Rodzina F jest zamknieta na skoriczone sumy innymi stowy: jesli skon-
czona podrodzina S jest zawarta w rodzinie F, to jej suma US =U{Y :Y € S}
takze nalezy do F.

Gdy w warunku (2) weZmiemy jako S rodzine pusta - to wnioskujemy, ze
zbiér pusty oraz zbiér X = UF naleza do ciata zbioréw F. Jesli w (2) dop-
uscimy podrodziny przeliczalne w miejsce rodzin skonczonych S, to ciato zbioréw
F' bedziemy nazywali o-cialem.

Jesli f jest funkcja rzeczywista oraz dla dowolnego zbioru otwartego w sen-
sie topologii naturalnej - czyli topologii na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych
generowanej przez przedziaty otwarte o koncach wymiernych - jego przeciwo-
braz przez funkcje f nalezy do rodziny F', to bedziemy mowili, ze funkcja f jest
F-mierzalna innymi stowy: funkcja jest F-mierzalna jesli przeciwobraz dowolnego
zbioru domknietego nalezy do rodziny dopetnien zbioréw z rodziny F'.

Lemat 3.1: Jesli F jest rodzing zbiorow zamknietqg na przeliczalne sumy,
to granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji rzeczywistych F-mierzalnych jest
funkcjg F-mierzalng.

Dowéd. Ustalamy ciag fo, fi, ... ztozony z funkcji F-mierzalnych taki, aby
byt on jednostajnie zbiezny do funkcji f. Dowolny jego podciag jest takze jednos-
tajnie zbiezny, a wiec bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢ - wybierajac stosowny
podciag, ze zawsze zachodzi nieréwnos$¢ n|f(z) — f.(x)| < 1. Bierzemy dowolny
domkniety - w sensie topologii naturalnej, podzbiér i oznaczamy go przez D.
Oznaczamy przez B, zbioér wszystkich liczb rzeczywistych odlegltych od D o co
najwyzej +. Skoro zawsze zachodzi n|f(z) — fu(z)| < 1, to liczba f(z) nalezy do
D wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej n liczba f,(z) nalezy do
B,,. Mamy stad

D) =n{f (B, :n=0,1,...}.

Zbiory By, By, ... sa domkniecte, zas przekrdj z prawej strony powyzszej rownosci
jest przekrojem przeliczalnej ilosci dopetnien elementow rodziny F', a wiec jest
dopetieniem elementu z rodziny F' : funkcja f jest F-mierzalna o



Jesli X jest przestrzenig topologiczng, to elementy najmniejszego o—ciata
zawierajacego wszystkie jej podzbiory otwarte bedziemy nazywali zbiorami bore-
lowskimi. Bedziemy moéwili, ze zbior jest typu F,, gdy jest on suma przeliczalnej
iloci zbioréw domknietych oraz - jest typu Gy, gdy jest przekrojem przeliczalnej
ilosci zbiorow otwartych. Przestrzen topologiczng bedziemy nazywali doskonalg,
gdy dowolny jej podzbiér otwarty jest zbiorem typu F, innymi stowy: przestrzen
topologiczna jest doskonala, gdy dowolny jej podzbiér domkniety jest zbiorem
typu Gs.

Przyjmujemy umowe, ze zbiory domkniete sa to zbiory typu Gy; zas zbiory ot-
warte to zbiory typu Fy. Jesli a jest przeliczalna liczbg porzadkows, to bedziemy
mowili, ze zbior borelowski jest typu F,, gdy jest suma przeliczalnej ilosci zbioréw
typow G, gdzie 3 € o za$ zbiér borelowski jest typu G, gdy jest dopetnieniem
zbioru typu F, innymi stowy: jest przekrojem przeliczalnej ilosci zbiorow typow
Fjg, gdzie 8 € . Zgodnie z ta umowg zbiory typu F,, to rowniez zbiory typu Fi;
za$ zbiory typu (G to réwniez zbiory typu Gs. Zbior jednoczesnie typu Fy, oraz
typu G, bedziemy nazywali zbiorem typu A,.

Lemat 3.2: Niech a bedzie przeliczalng liczbg porzedkowq.

(a): Przekrdj skoriczonej ilosci oraz suma przeliczalnej ilosci zbioréw typu F,
sq zbiorami typu F,.

(b): Suma skonczonej ilosci oraz przekrdj przeliczalnej ilosci zbioréw typu G,
sq zbiorami typu G.

(c): Wszystkie zbiory typu A, tworzq cialo zbiorow.

(d): Gdy B € «, to dla dowolnej przestrzeni doskonalej podzbiory typu Gg
oraz Fgg sq typu A, .

Dowdéd. Warunek (c) - wobec definicji zbioréw typu A,, natychmiastowo
wynika z warunkéw (a) oraz (b). Warunek (a) jest tlumaczeniem warunku (b)
przez prawa de Morgana. Zbiory typu Gy to zbiory domkniete, a wigc dla nich
warunek (b) jest prawdziwy z mocy aksjomatéw zbior6w domknietych.

Niech 0 # « : najmniejsza liczba porzadkowa () jest r6zna od a. Przypusémy,
ze zbiory Hy, Hy, ... sa typu G, : dla dowolnej liczby naturalnej n mamy H,, =
N{H* : k € wy} oraz zbiory HY, H} ... sa typu Fj, gdzie 8 € a. Zawsze zachodza
rownosci

HonHN...=n{n{H  kcw:necw}=n{H":(kn)ecw xwl,

z ktérych wynika, ze przekroj z lewej strony jest zbiorem typu G, bo jest przekro-



jem przeliczalnej ilosci zbioréw postaci H¥, ktére sa typu Fjp, gdzie 8 € a. Wynika
stad, ze rodzina zbioréw typu G, jest zamknieta na przekroje przeliczalne.

Aby pokazaé, ze rodzina zbiorow G, jest zamknigta na skonczone sumy wystar-
czy wykazac, ze suma dwoch zbioréw typu G, jest zbiorem typu G,. To wynika
z zawsze prawdziwe]j rOwnosci

Atk €wtUN{B, :n€w} =nN{AyUB,: (k,n) €wy X wp}:

gdy za Ay, Ay, ... oraz By, By, ... podstawimy zbiory typu Fj, gdzie 8 € a. Wtedy
sumy postaci Ay U B,, sa takze zbiorami typu Fjs - z mocy warunku (a) jako
zatozenie w dowodzie indukcyjnym, zas dla o = 0 z mocy aksjomatéw zbiorow
otwartych. Powyzsza réwnoscé - uzyta w kolejnych krokach dowodu indukcyjnego,
wystarcza dla zakonczenia dowodu warunku (b).

Przyjmijmy, ze liczba porzadkowa 3 nalezy do liczby porzadkowej . Jesli H
jest zbiorem typu Gpg, to jest takze zbiorem typu F, jako suma rodziny {H} :
zawsze zachodzi réowno$¢é H = U{H}. Podobnie jesli F jest zbiorem typu Fj, to
jest takze zbiorem typu G, jako przekréj rodziny {H} : zawsze zachodzi réwnosé
H=n{H}.

Przestrzen jest doskonata: dowolny jej podzbiér typu Fy, czyli dowolny jej
podzbiér otwarty, jest zbiorem typu F; = F,; zas dowolny jej podzbior typu
Gy, tj. dowolny jej podzbiér domkniety, jest zbiorem typu G; = Gys. Stad -
wobec definicji zbiorow typow G oraz Fi, wynika, ze zbiory otwarte oraz zbiory
domkniete sa zbiorami typu A;.

Wsrod liczb porzadkowych zawsze v € § € «a pociaga v € «, a wiec - z
definicji, dowolny zbiér typu Fj - o ile ) # 3, jest réwnoczednie zbiorem typu
F,,. Podsumowujac powyzsze rozumowania wnioskujemy, ze dowolny zbior typu
Fj oraz jego dopetnienie, tj. zbiér typu Gp, sg zbiorami typu F, oraz zbiorami
typow G, : sa zbiorami typu A, g

Bedziemy moéwili, ze funkcja rzeczywista jest klasy a gdy przeciwobraz - przez
ta funkcje, dowolnego zbioru otwartego jest zbiorem typu F, innymi stowy:
funkcja rzeczywista jest klasy «, gdy przeciwobraz dowolnego zbioru domknie-
tego jest zbiorem typu G,. Odnotujmy, ze funkcje klasy 0 to funkcje ciggle.
Funkcje klasy «, o ile « jest przeliczalng liczba porzadkowa, bedziemy nazywali
funkcjami borelowskimi.

Twierdzenie 3.3: Granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji klasy o jest
funkcjq klasy a.

Dowdéd. Rodzina zbioréw typu F, - na podstawie lematu 3.2 (a), jest zamk-
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nieta na przeliczalne sumy. To - na podstawie w lematu 3.1, wystarcza dla
zakonczenia dowodu: funkcje klasy o sg mierzalne wzgledem rodziny zbioréw

typu Fa O

Twierdzenie 3.4 (F. Hausdorfl): Granica punktowo zbieinego ciggu funkcji
klasy o jest funkcjg klasy o + 1.

Dowéd. Ustalamy cigg funkcji fo, f1,... klasy «, ktory jest punktowo
zbiezny do funkcji f. Bierzemy dowolny zbiér domkniety, ktory oznaczamy przez
D. Przez B, oznaczamy zbior wszystkich liczb rzeczywistych odlegtych od D o
mniej niz % Skoro zawsze ciag liczb fo(x), fi(z),. .. jest zbiezny do liczby f(z),
to liczba rzeczywista f(x) nalezy do D wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej
liczby naturalnej n prawie wszystkie liczby f,(x), fni1(x),... naleza do B, in-
nymi stowy: zachodzi réwnosé

fUD) =n{u{f, (B, : k=0,1,..} :n=0,1,...}.

Zbiory By, By, ... sa otwarte, a wiec zbiory postaci f, jk(Bn) sg zbiorami typu F,
- wynika to z mocy definicji funkgji klasy a. Na podstawie lematu 3.2(a) sumy

U{fri(Bn) 1 k=0,1,...}

sg zbiorami typu F, co pociaga, ze zbiér f~1(D) jest typu Guy1. To wystarcza
dla zakonczenia dowodu o

Bedziemy moéwili, ze funkcja rzeczywista jest funkcjqg prostq, gdy zbior jej
wartosci jest skonczony.

Lemat 3.5: Funkcja prosta jest klasy «, gdy przeciwobrazy punktow przez tq
funkcje sq zbiorami typu A,.

Dowdéd. Dla funkcji prostej punkty przeciwdziedziny sg zbiorami domknie-
to-otwartymi w przeciwdziedzinie. Jesli dodatkowo funkcja prosta jest funkcja
klasy a, to - z definicji, przeciwobrazy punktéw przez taks funkcje sa réwnoczesnie
zbiorami typu F), oraz zbiorami typu G, : sa zbiorami typu A, g

Twierdzenia 3.4 nie daje si¢ poprawi¢ tak, aby bylo prawdziwe dla graniczne;j
liczby porzadkowej o innymi stowy: jesli o jest graniczna liczba porzadkows,
to moze istnie¢ cigg funkcji klas mniejszych niz o punktowo zbiezny do funkcji
klasy o+ 1. Przyktadowo rozwazmy zbior H, ktory jest zbiorem typu £, oraz nie
jest zbiorem typu G,: o istnieniu takiego zbioru, bedziemy méwili w nastepnym
rozdziale. Korzystamy z lematu 3.2(d) i przedstawiamy H jako sume zbioréw
Ay, Aq, ..., ktore sa zbiorami typow Ag, gdzie 3 € o : jest to mozliwe gdy 3 € o
pociaga 0 € v € a. Mozemy zaltozy¢, ze Ag C A; C ... na podstawie lematu
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3. 2 (c¢). Funkcje charakterystyczne zbioréw Ay, Ay, ... sa punktowo zbiezne do
funkcji charakterystycznej zbioru H. Ta ostatnia funkcja na podstawie lematu 3.5
jest klasy a4 1 oraz nie jest klasy a. Skoro « jest granicznag liczba porzadkowa,
to funkcje charakterystyczne zbioréw Ag, A1, ... sg klas (3, gdyz zbiory Ag, Ay, ...
sa funkcjami klas Ag, gdzie 5 € a.

Lemat 3.6 (W. Sierpiniski): Niech a # () bedzie przeliczalng liczbg porzadkowq
oraz zalézimy, ze rozwazania prowadzimy w przestrzeni doskonaltej.

(a): Dowolny zbior typu F,,, mozna przedstawic jako sume rozlgcznych zbioréw
typu A,.

(b): Dla dowolnych dwu roztgcznych zbioréw typu G, istnieje zbior typu A,
zawierajgcy jeden z nich oraz rozlgczny z drugim.

Dowé6d. Ustalamy dowolny zbiér typu F,, ktory oznaczamy przez X. Z
definicji - zbiér X jest suma zbioréw Ay, A;,..., ktére s zbiorami typu Gjg,
gdzie 8 € a. Na podstawie lematu 3.2 (d) zbiory Ag, Ay, ... sa takze zbiorami
typu A,. Kladziemy Ey = Aj oraz

By = A\ (AgUA U...UA,_).

Zbiory Ey, Eq, ... sa typu A, : na podstawie lematu 3.2 (c), sa roztaczne i daja
w sumie X. To uzasadnia punkt (a).

Ustalamy dwa roztaczne zbiory typu G,. Ich dopelienia przedstawiamy w
postaci sum Cy U Cy U ... oraz By U By U ... tak, aby zbiory wystepujace w
tych sumach byty zbiorami typéw G, gdzie 8 € o. Kladziemy Hy, = C, oraz
K() = BO \ CO oraz

H,=C,\(BoUByU...UB, 1UCoUC,U...UC,_)

oraz
K,=B,\(CouCiU...UC,UByUBU...UB,_1).

Zbiory Hy, Hy, ..., Ko, Ki,... sa roztaczne oraz - na podstawie lematu 3.2 (d),
sa typu A,. Ich sumy HyU Hy U ... oraz Ko U K U ... sa roztaczne oraz - na
podstawie lematu 3.2 (a), sa typu F,. Daja one w sumie cata przestrzen. Czyli
sa zbiorami typu A,. Suma HyU H; U ... zawiera jeden z wczesniej ustalonych
zbioréw typu G, ; za$ suma Ko U K; U ... zawiera drugi. To wystarcza dla
zakonczenia dowodu punktu (b) o

Lemat 3.7: Jesli a > 1 jest przeliczalng liczbg porzgdkowq, to dowolna
funkcja prosta klasy o okreslona na przestrzeni doskonaltej jest granicg punktowo



zbieznego ciggu funkcji prostych klas (3, gdzie f € a. Gdy o = v+ 1 oraz v jest
graniczng liczbg porzgdkowq, to wystarcza zatozZenie B € 7.

Dowéd. Ustalamy funkcje prosta f klasy o okreslona na przestrzeni dosko-
natej. Oznaczamy przez yo, Y1, - - - , Yn Wszystkie punkty przeciwdziedziny funkcji
f. Na podstawie lematu 3.5 przeciwobrazy punktow

f_l(y0)a f_l(yl)v s 7f_1(yn)

sa zbiorami typu A, : sa réwnoczesnie zbiorami typu F,. Gdy 0 < ¢ < n, to
przedstawiamy zbior f~!(y;) jako sume rosnacych zbioréw

HyCHiC...,
ktore sa zbiorami typéw Gj , gdzie 8 € a : mamy f~'(y;) = U{H] : k € wy}.
Skoro o > 1 mozemy zalozy¢, ze 3 # (). Dla dowolnej liczby naturalnej k zbiory
HY H},..., H} sa roztaczne oraz sa zbiorami typéw Gg. Na podstawie lematéw
3.2(c) oraz 3.6 (b) dobieramy rolaczne zbiory

K} Kp,.. K}

typow Ag takie, ze zawsze zachodzi zawieranie Hi C Kj. Dla dowolnej liczby
naturalnej k ktadziemy

(z) = {yi7 dla z € Kj;
I Yo, dla pozostatych x.

Kazda funkcja g, jest funkcja prosta klasy (3, gdyz przeciwobrazy punktow przez
funkcje gx naleza do ciata generowanego przez zbiory Kj, ..., K : elementy tego
ciata sa zbiorami typéw Ag na podstawie lematu 3.2 (c).

Aby uzasadni¢ zbiezno$¢ punktows ciggu funkcji g, g1, . . . bierzemy dowolny
punkt x. Woéwczas f(x) = y; oraz mozna dobraé liczbe naturalna k tak, aby
r € Hj. Skoro x € H}, oraz Hy C Hi C ..., to dla dowolnej liczby naturalnej
n > k zachodzi f(x) = y; = gn(x) : ciag liczb go(x), g1(x),... jest staly od
jakiego$ miejsca, a wiec jest zbiezny do f(x).

Gdy a = v+ 1 oraz v jest liczbg porzadkowa graniczna, to zbiory postaci H},
s typu G,. Kazdy z nich jest suma przeliczalnej ilodci zbioréw typow Ag, gdzie
B € 7, na podstawie lematu 3.2 (d). Kazdy ze zbioréw H} przedstawiamy jako
przeliczalng sume zbioréw typu Ag. To wystarcza dla zakonczenia dowodu, bo
suma przeliczalnej ilosci rodzin przeliczalnych jest przeliczalng suma elementéow
tych rodzin. Tak wiec zamiast zbiéw H? bierzemy skonczone sumy zbioréow, ktoére
sumuja zbiory H? oraz sa typéw Ag. Dalej zbiory K? dobieramy podobnie jak
wyzrej g



Lemat 3.8: Dowolna funkcja rzeczywista klasy o > 0 okreslona na przestrzeni
doskonatej jest granicqg jednostajnie zbieinego ciggu funkcji prostych klasy o.

Dowéd. Ustalamy funkcje rzeczywista f klasy a taka, aby byta to funkcja
ograniczona: to nie szkodzi ogoélnosci, bo nietrywialny otwarty przedzialt liczb
rzeczywistych jest homeomorficzny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych
oraz ztozenie homeomorfizméw nie zmienia klasy funkcji borelowskiej. Bierzemy
liczbe € > 0 1 wybieramy zbiér skonczony {yo, y1, .. .,yn} zawarty w przeciwdzie-
dzinie funkcji f tak, aby dowolny punkt przeciwobrazu funkcji f byt odleglty od
tego zbioru o mniej nizr . Dla dowolnej liczby naturalnej k rozwazamy zbiory

Xe=Az:|f(zx)—w| <z} oraz  Yi=A{z:|f(z) — | =€}

[NORING

Sa to roztaczne przeciwobrazy - przez funkcje klasy «, zbioréw domknietych, a
wiec zbiory typu G,. Korzystamy z lematu 3.6 (b) i dobieramy zbiér Ej typu
A, zawierajacy X oraz roztaczny z Y. Nastepnie ktadziemy Hy = Ey oraz

H,=E,\ (EoUE U...UE, 1).

Jesli punkt x nalezy do zbioru Hy, to ktadziemy g(x) = yy, : okredliliSmy funkcje g
przyjmujaca wartosci yo, y1, - - - , Yn. Jest to funkcja prosta klasy « - na podstawie
lematu 3.5, gdyz przeciwobrazy punktéw sg zbiorami Hy, Hy, ..., H, : sa zbiorami
typu A,. Zawsze zachodzi nier6wnos¢ | f(x)—g(x)| < € : gdy g(x) = y;, to x € H;,
a wiec takze x € F; oraz rownoczesnie x ¢ Y;. Wobec dowolnosci doboru liczby €
to wystarcza dla zakoncznia dowodu

Twierdzenie 3.9 (S. Banach): Niech a > 1 bedzie przeliczalng liczbg porzqd-
kowq. Wtedy dowolna funkcja rzeczywista klasy o okreslona na przestrzeni dos-
konatej jest granicg punktowo zbieznego ciggu funkcji prostych klasy mniejszej niz
a. Dodatkowo, gdy oo = v+1 oraz~y jest graniczng liczbg porzgdkowg, to funkcje
ciggu punktowo zbieinego mozna dobrac tak, aby byty klas mniejszych niz v

Dowdéd. Ustalamy ograniczona funkcje rzeczywista f klasy « : zalozenie
ograniczonosci nie szkodzi ogblnosci, bo zbior wszystkich liczb rzeczywistych jest
homeomorficzny z dowolnym nietrywialnym przedziatem otwartym oraz zbieznosé
punktowa ma charakter topologiczny. Korzystamy z lematu 3.8 i wybieramy ciag
fo, f1,... funkcji prostych klasy « tak, aby dla dowolnego punktu x zachodzita
nier6wnos¢ 1

F@) = Fal@)] < oy

z ktorej wynika, ze zawsze zachodzi nieréwnosé

fal®) = fasa ()] < 21



Skoro a > 1 - to korzystamy z lematu 3.7 i dla dowolnej liczby naturalnej n
dobieramy ciag funkcji prostych f,, 0, fn1, ... klas 8 punktowo zbiezny do funkcji
fn, gdzie § € a. Okredlamy ciagi funkcji prostych hy, 0, Am 1, ... klas 3, gdzie
08 € a, nastepujaco. Dla liczby naturalnej m = 0 ktadziemy

Jor(x) = ho ().

Jesli zalozymy, ze okreslilismy liczbe hy, i (2), to ktadziemy

1
hms1 k() = Jr1k(2),  edy [fmi1k(®) = hini(2)] < =i
P ie(2), dla pozostatych x.

Przeciwobrazy punktéw przez funkcje hp,41, naleza do ciata generowanego przez
przeciwobrazy punktéw przez funkcje hy, , oraz fr41n — hmn. Jesli zalozymy, ze
funkcje fy,41., oraz hy, , sa funkcjami prostymi klasy 3, wtedy to ciato sktada sie
ze zbioréw typow Apg : réznica dwu funkeji prostych klasy 3 jest funkcja prosta
tej samej klasy. To wystarcza dla dowodu indukeyjnego, ze wszystkie funkcje A,
sg klas (3, gdzie § € a.

Dla dowolnego punktu = rozwazmy nieréwnosc

|Pmi1n(2) = frn1(2)] < |10 () = frns1n (@) + [ frns1n(2) = frnga (2)].

Jesli zatozymy, ze ciag liczb hy, (), hm1(), . .. jest zbiezny do liczby f,.(z), to
istnieje liczba naturalna £ taka, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > k£ zachodzi
nieroOwnos¢

(&) = ()| < s b0 1finle) = Frenr (@) < 5

zgodnie z defincjg zachodzi

hm+1,n (ZE) = fm+1,n (IL‘) ’

Co pociaga zbieznosé¢ ciggu liczb hyi1.0(2), Amt1,1(2), ... do liczby f,41(x) in-
nymi stowy: dla dowolnej liczby naturalnej m ciag funkcji Ap, 0, b1, ... jest
punktowo zbiezny do funkcji f,,.

Pokazemy, ze dla dowolnego punktu z zachodzi

lim h,,(z) = f(x).

Ustalamy punkt z oraz liczbe rzeczywista € > 0. Dobieramy liczbe naturalng m
tak , aby
1

<
2m

oraz | f(x) = f(@)] < 5.

(o I Ns



Nastepnie wybieramy liczbe naturalng n > m tak, aby
€
() = fn()] < 5.
Skoro 0 < m < n, to liczba |h,,(x) — f(z)| jest niewigksza od sumy

[ () =P (2) 1+ A N1 0 () = i () |- Vo (2) = fon () [ 4] fon () = f ()]

Dwa ostatnie sktadniki tej sumy sa mniejsze od § kazdy. Suma pozostatych
sktadnikow jest mniejsza od

LS SRS USRS S
on—1 on—2 e om om—1 3 :

dla dowolnej liczby naturalnej k& zachodzi - z definicji, nieréwnosé

1
k() = hierrn(2)] < -

Cala suma jest mniejsza od €. To wystarcza dla zakonczenia dowodu zbieznosci
punktowej ciagu hog, b1 1, ... do funkeji f.

Gdy a = v+ 1 oraz « jest graniczna liczba porzadkowa, to na podstawie
lematu 3.7 mozemy przyjac, ze wszystkie funkcje hy, 5 s klas 3, gdzie 8 € v o

Nie potrafimy udowodni¢ wersji twierdzenia 3.9 dla liczby porzadkowej av = 1.
Dla tego brakuje faktu, ze dowolna funkcja prosta klasy 1 jest granicg ciggu -
punktowo zbieznego, funkcji ciggtych: w dalszych wyktadach pokazemy, ze fakt
taki zachodzi przy dodatkowym zatozeniu normalnosci przestrzeni.

Twierdzenie 3.9 pozostanie prawdziwe gdy zamiast funkcji rzeczywistych roz-
wazymy funkcje idace w przestrzen metryczng osrodkowa. Wiadomo, ze dowolng
przestrzen metryczng osrodkowa mozna zanurzy¢ w kostke Hilberta, ktora jest
przestrzenig metryczng zwartg. Dowod lematu 3.8 pracuje dla funkcji idgcych w
kostke Hilberta. Podobnie jest z dowodami lematu 3.7 oraz twierdzenia 3.9. Z
ksiazki K. Kuratowskiego Topology tom I mozna wnosi¢, ze twierdzenie 3.9 jest
autorstwa F. Hausdorffa lub H. Lebesgue’a zas jego wersja dla przestrzeni me-
trycznej osrodkowej S. Banacha. Dowody podane przez F. Hausdorffa oraz H.
Lebesgue’a w sposob istotny wykorzystuja uporzadkowanie zbioru liczb rzeczy-
wistych. S. Banach ogtosit w 17 tomie Fundamenta Mathematicae dowod, ktory
z niewielkimi zmianami przypomina dowdd z ksigzki K. Kuratowskiego Topology
tom I oraz nasz dowdd. Te dowody nie korzystaja z uporzadkowania zbioru liczb
rzeczywistych. Istotne jest aby przeciwdziedzina spetiata twierdzenie o e-sieci:
warunek mowiacy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje podzbiér
skonczony taki, ze dowolny punkt przestrzeni jest odlegty od niego o mniej niz e.



