1. Funkcje monotoniczne, wahanie funkcji.

Zbior X bedziemy nazywali uporzgdkowanym, jesli okreslona jest re-
lacja zawarta w produkcie kartezjanskim X x X, ktoéra jest spojna,
antysymetryczna i przechodnia. Relacje tg bedziemy nazywali porzqd-
kiem innymi stowy: porzadek spetnia trzy nastepujace warunki.

Spéjnosé: Jesli dwa réine punkty x oraz y nalezg do X, to para
(x,y) lub para (y,x) nalezy do porzgdku.

Antysymetria: Jesli para (x,y) nalezy do porzqdku, to para (y,x)
nie nalezy do porzgdku.

Przechodnio$é: Jesli pary (z,y) oraz (y, z) nalezqg do porzedku, to
rowniez para (x,z) nalezy do porzadku.

Jedli para (z, y) nalezy do porzadku, to bedziemy pisali x < y lub y >
x oraz bedziemy méwili x poprzedza y lub y nastepuje po x. Bedziemy
pisali < y gdy = y lub 2 < y i méwili x jest niewieksze niz y
bad« y jest niemniejsze niz x. - Symbolike i nazewnictwo zwiagzane z
porzadkiem bedziemy uzywali tak, jakby byl to porzadek na zbiorze
wszystkich liczb rzeczywistych.

Zbiorami uporzadkowanymi sg zbiér wszystkich liczb naturalnych,
zbior wszystkich liczb rzeczywistych lub podzbiory tych zbiorow. Jed-
nakze zbior uporzadkowany niekoniecznie musi by¢ zbiorem ztozonym
z liczb lub zbiorem posiadajacym dodatkowsg strukture algebraiczng.
Zbiory uporzadkowane mozna traktowac jako przyktady dla aksjoma-
tycznej teorii zbioréw uporzadkowanych. Wtedy spdjnosé, antysyme-
tria i przechodnio$¢ sa aksjomatami relacji porzadku - z ktorych wy-
prowadza si¢ twierdzenia o zbiorach uporzadkowanych. Przyktadami
zbiorow uporzadkowanych nie posiadajacych struktury algebraicznej
zgodnej z porzadkiem sa podzbiory liczb porzadkowych z relacja nale-
zenia - stosownym jej obcieciem, jako porzadkiem.

Jesli P oraz () sa zbiorami uporzadkowanymi, to na produkcie kar-
tezjanskim P x @) okreslamy porzadek nastepujacym warunkiem: Para
(x,n) poprzedza pare (y, k), o ile x poprzedza y w porzadku na P lub
x = y oraz k nastepuje po n w porzadku na (). - Taka metoda opisy-
wania nowych zbioréw uporzadkowanych moze by¢ iterowana. Pozwa-
la ona konstruowac wiele réznorodnych przyktadéw dla teorii zbiorow
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uporzadkowanych. Porzadki tak otrzymane sa stosowane przy ustalaniu
kolejnosci stow w réznego rodzaju stownikach.

Bedziemy moéwili, ze zbior X jest prawie zawarty w zbiorze Y oraz
pisali X C, Y, jesli co najwyzej skonczona ilos¢ elementéw z X nie
nalezy do Y.

Lemat 1.1: Niech dana bedzie rodzina przeliczalna ztozZona ze zbio-
row nieskonczonych. Jesli relacja prawie zawierania obcieta do tej ro-
dziny jest porzgdkiem na niej, to istnieje zbior nieskonczony prawie
zawarty w dowolnym zbiorze nalezgcym do tej rodziny.

Dowéd. Ustalamy ciag zbioréw nieskoniczonych X, X7, ... takich,
ze dla dowolnych dwu liczb naturalnych £ oraz n zachodzi warunek:

Nastepnie wybieramy punkt xg € Xy. Gdy okreslimy punkty g, x1, .. .,
Tn_1, to sprawdzamy - korzystajac z przechodniosci relacji prawie za-

wierania, ze przekréj XoNX;N ... N X, jest nieskonczony, a nastep-
nie dobieramy punkt x,, nalezacy do tego przekroju rézny od punktow
X0, L1, ..., Tp_1. Punkty x,,T,41,... - sa rézne oraz naleza do zbioru

X,,. Oznacza to, ze zbiér {xg, 1, ...} jest prawie zawarty w dowolnym
zbiorze z rodziny {Xo, X1,...} o

Funkcje rzeczywista f okreslong na zbiorze uporzadkowanym X be-
dziemy nazywali rosngcg, jesli © < y pociaga f(z) < f(y). - Jezeli
x < y pociaga f(y) < f(z), to funkcje f bedziemy nazywali malejgcq.
Funkcje rzeczywista bedziemy nazywali monotoniczng, jesli jest funkcja
rosngca lub funkcja malejaca.

Lemat 1.2: Niech dana bedzie nieskonczona rodzina zbiorow. Jesls
inkluzja obcieta do tej rodziny jest porzgdkiem, to istnieje nieskonczona
podrodzina tej rodziny taka, ze jej elementy dajg sie ustawic w cigg
monotoniczny.

Dowéd. Ustalamy nieskonczong rodzine zbioréw U uporzadkowa-
ng przez inkluzje i przyjmujemy obciecie inkluzji do U za porzadek.
Przypusémy - ze zadna nieskonczona podrodzina zawarta w U nie daje
sie¢ ustawi¢ w ciag nalejacy. Oznacza to, ze dowolna podrodzina za-
warta w U zawiera element najmniejszy: gdyby tak nie bylo, to wy-
bierajac z U kolejno zbiory zawarte jeden w drugim otrzymaliby$my
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podrodzing nieskoniczong ustawiona w ciag malejacy. Niech X, be-
dzie najmniejszym elementem nalezacym do U. Gdy okreslimy zbiory

Xo, X1,...,X,_1, to niech X,, bedzie najmniejszym elementem w pod-
rodzinie U \ { X, X1, ..., Xn_1}. Skoro rodzina U jest nieskonczona, to
Xo C Xy C...:ciag Xy, Xq,... jest nieskonczony oraz rosnacy o

Twierdzenie 1.3 (E. Helly): Z dowolnego ciggu funkcji monoto-
nicznych okreslonych na tym samym zbiorze uporzgdkowanym mozna
wybrac podciqgg punktowo zbieiny.

Dowéd. Przyjmijmy - ze funkcje rzeczywiste fo, fi,... sa rosnace
i okredlone na zbiorze uporzadkowanym X. - Dla funkcji malejacych
dowdd polega na zamianie porzadku przez relacje odwrotna do niego;
zas w ciggu funkcji monotonicznych nieskonczenie wiele wyrazéw to
funkcje rosngce lub funkcje malejace. Ktadziemy

A(n,q) ={x € X : fu(x) < q}.

- Funkcje fo, f1,... sa rosnace, a wiec zbiory A(0,q), A(1,q),... sa
uporzadkowane przez inkluzje dla dowolnej liczby rzeczywistej q.

Ustawiamy w ciag qi,q2,... wszystkie liczb wymierne. Niech Y
oznacza - dla potrzeb tego dowodu, zbiér wszystkich liczb naturalnych.
Zatézmy, ze okresliliémy nieskonczony podzbiér liczb naturalnych Y,.
Bierzemy ciag (A(k,q,) : k € Y,) - i wybieramy z niego podciag mono-
toniczny, stosujac lemat 1.2 gdy cigg zawiera nieskonczenie wiele roz-
nych wyrazow. Niech Y, ;1 bedzie zbiorem wszystkich liczb naturalnych,
ktore wystepuja na pierwszym miejscu w parach liczb wystepujacych w
napisach symbolizujacych wyrazy powyzej wybranego podciggu. Skoro
Yo DY) O ..., to korzystamy z lematu 1.1 - i dobieramy zbiér nie-
skonczony prawie zawarty w dowolnym ze zbiorow Yy, Y, ... , ktory
oznaczamy przez /.

Zauwazmy, ze dla dowolnego punktu x € X ciag liczb rzeczywistych
(fu(z) : n € Z) ma co najwyzej jeden punkt skupienia. - Gdyby ist-
nialy dwa rézne punkty skupienia tego ciggu, np. g oraz h takie, ze
g < qm < h, to ciag (A(k,qn) : k € (ZNY,,)) nie bytby monotoniczny:
nieskonczenie wiele jego wyrazéw zawieratoby punkt z oraz nieskon-
czenie wiele jego wyrazow nie zawieratoby punktu z. Wnioskujemy z
tego, ze ciag (fn(x) : n € Z) jest zbiezny - by¢ moze do —oo lub 400,
dla dowolnego punktu x € X g



Niech ¢ bedzie najmniejsza liczba kardynalng taka, ze lemat 1.1 po-
zostaje prawdziwy jesli okreslenie ,rodzina przeliczalna” z pierwszego
zdania w jego wypowiedzi zastapimy stowami ,rodzina mocy mniejszej
od t”. Z lematu 1.1 wynika, ze liczba kardynalna ¢ jest nieprzeliczalna,
tzn. wy < t. Z definicji liczby kardynalnej ¢ wnioskujemy, ze t < c:
bo definicja jest tak sformutowana, aby rodziny réwnoliczne z liczba
kardynalng ¢ byty wérod rodzin ztozonych z podzbioréow liczb natural-
nych. Z analizy dowodu twierdzenia 1.3 wynika, ze liczby rzeczywiste
- jako przeciwdziedziny funkcji monotonicznych, moga by¢ zastapio-
ne w tym twierdzeniu przez dowolny zbiér uporzadkowany o gestosci
mniejszej od ¢, w ktorym ciagi monotoniczne sg zbiezne. Nietrywialnym
przyktadem takiego zbioru uporzadkowanego sa liczby porzadkowe nie-
wieksze od ustalonej liczby porzadkowej poprzedzajacej t. - Gestosé
zbioru uporzadkowanego to najmniejsza liczba kardynalna rownoliczna
ze zbiorem przecinajacym dowolny nietrywialny przedzial, a wiec w do-
wodzie twierdzenia 1.3 zamiast liczb wymiernych ¢y, qo,... wystarcza
wziaé zbior gesty {q. : @ < t} ponumerowany kolejnymi liczbami po-
rzadkowymi. Wtedy zbiory Y, definiujemy tak samo jak zbiory Y, 1,
podstawiajac za Y, zbiér nieskonczony prawie zawarty w dowolnym
zbiorze nalezacym do rodziny {Yj3: 8 < a}.

Niech f bedzie funkcja rzeczywista okreslong na zbiorze uporzad-
kowanym X. Jesli punkty a oraz b naleza do X oraz a < b, to przez
W2(f) bedziemy oznaczali kres gorny zbioru zlozonego z liczb postaci

[f(z0) = fla)| + 1f (1) = fla)[ + -+ [ () = f2a)],

gdzie a = xg < 11 < ... < x, = b. Bedziemy mowili, ze f jest funkcja
o wahaniu skoriczonym w przedziale [a,b] = {z € X : a < x < b},
jesli kres W2(f) jest liczba rzeczywisty. Kres W2(f) bedziemy nazywali
wahaniem funkcji f w przedziale [a, b].

Funkcja f monotoniczna na przedziale [a, b] - jest o wahaniu skoniczo-
nym w tym przedziale; zas wahanie tej funkeji jest réwne |f(a) — f(b)] :
gdyz W2(f) jest kresem gérnym po zbiorze, ktérego jedynym elemen-
tem jest liczba |f(a) — f(b)|.

Funkcja o wahaniu skonczonym moze by¢ nieciggta: przyktadem jest
dowolna nieciggta funkcja monotoniczna. Na odwrdt, funkcja ciggta -
a nawet rézniczkowalna, moze nie mie¢ wahania skonczonego: przykta-
dem jest funkcja

f(z) = 2? cos(mz™?), gdy



x#£ 0;0, dlax =0
—ktrajestrniczkowalnawszdzie, leczniemawahaniaskoczonegowprzedziale

0,1].

Twierdzenie 1.4 (C. Jordan): Dowolna funkcja rzeczywista o wa-
haniu skonczonym w ustalonym przedziale jest roznicqg dwu funkcyi ros-
ngcych na tym przedziale.

Dowdéd. Niech f bedzie funkcjg rzeczywista o wahaniu skonczonym
w przedziale [a, b]. Ktadziemy
we We(f) —
Py < EDHIW) Gy - )= 1)
Dla dowolnego punktu z € [a,b] mamy f(z) = F(z) — G(z) : funkcja
f jest roznica funkcji F oraz G. Jesli a < x < y < b, to korzystamy z
rownosci WY(f) = WZ(f)+WY(f) - ktéra wynika z wlasciwosci kreséw
uzytych w definicji wahania funkeji - i wyliczamy liczbe 2(F(y)— F(z)),
ktora jest rowna

W2)=Wa+f(y)—f(z) = WL )+f(y)—f(x) = WI(f)—[f(y)—f(@)].
Podobnie

2(G(y) — G(x) = W) = fly) + f(z) 2 WI(F) = |f(y) = f(2)].
Skoro WY(f) — |f(y) — f(x)| = 0, to funkcje F' oraz G sa rosnace g

Whniosek 1.5: Dowolna suma skoriczonej ilosci funkcji monotonicz-
nych na ustalonym przedziale jest roznicg dwu funkcji rosngcych na
tym przedziale.

Dowéd. Suma skonczonej ilosci funkcji rzeczywistych o wahaniu
skonczonym w ustalonym przedziale jest funkcja o wahaniu skoriczo-
nym w tym przedziale: wynika to z definicji wahania funkcji oraz z
nieréwnosci trojkata. Wnioskujemy z tego, ze suma skonczonej ilosci
funkcji monotonicznych na ustalonym przedziale jest funkcjg o waha-
niu skonczonym w tym przedziale - co wobec poprzedniego twierdzenia
wystarcza dla zakonczenia dowodu

Ciag (zg,x1,...) ztozony z zer i jedynek bedziemy nazywali rozwi-
nieciem dwdgkowym liczby x € [0, 1], jesli

Tn

X X
=242 4 + ...

2 22 2n+1
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oraz nieskonczenie wiele wyrazow tego ciagu to jedynki. - Dowolna licz-
ba z przedziatu [0, 1] ma jednoznacznie wyznaczone rozwiniecie dwéj-
kowe. Na odwrdt, dowolny ciag (zg,x1,...) zltozony z zer i jedynek
wyznacza liczbe z przedziatu [0, 1], dla ktorej jest rozwinieciem dwdéj-
kowym, o ile nieskonczonie wiele jego wyrazow to jedynki.

Rozwazmy ciag funkcji okreslony - dla dowolnej liczby naturalnej n,
w punkcie z o rozwinieciu dwojkowym (zg, x1,...) wzorem

fn(l‘) = fn((x();xh . )) = 17gdy
x, = 1;0, gdy z, = 0.
Funkcje

fo, f1,... - w literaturze bywaja nazywane funkcjami Radamachera, sa
okreslone na przedziale [0, 1]. - Nietrudno wyliczy¢, ze

W(Jl(fo):17W01(f1):37"‘7W01<fn):2n_1:

funkcje Radamachera sa o wahaniu skonczonym w przedziale [0, 1].
Jednoczesnie ciag funkeji (fo, f1,...) nie zawiera podciagu punktowo
zbieznego: gdy ustalimy nieskonczony podzbior Y ztozony z liczb na-
turalnych i podzielimy go na dwa roztaczne, nieskoniczone podzbiory
A oraz B, to podciag (f,(x) : n € Y') nie jest zbiezny dla zadnej licz-
by o rozwinieciu dwojkowym (xg,z1,...) takim, ze wyrazy podciagu
(x, : n € A) sa stale réwne zero; za$ wyrazy podciagu (z,, : n € B) sa
stale rowne jeden.

Czytelnikowi - jako ¢wiczenia lub uzupeklienia pominietych rozumo-
wan, proponujemy uzasadni¢ ponizsze twierdzenia.

Jesli funkcja monotoniczna na ustalonym przedziale jest roznowar-
tosciowa, to funkcja odwrotna do niej jest ciggla.

Funkcja rzeczywista o wahaniu skoriczonym w ustalonym przedziale
jest ograniczona na tym przedziale.

Funkcja rzeczywista o wahaniu skonczonym ma co najwyzej przeli-
czalng ilos¢ punktow niecigglosci

Suma skonczenie wielu funkcji rzeczywistych o wahaniu skonczonym
w ustalonym przedziate jest funkcjg o wahaniu skonczonym w tym prze-
dziale.
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lloczyn skonczenie wielu funkcji rzeczywistych o wahaniu skonczo-
nym w ustalonym przedziate jest funkcjg o wahaniu skonczonym w tym
przedziale.

Z ciggu funkcji rzeczywistych o wahaniu wspélnie ograniczonym w
ustalonym przedziale mozna wybrac podcigg punktowo zbiezny na tym
przedziale.

Jeslia < b < ¢, to WE(f) = Wh(f) + Wg(f) : wahanie funkcji jest
addytywna funkcja przedziatu.

Ztozenie dwu funkcji o wahaniu skonczonym nie musi byc funkcjg o
wahaniu skonczonym: np. F(x) = (zsinxz™1)? oraz G(z) = /.

Funkcja rzeczywista, ktorej pochodna jest ciggla dla wszystkich punk-
tow przedzialu [a,b], jest o wahaniu skoriczonym w tym przedziale.

Twierdzenie Blaschkego: Z ciggu krzywych wypuktych polozonych na
plaszczy«nie w ustalonym kole, mozna wybraé podcigg zbiezny do krzy-
wej wypuktes.

Krzywa zwykla okreslona réwnaniami paramertycznymi x = x(t),
y = y(t) oraz z = z(t) jest prostowalna na przedziale [a,b], tzn. ma
skonczong dlugosé jesli a < t < b, wtedy i tylko wtedy gdy funkcje x(t),
y(t) oraz z(t) sq o wahaniu skoriczonym w przedziale [a, b].

Krzywa zwykta okreslona w ukladzie biegunowym réwnaniami o =
o(t) oraz r = r(t) jest prostowalna dla a <t < b, wtedy i tylko wtedy
gdy funkcje p(t) oraz r(t) o wahaniu skoriczonym w przedziale |a, b].

Jesli g = |a,b] — [c,d] jest funkcjq ciggla i monotoniczng takq, Ze
zbiory {g(a), g(b)} oraz {c,d} sq réwne, to Wb(f) = WS5(fog): pod-

stawienie ciagte i monotoniczne nie zmienia wahania.



