0. Liczby naturalne, rzeczywiste i porzadkowe.

Liczby czesto oznaczamy literami. Gdy zapisujemy rownania:

a>—=b = (a+b)(a—D),
ad =0 = (a—"0b)(a®+ab+b?),
a®+b = (a+0b)(a*—ab+b?)
lub a"—=b" = (a—b)(a"t+a"2b+...+ab"?4+b")

- to myslimy o wzorach, ktore sg spelione gdy za litery a, b oraz n podstawimy
liczby. Przy czym za n podstawiamy jedynie liczby naturalne; zas$ a oraz b moga
by¢ liczbami, dla ktorych okreslone sg taczne i przemienne operacje dodawania i
mnozenia. Wzory sa forma zapisywania informacji uzywajaca zwykle kilka badz
kilkadziesigt symboli. Niewielka ilo$¢ regut i konwenaséw wykorzystywanych przy
tworzeniu lub odczytywaniu wzorow - np. we wzorze ten sam symbol oznacza
wszedzie taki sam obiekt oraz rézne symbole mogg oznaczaé¢ taki sam obiekt,
czyni je istotnymi narzedziami precyzyjnego komunikowania sig.

Inng forma zapisywania informacji jest opis stowny, ktéry bywa réwnie komu-
nikatywny jak wzory. PrzesledZzmy to na przyktadzie relacji réwnosci. Jesli litery
a oraz b oznaczaja ten sam obiekt, to piszemy a = b oraz méwimy a réwne b. Gdy
a nie jest rowne b, to piszemy a # b oraz méwimy a rézne od b. Relacja réwnosci
jest: - zwrotna - Czyli a jest rOwne a; co zapisujemy a = a. - symetryczna -
Czyli jesli a jest rowne b, to b jest rOwne a; co zapisujemy a = b pocigga b = a. -
przechodnia - Czyli jesli a jest rowne b oraz b jest rowne ¢, to a jest réwne c¢; co
zapisujemy a = b oraz b = ¢ implikuja a = c.

Opis stowny wykorzystuje stowa jezyka potocznego, ktére sa dobierane z
kilku tysiecy stow o réznym zakresie znaczenia. W tekstach matematycznych,
ze wzgledow praktycznych, korzystnym jest taczenie opisu stownego ze wzorami.
My bedziemy spéjniki logiczne zapisywa¢ w jezyku potocznym: tak uczynilismy,
podajac symboliczng forme zapiséw zwrotnosci, symetrycznodci i przechodniosci
relacji réwnosci. Najkorzystniejsza forme taczenia opisu stownego ze wzorami
mozna osiggnaé¢ wtedy, gdy udaje sie skraca¢ napisy, wprowadzajac nazwy lub
- wykorzysta¢ pozycje fragmentoéw napisu. Zilustrujmy to opisem pozycyjnego
sposobu zapisywania liczb naturalnych. Dla zapisywania liczb naturalnych przyj-
mujemy system pozycyjny, ktéory w Europie jest znany jako system arabski.
Liczby naturalne 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 nazywamy cyframi. Kolejna cyfra - za
wyjatkiem 0, symbolizuje liczbe naturalng, ktéra jest nastepnikiem liczby sym-
bolizowanej przez cyfre ja poprzedzajaca. Pozostate liczby naturalne sg symboli-
zowane przez skonczone uktady cyfr cpcp_q ... c1co, gdzie ¢ # 0. 10 symbolizuje
nastepnik 9. Nastepnik liczby naturalnej cxci_1 . . . c1¢g, jest symbolizowany przez
uktad cyfr cpcx—1 ... c1b, oile b jest cyfra oraz jest nastepnikiem cy. Gdy ¢y = 9, to



na koncu nastepnika liczby naturalnej cici_q . .. c; dopisujemy zero. Otrzymany
napis to zapis symbolizujacy nastepnik liczby naturalnej cpcx_q ... c19.

Pozycyjny system zapisywania liczb pojawiat si¢ okoto 4 tysiace lat temu w
Mezopotamii. Zdecydowat o tym sposob pisania na glinianych tabliczkach przy
pomocy jednego znaku w ksztalcie klina. Techniczne mozliwosci tworzenia zapisu
wymusity potrzebe wykorzystywania pozycji znaku dla tego, aby ilo$¢ zapisanej
informacji miata znaczenie praktyczne. To, ze w systemie arabskim uzywany
jest symbol zera pozwala domniemac, ze system ten powstal jako modyfikacja
systemu pozycyjnego -7 wykorzystujacego 60 cyfr, tj. systemu stworzonego w
Mezopotamii, w ktorym zero odgrywato specyficzna role. Gdzie cyfry od 1 do
59 byty zapisywane metoda addytywna. Znak klina z ostrzem skierowanym w
dot ¥ oznaczal jednostki, zas znak klina z ostrzem skierowanym w lewa strone
« dzigsiatki. Gdy cyfra uzyta do zapisu liczby nie zawierata jednostek lub
dziesigtek, to w zapisie pozostawiano odpowiednie miejsce puste lub wstawiano
znak dwu rownoleglych klinéw z ostrzami skierowanymi w lewa strone, a wiec
znak zera - znane sa tabliczki gliniane pochodzace z 111 wieku przed nasza era,
na ktoérych znak zera jest w taki sposéb symbolizowany. Ze znanych zabytkow
pisanych wynika, ze system arabski uksztattowal sie w Indiach w VI wieku
naszej ery oraz zostal rozpowszechniony cztery wieki p6zniej w Europie. Nie ma
powodow o charakterze matematycznym dla wyboru dziesietnego systemu za-
pisywania liczb. W naszej kulturze pozostaly slady systeméw dwunastkowego i
szes¢dziesigtkowego w miarach czasu i katéw. Dominacja systemu dziesigtkowego
- podstawa dla zapisywania liczb naturalnych moze by¢ dowolna liczba naturalna
wigksza od 1 - wynika z dydaktycznych oraz praktycznych nawykow istot, ktore
sie nim postuguja. Wyglada na to, ze decyduje ilo$¢ palcéw, a jest ich dziesiec,
w obu rekach tych istot!

W wyktadach o funkcjach rzeczywistych bedziemy postugiwali sie dowodem
indukcyjnym. Czytelnikowi proponujemy aby swoja wprawe w postugiwaniu sie
takim dowodem sprawdzil, wyprowadzajac wtasnosci liczb naturalnych z aksjo-
matéw. Przytaczamy uktad aksjomatow ogtoszony w 1889 roku przez G. Peano w
rozprawie Arithmeticas principia nova methodo exposita. Pojeciami pierwotnymi
sq: liczba naturalna, nastepnik oraz zero.

Al: Zero jest liczbg naturalng.
A2: Nastepnik liczby naturalnej jest liczbg naturalng.
A3: Zero nie jest nastepnikiem liczby naturalney.

A4: Jesl nastepnik liczby naturalnej n jest rowny nastepnikowi liczby natu-
ralnej k, to liczby n oraz k sqg rowne.



Ab5: Jesli zero nalezy do zbioru N oraz wraz z liczbg naturalng naleZgcg do N
jej nastepnik takze nalezy do N, to wszystkie liczby naturalne nalezg do N.

Metoda aksjomatyczna polega na tym, ze ustala sie pojecia pierwotne. Aksjo-
maty to twierdzenia przyjete bez dowodu, ktore okreslaja wzajemne zaleznosci
pomiedzy pojeciami pierwotnymi. 7 aksjomatéw wyprowadza sie twierdzenia.
Dowody twierdzen sktadaja sie ze skonczonej ilodci napisow: dowolne twierdze-
nie jest konsekwencjg skonczonej ilosci aksjomatow. Pomimo tego aksjomatéow
moze by¢ nieskonczenie wiele. Zwykle czytelnikowi pozostawione bywa doktadne
sprecyzowanie aksjomatéw, ktore zostaly uzyte w konkretnym dowodzie. My
pomijamy precyzowanie regul dowodzenia twierdzen. Przyjmujemy, ze te reguty,
innymi stowy zasady logiki, sa z natury swej uzywane tak samo przez istoty,
z ktorymi potrafimy komunikowaé sie. Prawdopodobnie pierwszymi zastosowa-
niami metody aksjomatycznej byly gry planszowe. Przyktadowo, w szachach
nazwy figur - to pojecia pierwotne, aksjomaty - to reguty ruchu figur, zas zbior
dopuszczalnych ruchéow w ustalonym momencie gry - to twierdzenie. Metode
aksjomatyczng odkrywali rowniez tworcy kodekséw moralnych badZz prawnych.
Pierwszy znany pismienny przyktad tej metody podaje Biblia: w taki sposob Mo-
jzesz wprowadzit dziesigé¢ przykazan - gdzie pojeciem pierwotnym jest stowo Bdg.
O takim zamysle moze $wiadczy¢ opowie$¢ o rozmowie przy krzaku gorejacym na
pustyni. Gdy Mojzesz przygotowywal sie do wypelienia misji i miat watpliwosci
w jaki sposob wythumaczy¢ ludowi imie Boga, wtedy padta propozycja: jestem,
ktory jestem. Propozycja, aby imienia tego nie definiowa¢. W matematyce po
raz pierwszy metode aksjomatyczna zastosowal Euklides: tak przedstawil znane
W jego czasach twierdzenia z geometrii.

W aksjomacie A5, bedziemy go nazywali aksjomatem indukcji, wystepuja
pojecia nalezenia oraz zbioru. Sa to pojecia pierwotne teorii zbiorow, ktora
bedziemy stosowali intuicyjnie, zaktadajac znajomos¢ nazewnictwa i symboliki
tej teorii. Mamy nadzieje, ze czytelnik bez trudu - na podstawie kontekstu,
bedzie rozrozniat algebraiczne badZz mnogosciowe znaczenie nazw: ciato, suma
lub iloczyn. Aksjomat indukcji jest schematem dla aksjomatéw, ktorych jest
tyle samo co zbioréw zawierajacych podzbiory liczb naturalnych. Dowolny zbior
podstawiony za N daje aksjomat. Gdy dowodzimy twierdzen o liczbach nat-
uralnych, to w dowodach wykorzystujemy skonczenie wiele razy schemat aksjo-
matu indukcji: jakiekolwiek twierdzenie o liczbach naturalnych jest konsekwencja
skonczonej ilosci aksjomatow.

Jesli n jest liczba naturalng, to nastepnik n oznaczamy n + 1. Napis n +m
bedziemy nazywali sumg liczb n oraz m. Dla okreslenia dodawania liczb natu-

ralnych przyjmijmy umowe: n+0=norazn+ (m+1) = (n+m) + 1.

Podobnie jak dodawanie okreslamy mnozenie. Napis nm bedziemy nazywali



iloczynem liczb n oraz m. Przyjmujemy umowe: nl = n oraz n(m+1) = nm+n.

Analogicznie jak dodawanie i mnozenie okreslamy potegowanie, ktore bywa
wykorzystywane dla skracania wzoréw, w ktorych wystepuje mnozenie - podob-
nie jak mnozenie liczb naturalnych wykorzystuje sie dla skracania wzorow, w
ktorych wystepuje dodawanie. Napis n™ bedziemy nazywali m-tq¢ potegq liczby
n. Przyjmujemy umowe: n® = 1 oraz n™™! = n™n.

Dla liczb naturalnych n oraz m piszemy n < m lub m > n gdy mozna dobraé¢
liczbe naturalna k tak, aby m = n + k. Wtedy mowimy n jest niewieksze od m
lub m jest niemniejsze od n. Gdy m = n + k oraz k # 0, to piszemy n < m lub
m > n oraz méwimy n jest mniejsze od m lub m jest wieksze od n.

n+0 = 0+n.
n+l = n+(0+1).
On = 0.
In = n.

(m+n)k = mk-+nk.
m+(n+1) = (m+1)+n
n+m = m+n.
nm = mn.
n+(m+k) = (n+m)+k.
n(mk) = (nm)k.
n(m+k) = nm+nk.
n+m+(+k)] = [(n+m)+1]+Ek.
nt = n.
nmtk = pmnk,

Liczba naturalna jest rozna od swego nastepnika i - za wyjgtkiem zera, jest
nastepnikiem innej liczby naturalney.

Jeslin # m, ton +mn #m-+m oraz n® # m?2.
Jeslin #0, ton+m # 0.

Dla liczby naturalnej n mozna dobrac liczbe naturalng k tak, aby n = k + k
lubn=k+k+1.

Jeslinm =0, ton =20 lubm = 0.
Jesl liczbe naturalng n dodamy do siebie k-krotnie, to otrzymana suma jest

4



rowna nk.

Jesl liczbe naturalng n, rozng od zera, pomnozymy przez siebie k-krotnie, to
otrzymany iloczyn réwna sie n*.

Dla liczby naturalnej n zachodzi 0 < n < n < n+ 1 oraz nieprawdg jest, ze
n <n.

Dla liczb naturalnych n oraz m zachodzi n < m lub m < n.

Dla liczb naturalnych n oraz m zachodzi n < m lub m < n.

Dla liczb naturalnych n oraz m zachodzi n < m lub m <n lubn =m.
Jeslin <m, ton<m+ 1.

Jeslin <m orazm < k, ton < k.

Jeslin <m orazm <k, ton < k.

Jeslin <m orazm < k, ton < k.

Jesin<m<n+1, tom=nlubm=n+1.

Jeslin<m, ton+1l<m+1.

Jeslin <m, ton+1<m+I.

Jeslin <l orazm <k, ton+m<l+k.

Jeslin < m, tonl < ml.

Jeslin <1 orazm < k, to nm < k.

Jeslin <l orazm <k, ton+m<I[+k.

Jeslin <1 orazm < k, to nm < lk. Gdy dodatkowo k # 0 , to nm < lk.
Jeslin+1l<m+1, ton<m.

Jesin+1l<m+1, ton <m.

Jeslin+l=m+1, ton=m.



Jeslin <m orazl # 0, to nl < ml.
Jeslinl <ml orazl # 0, ton < m.
Jesli nl = ml orazl # 0, ton =m.

Czytelnikowi - ktéry ma ktopoty z samodzielnym wyprowadzeniem z aksjo-
matoéw powyzszych wzordéw i twierdzen polecamy ksigzke W. Sierpinskiego Aryt-
metyka teoretyczna. Znajdzie tam dowody, ktérych modyfikacje daja odpowied-
nie uzasadnienia. Jako inny rodzaj ¢wiczen - proponujemy zapisaé powyzsze
twierdzenia w formie nie uzywajacej symboli: dodawania, mnozenia, porzadku
lub rownosci.

Moéwimy, ze zbior sktadajacy sie z liczb naturalnych jest ograniczony, gdy
jakas liczba naturalna jest wicksza od jakiejkolwiek liczby z tego zbioru.

Zasada maksimum: Ze zbioru ztoZonego z liczb naturalnych, ograniczonego
1 zawierajgcego przynajmnie] jedng liczbe mozna wybraé liczbe najwickszq; tzn.
do zbioru ztozZonego z liczb naturalnych, ograniczonego i niepustego nalezy liczba
niemniejsza od jakiejkolwiek liczby z tego zbioru.

Dowéd. Rozwazmy zbioér N ztozony z liczb naturalnych, ograniczony oraz za-
wierajacy liczbe naturalng [. Dobieramy liczbe naturalng n wigksza od jakiejkol-
wiek liczby z N. Przypusémy - dla dowodu niewprost, ze dla dowolnej liczby
nalezacej do N istnieje liczba wigksza od niej takze nalezaca do N. Oznaczmy
przez Z zbior tych liczb naturalnych, ktére sg niewieksze od choé jednej liczby
nalezacej do N. Skoro liczba [ nalezy do N oraz zero jest niewieksze od [, to
zero nalezy do Z. Jesli liczba naturalna k nalezy do Z, to dobieramy liczbe m
nalezaca do N niemniejszg od k. Nastepnie dobieramy liczbg p nalezacg do N
wigksza od m. Zachodzi k£ < m < p. Co pociaga k + 1 < p - skad wnioskujemy;,
ze liczba naturalna k + 1 nalezy do Z. Na podstawie aksjomatu indukcji zbiér Z
zawiera wszystkie liczby naturalne, miedzy innymi liczba n nalezy do Z. To jest
niemozliwe, bo wtedy liczba n bytaby wigksza od siebie samej o

W sformutowaniu zasady maksimum - przy okazji podaliSmy definicje niepus-
tosci zbioru oraz liczby najwickszej w zbiorze. W sformutowaniu ponizszej zasady
podana jest definicja liczby najmniejszej w zbiorze.

Zasada minimum: Ze zbioru zlozonego z liczb naturalnych zawierajgcego
choc¢ jednq liczbe mozna wybrac liczbe nagmniejsza; tzn. niepusty zbior ztozony z

liczb naturalnych zawiera liczbe niewiekszq od jakiejkolwiek liczby z tego zbioru.

Dowéd. Rozwazmy zbiér N ztozony z liczb naturalnych. Gdy zero nalezy do



N, to jest najmniejsza liczba naturalnjg nalezaca do N. Przypusémy, ze zero nie
nalezy do N. Oznaczmy przez Z zbidr tych liczb naturalnych, ktére sa mniejsze
od dowolnej liczby z N. Gdy liczba naturalna [ nalezy do NN, to zbiér Z zawiera
zero oraz jest ograniczony, a wiec na podstawie zasady maksimum zawiera liczbe
najwieksza, ktérg oznaczmy przez k. Skoro k < k + 1, to liczba k + 1 nie nalezy
do Z. Korzystamy z definicji zbioru Z i wybieramy ze zbioru N liczbe m taka,
ze m < k+ 1. Skoro k < m, to m = k + 1. Liczba m jest najmniejsza liczba
wsrod liczb nalezacych do N. Gdyby to bylo nieprawda, to do N nalezataby
liczba naturalna wieksza od k oraz mniejsza od k + 1, co jest niemozliwe

Uogdlniony aksjomat indukcji: Jesli liczba naturalna n nalezy do zbioru
N oraz wraz z liczbg naturalng nalezgcg do N jej nastepnik takze nalezy do N,
to wszystkie liczby naturalne wieksze od n nalezy do N.

Dowéd. Rozwazmy zbiér N taki jak w zalozeniach oraz liczbe naturalng n
nalezaca do N. Oznaczmy przez Z zbior wszystkich liczb naturalnych wiekszych
od n, ktore nie naleza do N. Jesli zbiér Z zawiera cho¢ jedng liczbe naturalna, to
korzystamy z zasady minimum i oznaczamy przez m najmniejsza liczbe nalezaca
do Z. Skoro liczby nalezace do Z sa wieksze od zera, to dobieramy liczbe nat-
uralng £ tak, aby m = k + 1. Liczba k nie nalezy do Z oraz nie jest mniejsza
od n, bo niemozliwe jest £ < n < m = k + 1, czyli k nalezy do N - to oraz
zalozenia implikuja, ze liczba k 4+ 1 = m nalezy do N oraz nie nalezy do Z. Daje
to sprzecznosé, ktéra konczy dowodd g

Dzielenie z reszta: Jesli m orazn sq liczbami naturalnymsi oraz m jest wiek-
sze od zera, to mozna dobrac¢ liczbe naturalng d oraz liczbe naturalng r mniejszq
od m tak, aby n = md—+r. Przy czym liczby d oraz r sqg wyznaczone jednoznacznie.

Dowéd. Rozwazmy liczby naturalne n oraz m i zatézmy, ze m > 0. Jezeli
n < m, to ktadziemy d = 0 oraz r = n: wtedy n = 0 +n = md + r. Jezeli
m < n, to dobieramy liczbe naturalng & > 0 tak, aby n = m + k. Jesli k jest
niemniejsze od m, to powtarzamy powyzsza operacje - podstawiajac k za n. Takie
powtdrzenie dokonujemy tyle razy, ile razy jest to mozliwe. Otrzymang za i-tym
razem liczbe oznaczamy k;. Otrzymujemy liczby oznaczone przez ki, ko, . . . takie,
ze n > ky > ko > ... - oraz dla dowolnego i zachodzi k; = m + k;11. Korzystamy
z zasady minimum i wybieramy liczbe najmniejsza w zbiorze wszystkich liczb k;,
ktorg oznaczamy przez kj;yq. Jesli dodamy stronami réwnosci

n = m+ky,
kl = m —+ k??
ki = mkin



- to po uproszczeniqach otrzymamy
n=m(j+1)+ k1.

Skoro nie zdefiniowalismy liczby kjio - to liczba k;y; jest mniejsza od m. Kta-
dziemy r = k;;; oraz d = j + 1: otrzymujemy n = md + 7.

Dla uzasadnienia jednoznacznosci zalézmy, ze n = md + r = mg + s, gdzie
r < moraz s < m. JeSli d # g - przyktadowo d < ¢, to dobieramy liczbe
naturalng k£ > 0 tak, aby d + k = ¢: otrzymujemy

md+r=n=mg+s=m(d+k)+s=md+mk+s

- a po uproszczeniu r = mk + s. Ostatnia réwnos¢ jest sprzeczna z zalozeniem
r < m, a wiec zachodzi d = ¢. Jesli d = ¢, to réwnosci n = md +r = md + s -
po uproszczeniu daja r = s O

Wielomian
W (z) = apa™ + ap_12™ ' 4 ...+ a1x + ag

nazywamy rozkiadem liczby naturalnej m wedtug poteg liczby naturalne; k, gdy
wspotezynniki ay,, a,_1, ..., a1, a9 sa liczbami naturalnymi mniejszymi od k oraz

W(k) =m.

Rozklad wedtug poteg: Liczba naturalna ma rozktad wedlug poteg liczby
naturalnej wiekszej od 1. Rozkiad taki jest jednoznaczny.

Dowdéd. Zero ma stosowny rozklad. Jest nim wielomian stale réwny zeru.
Przypusémy, ze wielomian V(z) = a,2" + 12" " + ... + a1z + ag jest rozkta-
dem liczby naturalnej m wedtug poteg liczby naturalnej & > 1. Gdy ag + 1 < k,
to stosownym rozktadem liczby m + 1 jest wielomian

W(z)=V(@)+1=a,2" +ap_12" '+ ...+ a1z +ap+ 1.
Gdyay+1=a1+1=...=a;+1=koraz a;;1 + 1 < k, to wielomian
W(x) = apa™ + ... + Gipax ™2 + (a41 + D't
- jest stosownym rozktadem liczby m + 1: bo
EH=1+Gk—-DE+... +k+1D) =14+ak" +... 4+ artk + ao.

Gdy ap+1=a1+1=... =a,+1 =k, to wielomian W(z) = 2™ - jest
stosownym rozktadem dla m + 1. Na podstawie aksjomatu indukcji okresliliSmy
rozktad dowolnej liczby naturalnej wedtug poteg liczby naturalnej £ > 1. Jed-
noznacznosci tego rozktadu dowodzimy, korzystajac z twierdzenie o dzieleniu z
resztg. Dokladny zapis tego fragmentu dowodu pomijamy



Wtasnosci liczb naturalnych odzwierciedlaja do$wiadczenia - w ktorych u-
czestniczyliSmy badajac skonczong ilos¢ obiektow, z ktorych kazdy jest swoistego
rodzaju jednostka. Aksjomaty liczb naturalnych i twierdzenia z nich wyprowa-
dzane systematyzujg reguty myslenia o takich obiektach. Ich niezawodnos¢ jest
wspélnym doswiadczeniem istot, ktére z nich korzystaty lub korzystaja. Ok-
reslenie obiektu jako jednostki jest wyborem o charakterze subiektywnym: taki
wybor moze by¢ swobodnie dokonany sposrod wielu réznych mozliwosci; np. gdy
rozwazamy odlegtosci, to zwykle z duza swoboda wybieramy jednostke dhugosci.
Roéznego rodzaju przyczyny praktyczne staty sie powodem dla rozszerzania zbioru
liczb naturalnych. Z grubsza czyniono to tak, aby zachowaé¢ i poprawi¢ algebra-
iczne wtasnosci liczb naturalnych. Przy tym motywacja byta potrzeba istnienia
rozwigzan réwnan: m + x = n, mx = n lub 22 = m. Prébowano takze utrzymac
relacje uporzadkowania liczb lub przypisa¢ zbiorowi wszystkich liczb wlasnosci
natury topologicznej: wlasnosci, ktére pozwala precyzowaé zasady przyblizania
liczb przez skonczone uktady liczb.

Postulaty algebraiczne bywaja realizowane poprzez gwarantowanie tego, ze
zbior liczb jest cialem. Sprowadza sie to do definiowania zbioru liczb X, w ktérym
okreslone i wykonalne sa dzialania dodawania i mnozenia, ktére sa przemienne
i taczne oraz mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania. Dwie rézne liczby
0 oraz 1 sa elementami neutralnymi dodawania i mnozenia. Dowolne réwnanie
m + x = n, gdzie m oraz n naleza do X, ma zawsze jednoznaczne rozwigzanie
nalezace do X. Dowolne réwnania mx = n - gdzie m jest rozne od 0 i nalezy do
X, zas n nalezy do X - ma zawsze jednoznaczne rozwiazanie nalezace do X.

Dowolny zbiér mozna uporzadkowac: tego rodzaju twierdzenie mozna przyjac
jako aksjomat teorii mnogosci. Jednakze gdy rozwazamy zbiér wyposazony w
strukture algebraiczna, to uporzadkowanie nie musi by¢ zgodne z taka struktura.
Przyktadowo, dla ciata liczb zespolonych nie istnieje porzadek taki, ze

(A): z <y pocigga x+ 2z <y + z.
(B): x> 0 oraz z < y implikujg xz < xy.

Dla uzasadnienia tego wystarczy wykluczyé¢ mozliwo$¢ uporzadkowania 0, 1 oraz
liczby bedacej rozwigzaniem réwnania % + 1 = 0.

W XIX wieku powstaty rownowazne teorie liczb rzeczywistych, ktére godzity
postulaty natury algebraicznej z porzadkiem. Motywacje tych teorii to potacze-
nie kryteriow estetyczno-dydaktycznych z postulatami wynikajacymi z zapotrze-
bowania w naukach przyrodniczych: w czym dominujaca role graty klasyczne dzi-
aty fizyki - np. mechanika klasyczna. Opiszmy jeden ze sposobéw wprowadzania
liczb rzeczywistych pochodzacy od R. Dedekinda.



Rozszerzamy zbior liczb naturalnych do ciata. Elementy najmniejszego - z
doktadnoscia do izomorfizmu, ciata zawierajacego wszystkie liczby naturalne na-
zywamy liczbami wymiernymi. Wsréd liczb wymiernych wyrézniamy liczby wy-
mierne dodatnie: s to liczby wymierne nalezace do najmniejszego - w sensie
inkluzji, podzbioru liczb wymiernych, ktory zawiera wszystkie liczby naturalne
rozne od zera i ich odwrotno$ci oraz jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie badz
mnozenie. Nastepnie przedtuzamy relacje uporzadkowania liczb naturalnych tak,
aby: x < y bylo réwnowazne przynalezno$ci réznicy y — x do liczb wymiernych
dodatnich. Oznaczamy zbiér wszystkich liczb wymiernych przez ). Podzbior
Y C @ nazywamy liczba rzeczywista gdy

D):ze€eQ, z<yorazy €Y implikujg x €Y.
(II): Zbior'Y jest niepusty oraz réiny od zbioru Q.
(IIT): Wéréd liczb wymiernych nalezgcych do'Y nie ma liczby najwiekszej.

Inkluzja obcieta do produktu kartezjanskiego zbioru wszystkich liczb rzeczy-
wistych jest porzadkiem. Jesli A oraz B sg liczbami rzeczywistymi, to sume
A + B okreslamy jako zbidr

{a+b:a€ Aoraz b e B}.
lloczyn AB okreslamy zaleznie od przypadkéow. Gdy 0 € A, to kltadziemy
AB ={ab:a>0,a € Aorazb € B}.

Gdy A = {z € Q : = < 0}, to ktadziemy AB = A. Gdy 0 nie nalezy do A
i A jest rézne od —A - to korzystamy z tego, ze 0 nalezy do —A i kladziemy
AB = —[(-A)B].

Czytelnikowi pozostawiamy - jako ¢wiczenia w postugiwaniu sie jezykiem
teorii mnogodci, uzasadnienie, ze liczby rzeczywiste okreslone jak wyzej spetniaja
wszystkie wlasnosci jakie od liczb rzeczywistych sa wymagane w podrecznikach
akademickich poswieconych analizie matematycznej. Proponujemy zacza¢ od
tego, ze rodzina

HreQ:z<y}:yeQ}

jest izomorficzna z cialem liczb wymiernych @). Nastepnie pokazac, ze zbior liczb
rzeczywistych jest ciatem z relacja uporzadkowania, ktéra jest spojna oraz spetnia
warunki (A) i (B).

Konstrukcja liczb rzeczywistych metoda R. Dedekinda natychmiastowo daje

ciagtos¢ zbioru wszystkich liczb rzeczywistych - tzn. dowolny ograniczony i mono-
toniczny ciag liczb rzeczywistych jest zbiezny: granica ciagu rosnacego to suma
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mnogosciowa jego elementéw, zas granica ciggu malejacego to przekrdj jego el-
ementow; czasami przekrdj minus jedna liczba wymierna z powodu (III). Sytu-
acja ta pozwala zwréci¢ uwage na zaleznos¢ struktury zbioru wszystkich liczb
rzeczywistych od dopuszczonych metod konstruowania zbioréw inaczej mowiac:
struktura zbioru wszystkich liczb rzeczywistych istotnie zalezy od dopuszczonych
metod tworzenia podzbioréw zbioru przeliczalnego. W latach szesédziesiatych
obecnego wieku zauwazono, ze w sposob nieograniczony mozna powiekszac¢ ilos¢
dopuszczalnych metod konstruowania nowych podzbioréw zbioru przeliczalnego.

Na spostrzezeniu tym zbudowano teori¢ tzw. forcingu zapoczatkowana pracami
P. Cohena.

Zasada ciggtosci zbioru wszystkich liczb rzeczywistych przyjmowana jako ak-
sjomat - w istocie rzeczy wprowadza elementy subiektywne do teorii fizycznych,
w ktorych struktura linii moze mie¢ znaczenie. Przytaczamy dylemat z fizyki
czastek elementarnych: Dlaczego czgstki elementarne, poruszajoc sie po linii nie
czyniq tego punkt po punkcie, ktorych istnienie odpowiada stosownemu dla nich
uktadowi dopuszczalnych metod konstruowania podzbioréw zbioru przeliczalnego?
Gdyby okazalo sie, ze rézne czastki dopuszczaja rézne metody konstruowania
podzbioréw zbioru przeliczalnego, to teoria liczb rzeczywistych stosowana do
tych czastek mogtaby wyklucza¢ mozno$é poréwnania kazdej pary liczb w sen-
sie uporzadkowania: relacja uporzadkowania nie musiataby by¢ spdjna. Wtedy
o liczbach rzeczywistych wystarczytoby zaktadaé, ze tworza cialo, na ktérym
okreslona jest relacja porzadku spetniajaca warunki (A) i (B): - by¢ moze z jakimis
wyjatkami? O strukturze topologicznej zbioru wszystkich liczb rzeczywistych za-
ktadalibysmy jedynie to, ze topologie wyznaczane przez produkty kartezjanskie
roznej ilodci przedziatéw otwartych nie sg homeomorficzne: wymiar algebraiczny
przestrzeni euklidesowej bytyby wtasnoscig topologiczna.

Jako srodki do dowodzenia twierdzen - bedziemy wykorzystywali wtasnosci
liczb porzadkowych. Precyzyjne okreslenie liczb porzadkowych jest fragmentem
teorii zbioréw - i dlatego pomijamy je. Liczby porzadkowe bedziemy oznaczali
zgodnie z definicja J. von Neumanna: relacja nalezenia wyznacza uporzadkowanie
klasy wszystkich liczb porzadkowych w taki sposéb, ze dla dowolnej liczby porzad-
kowej a zachodzi

a={f:8<a}={0:0¢€a}.
Bedziemy wykorzystywali nastepujace wtasnosci liczb porzadkowych.
Zasada dobrego uporzadkowania liczb porzadkowych: Do dowolnej
klasy zlozonej z liczb porzgdkowych nalezy liczba porzgdkowa najmniejsza wsrod

liczb porzadkowych nalezgcych do tej klasy.

Indukcja zupelna: Niech U bedzie rodzing, ktorej elementy ponumerowano
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kolejnymi liczbami porzadkowymi, tzn. U = {X, : a < A}. Jesli zachodzi zdanie
®(Xo) oraz z zalozenia prawdziwosci zdan ¢(Xgs) dla f < o wynika prawdzi-
wo$é zdania ¢(X,), to zdanie ¢(X) jest prawdziwe dla dowonego elementu X
nalezgcego do rodziny U.

Powyzsze wtasnosci bedziemy stosowali tacznie z aksjomatem badz twierdze-
niem - rownowaznym pewnikowi wyboru, méwigcym: Elementy dowolnego zbioru
mozna ponumerowac kolejnymsi liczbami porzgdkowyms.

Wsréd liczb porzadkowych wyrdzniamy liczby kardynalne: liczba porzadkowa
jest liczba kardynalng gdy nie jest réwnoliczna z liczba porzadkowa mniejsza.
Najmniejsza nieskonczona liczbe kardynalna bedziemy oznaczali przez wy, naj-
mniejsza nieprzeliczalng liczbe kardynalng bedziemy oznaczali przez wy, zas liczbe
kardynalng réwnoliczng ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych - przez c.

Klasa wszystkich liczb porzadkowych zawiera liczby naturalne: skonczone
liczby kardynalne to liczby naturalne. Zbior wszystkich liczb naturalnych jest
symbolizowany przez wg. Za przedtuzenie operacji dodawania mozna uznaé¢ oz-
naczenie a4+ 1 dla najmniejszej liczby porzadkowej wiekszej od a. Gdy « oraz 3 sa
nieskonczonymi liczbami kardynalnymi, to iloczyn a3 definiujemy jako kres gorny
liczb a1 3 inaczej: jako najmniejszg liczbe porzadkowa niemniejszg od a i 3 - lub
jeszcze inaczej: jako liczbe kardynalng réwnoliczng z produktem kartezjanskim
a X 3. Zauwazmy, ze skoro liczba kardynalna jest takze liczba porzadkowa, to
rownowaznos¢ powyzszych definicji iloczynu a3 nie wymaga - pewnika wyboru.
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