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11. WYKEAD 11: FUNKTORY I TRANSFORMACJA NATURALNA FUNKTOROW

Definicja 11.1. Niech C i D bedg kategriami. Funktorem kowariantnym F' : C — D nazywamy pare
odwzorowan (Fy, Fy), Fy : Ob(C) — Ob(D), Fy : Ar(C) — Ar(D) takich, ze

(1) dla A€ Ob(C) i dla B = Fy(A) € Ob(D)
Fy(14) = 15;
(2) dla AL B, A, B e 0b(C)
Fi(4) 2 B (B);
3) dla BL C, A% B, A, B,C € 0b(C):
Fy(f og) = Fo(f) o Fi(g)
Definicja 11.2. Niech C @ D bedg kategoriami. Funktorem kontrawariantnym F : C — D nazywamy
pare odwzorowan (Fy, Fy), Fy : Ob(C) — Ob(D), Fy : Ar(C) — Ar(D) takich, ze
(1) dla Ae Ob(C) i dla B = F\(A) € Ob(D)
Fy(14) = 15;
(2) dla AL B, A, B e 0b(C)
Fy(B) =05 Fy(A);
(3) dla BL C, A% B, A,B,C € Ob(C):
Fy(f og) = Fa(g) o Fi(f)

Na ogoét zamiast rozroznia¢ odwzorowania Fy, Fy bedziemy po prostu pisa¢ F' na oznaczenie kazdego
z nich.

Przyktady:
(1) Dla dowolnej kategorii C przyporzadkowanie I¢ : C — C dane przez:
Ic(A) = A, A€ Ob(C) oraz Io(f) = f, f € Ar(C)

jest funktorem kowariantnym, ktory bedziemy nazywaé funktorem identycznosciowym.
(2) Odwzorowanie F' : Grp — Set dane przez:

F(A) = A, Ae Ob(Grp) oraz F(f) = f, f € Ar(Grp)

jest funktorem kowariantnym, ktéry bedziemy nazywaé¢ funktorem zapominania. Podobnie

mozemy zdefiniowaé funktory zapominania Rng — Set, R — Mod — Set, Top — Set lub, na
przyktad, Rng — Grp.

(3) Przyporzadkowanie F': Set — Ab dane przez:

F(X) = wolna grupa abelowa o bazie X, X € Ob(Set)
oraz
F(f) = jednoznacznie wyznaczone rozszerzenie f do f: F(X;) — F(Xs), f € Hom(X1, X>)

jest funktorem kowariantnym tworzgcym obiekty wolne. Podobnie mozemy zdefinowaé¢ funktory
tworzace obiekty wolne Set — Grp lub Set — R — Maod.
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(4)

Dla dowolnej kategorii C oraz A € Ob(C) przyporzadkowanie h, : C — Set dane przez:
ha(C) = Hom(A,C),C € Ob(C)
oraz
ha(f) = f, f € Ar(C),
gdzie C' L, ¢ oraz f: Hom(A,C) — Hom(A, (") jest dane wzorem
f@)="fo¢

jest funktorem kowariantnym, ktory bedziemy nazywa¢ kowariantnym funktorem hom.
Dla dowolnej kategorii C oraz A € Ob(C) przyporzadkowanie h, : C — Set dane przez:

ha(C) = Hom(C,A),C € Ob(C)
oraz
ha(f) = f, f e Ar(C),
gdzie C' I, ¢ oraz f:Hom(C' A) — Hom(C, A) jest dane wzorem

fWp) =dof

jest funktorem kontrawariantnym, ktéry bedziemy nazywaé kontrawariantnym funktorem
hom.

Dla dowolnej kategorii C oznaczmy przez C? kategorie odwrotna zdefiniowana nastepujaco:
Ob(C) = Ob(C) oraz, dla A, B € Ob(C):

HOmcop(A, B) = HOmc(B, A),

[P og? = (gof)”.
Na przyktad, jesli C jest nastepujaca kategoria:

A-B—->C—-D
to wowczas CP jest nastepujacej postaci:
A—B—C<D.
Jedli F: C — D jest funktorem kontrawariantnym, to F : C°? — D zdefiniowane przez
F(A) = F(A), Ae Ob(C), oraz F(f?) = F(f), f € Ar(C),

jest funktorem kowariantnym.
Przyporzadkowanie F' : R — Mod — R — Mod dane przez:

F(A) = Hom(A, R), A€ Ob(R — Mod) oraz F(f) = f*, f € Ar(R — Maod),
gdzie A I, A oraz f*: Hom(A, R) - Hom(A’, R) jest dane wzorem
[ (@) =dof

jest funktorem kontrawariantnym, ktory jest specjalnym przypadkiem kontrawariantnego funkto-
ra hom. Oznaczamy go przez * i nazywamy funktorem dualizacji. W szczegolnosci, gdy R = F
jest ciatem, a R — Mod staje sie kategorig przestrzeni wektorowych nad ciatem F', otrzymujemy
w ten sposob konstrukcje przestrzeni sprzezonej do danej przestrzeni wektorowej.
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(8) Przyporzadkowanie **: R — Mod — R — Mod dane przez:
A™ = (A")*, A e Ob(R — Mod) oraz f** = (f*)*, f e Ar(R — Mod),
jest funktorem kowariantnym zwanym funktorem podwdjnej dualizacji (albo bidualizacji).

Definicja 11.3. Niech C @ D bedg kategoriami, niech F,G : C — D bedq funktorami kowariantnymi.
Transformacja naturalna o« pomiedzy F i G nazywamy klase morfizméw o g : F(A) — G(A), A€ Ob(C)

takq, ze dla kazdego A ER B, A, B e Ob(C)
G(f)oaa =apgo F(f).

Innymi stowy takq, zZe nastepujocy diagram jest przemienny:

F(A) F(B)
G(4) ———G(B)

Jezeli wszystkie aq sq izomorfizmamsi, to mowimy, Ze a jest naturalng rownowaznoscia.

Definicja 11.4. Niech C i D bedqg kategoriams, niech F,G : C — D bedq funktorami kontrawariantnyms.
Transformacja naturalna o« pomiedzy F i G nazywamy klase morfizméw aq : F(A) — G(A), A€ Ob(C)

takq, ze dla kazdego A J, B, A, B € 0b(C)
F(f)oax=apoG(f).

Innymi stowy takq, ze nastepujgcy diagram jest przemienny:

F(a) — . pB)
G(A) — = G(B)

Jezeli wszystkie ay sq izomorfizmamsi, to mowimy Ze o jest naturalna réwnowaznoscia.

Przyklady:

(9) Dla dowolnej kategorii C i dowolnego funktora F' : C — C przyporzadkowanie I(A) = I4, A €
0b(C), gdzie 14 : F(A) — F(A) jest dane przez

Iy = 1pa
jest naturalna rownowaznoscia pomiedzy F' oraz F' zwang naturalng réwnowaznoscia iden-
tycznoS$ciows.
(10) Dla kategorii R — Mod rozwazmy funktor identycznosciowy Ig_poq @ R — Mod — R — Mod
dany przez

In-piod(A) = A, A e Ob(R — Mod) oraz In_pioa(f) = f, AL A
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i funktor podwdjnej dualizacji ** : R — Mod — R — Mod dany przez
A* = (A")* = Hom(Hom(A, R),R), A € Ob(R — Mod)
oraz
o (AL
gdzie f**: A* — A™ jest dane przez
v

(V) =Vo f* Hom(A,R) = A* > R

oraz f*: A" — A* jest dane przez

FrW)=vof, A5 R
Przyporzadkowanie 6(A) = 04, A€ R — Mod, gdzie 04 : A — A** jest dane przez
Oa(a) = a*
gdzie a* : Hom(A, R) = A* — R jest dane przez

a*(¢) = $(a), A R
jest transformacjg naturalng pomiedzy Ir_aoq 1 **. Jezeli R = F jest cialem, zas R — Mod
zastapimy kategorig skonczeniewymiarowych przestrzeni wektorowych nad ciatem F', to 6 jest
naturalna réwnowaznoscia (co odpowiada temu, ze przestrzenie wektorowe V oraz V** sa izo-
morficzne, za$ dla danej bazy v, ..., v, przestrzeni V., vf, ... v¥ jest baza przestrzeni V**).
Homomorfizm bedziemy nazywaé¢ naturalnym jezeli istnieja dwa w miare oczywiste funktory dla
ktorych dany homomorfizm wyznacza transformacje naturalna.
(11) Dla lewych R-modutéw A, B, C' rozwazmy homomorfizm grup abelowych ¢ : Hom(A@® B, C) —
Hom(A,C)® Hom(B,C) dany przez

o(f) = (1, f2)
gdzie fi : A — C jest dane przez
fila) = f(a,0)
oraz fo : B — (' jest dane przez
fa(b) = f(0,0).
Woéwcezas ¢ jest naturalny wzgledem B w nastepujacym sensie: ustalmy dwa moduty A i C,
zapiszmy ¢p zamiast ¢ i rozwazmy nastepujacy diagram przemienny:

Hom(A® B, () i Hom(A,C)® Hom(B,C)
Hom(14®f,1¢) Hom(1a,1c)®Hom(f,1¢c)
Hom(A@® B',C) — Hom(A,C)@® Hom(B',C)

gdzie 1,®f: A® B — A® B’ jest dane przez
1A®f(a’7b) = (a’vf(b))a
oraz Hom(14® f,1¢) : Hom(A@® B',C) - Hom(A® B, C) jest dane przez
Hom(14® f,1¢)(a) = aol4 @ f,
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tzn. tak, ze nastepujacy diagram jest przemienny:

Hom(12®f,1¢)(e)

A®B C
1a®f le
A® B C

«

podczas gdy Hom(14,1c)®Hom(f,1¢) : Hom(A,C)@Hom(B',C) — Hom(A,C)®Hom(B, C)
jest dane przez

Hom(1a,1¢) ® Hom(f,1¢)(c, ) = (g, 9 0 f)
tzn. tak, ze nastepujace diagramy sa przemienne:

A2 ¢ B-2.(C
1A\L llc f llc
A—>C, B ——=C,

W ten sposdéb wyznaczamy naturalng réwnowaznos$é pomiedzy funktorami
Bw— Hom(A® B,C), f— Hom(1a® f,1¢)

oraz
B +— Hom(A,C)® Hom(B,C), f — Hom(1a,1¢)® Hom(f,1¢).
W podoby sposéb sprawdzamy, ze ¢ jest naturalny wzgledem A oraz C.



