
61

11. Wyk≥ad 11: Funktory i transformacja naturalna funktorów

Definicja 11.1. Niech C i D bÍdπ kategriami. Funktorem kowariantnym F : C Ñ D nazywamy parÍ
odwzorowaÒ pF1, F2q, F1 : ObpCq Ñ ObpDq, F2 : ArpCq Ñ ArpDq takich, øe
(1) dla A P ObpCq i dla B “ F1pAq P ObpDq

F2p1Aq “ 1B;

(2) dla A f

›Ñ B, A,B P ObpCq

F1pAq
F2pfq
›››Ñ F1pBq;

(3) dla B f

›Ñ C, A g

›Ñ B, A,B,C P ObpCq:

F2pf ˝ gq “ F2pfq ˝ F1pgq

Definicja 11.2. Niech C i D bÍdπ kategoriami. Funktorem kontrawariantnym F : C Ñ D nazywamy
parÍ odwzorowaÒ pF1, F2q, F1 : ObpCq Ñ ObpDq, F2 : ArpCq Ñ ArpDq takich, øe
(1) dla A P ObpCq i dla B “ F1pAq P ObpDq

F2p1Aq “ 1B;

(2) dla A f

›Ñ B, A,B P ObpCq

F1pBq
F2pfq
›››Ñ F1pAq;

(3) dla B f

›Ñ C, A g

›Ñ B, A,B,C P ObpCq:

F2pf ˝ gq “ F2pgq ˝ F1pfq

Na ogó≥ zamiast rozróøniaÊ odwzorowania F1, F2 bÍdziemy po prostu pisaÊ F na oznaczenie kaødego
z nich.
Przyk≥ady:

(1) Dla dowolnej kategorii C przyporzπdkowanie IC : C Ñ C dane przez:

ICpAq “ A,A P ObpCq oraz ICpfq “ f, f P ArpCq

jest funktorem kowariantnym, który bÍdziemy nazywaÊ funktorem identycznoúciowym.
(2) Odwzorowanie F : Grp Ñ Set dane przez:

F pAq “ A,A P ObpGrpq oraz F pfq “ f, f P ArpGrpq

jest funktorem kowariantnym, który bÍdziemy nazywaÊ funktorem zapominania. Podobnie
moøemy zdefiniowaÊ funktory zapominania Rng Ñ Set, R ´ Mod Ñ Set, T op Ñ Set lub, na
przyk≥ad, Rng Ñ Grp.

(3) Przyporzπdkowanie F : Set Ñ Ab dane przez:

F pXq “ wolna grupa abelowa o bazie X,X P ObpSetq

oraz

F pfq “ jednoznacznie wyznaczone rozszerzenie f do f̄ : F pX1q Ñ F pX2q, f P HompX1, X2q

jest funktorem kowariantnym tworzπcym obiekty wolne. Podobnie moøemy zdefinowaÊ funktory
tworzπce obiekty wolne Set Ñ Grp lub Set Ñ R ´ Mod.
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(4) Dla dowolnej kategorii C oraz A P ObpCq przyporzπdkowanie hA : C Ñ Set dane przez:

hApCq “ HompA,Cq, C P ObpCq

oraz
hApfq “ f̄ , f P ArpCq,

gdzie C f

›Ñ C 1 oraz f̄ : HompA,Cq Ñ HompA,C 1
q jest dane wzorem

f̄p�q “ f ˝ �

jest funktorem kowariantnym, który bÍdziemy nazywaÊ kowariantnym funktorem hom.
(5) Dla dowolnej kategorii C oraz A P ObpCq przyporzπdkowanie hA : C Ñ Set dane przez:

hApCq “ HompC,Aq, C P ObpCq

oraz
hApfq “ f̄ , f P ArpCq,

gdzie C f

›Ñ C 1 oraz f̄ : HompC 1, Aq Ñ HompC,Aq jest dane wzorem

f̄p q “  ˝ f

jest funktorem kontrawariantnym, który bÍdziemy nazywaÊ kontrawariantnym funktorem
hom.

(6) Dla dowolnej kategorii C oznaczmy przez Cop
kategoriÍ odwrotnπ zdefiniowanπ nastÍpujπco:

ObpCop
q “ ObpCq oraz, dla A,B P ObpCop

q:

HomCoppA,Bq “ HomCpB,Aq,

i
f op

˝ gop “ pg ˝ fq
op.

Na przyk≥ad, jeúli C jest nastÍpujπcπ kategoriπ:

A Ñ B Ñ C Ñ D

to wówczas Cop jest nastÍpujπcej postaci:

A – B – C – D.

Jeúli F : C Ñ D jest funktorem kontrawariantnym, to F̄ : Cop
Ñ D zdefiniowane przez

F̄ pAq “ F pAq, A P ObpCq, oraz F̄ pf op
q “ F pfq, f P ArpC

op
q,

jest funktorem kowariantnym.
(7) Przyporzπdkowanie F : R ´ Mod Ñ R ´ Mod dane przez:

F pAq “ HompA,Rq, A P ObpR ´ Modq oraz F pfq “ f˚, f P ArpR ´ Modq,

gdzie A f

›Ñ A1 oraz f˚ : HompA,Rq Ñ HompA1, Rq jest dane wzorem

f˚
p�q “ � ˝ f

jest funktorem kontrawariantnym, który jest specjalnym przypadkiem kontrawariantnego funkto-
ra hom. Oznaczamy go przez ˚ i nazywamy funktorem dualizacji. W szczególnoúci, gdy R “ F
jest cia≥em, a R ´ Mod staje siÍ kategoriπ przestrzeni wektorowych nad cia≥em F , otrzymujemy
w ten sposób konstrukcjÍ przestrzeni sprzÍøonej do danej przestrzeni wektorowej.
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(8) Przyporzπdkowanie ˚˚ : R ´ Mod Ñ R ´ Mod dane przez:

A˚˚
“ pA˚

q
˚, A P ObpR ´ Modq oraz f˚˚

“ pf˚
q

˚, f P ArpR ´ Modq,

jest funktorem kowariantnym zwanym funktorem podwójnej dualizacji (albo bidualizacji).

Definicja 11.3. Niech C i D bÍdπ kategoriami, niech F,G : C Ñ D bÍdπ funktorami kowariantnymi.
Transformacjπ naturalnπ ↵ pomiÍdzy F i G nazywamy klasÍ morfizmów ↵A : F pAq Ñ GpAq, A P ObpCq

takπ, øe dla kaødego A f

›Ñ B, A,B P ObpCq

Gpfq ˝ ↵A “ ↵B ˝ F pfq.

Innymi s≥owy takπ, øe nastÍpujπcy diagram jest przemienny:

F pAq
F pfq

//

↵A

✏✏

F pBq

↵B

✏✏

GpAq
Gpfq

// GpBq

Jeøeli wszystkie ↵A sπ izomorfizmami, to mówimy, øe ↵ jest naturalnπ równowaønoúciπ.

Definicja 11.4. Niech C i D bÍdπ kategoriami, niech F,G : C Ñ D bÍdπ funktorami kontrawariantnymi.
Transformacjπ naturalnπ ↵ pomiÍdzy F i G nazywamy klasÍ morfizmów ↵A : F pAq Ñ GpAq, A P ObpCq

takπ, øe dla kaødego A f

›Ñ B, A,B P ObpCq

F pfq ˝ ↵A “ ↵B ˝ Gpfq.

Innymi s≥owy takπ, øe nastÍpujπcy diagram jest przemienny:

F pAq
F pfq

// F pBq

GpAq
Gpfq

//

↵A

OO

GpBq

↵B

OO

Jeøeli wszystkie ↵A sπ izomorfizmami, to mówimy øe ↵ jest naturalnπ równowaønoúciπ.

Przyk≥ady:

(9) Dla dowolnej kategorii C i dowolnego funktora F : C Ñ C przyporzπdkowanie IpAq “ IA, A P

ObpCq, gdzie IA : F pAq Ñ F pAq jest dane przez

IA “ 1F pAq

jest naturalnπ równowaønoúciπ pomiÍdzy F oraz F zwanπ naturalnπ równowaønoúciπ iden-
tycznoúciowπ.

(10) Dla kategorii R ´ Mod rozwaømy funktor identycznoúciowy IR´Mod : R ´ Mod Ñ R ´ Mod
dany przez

IR´ModpAq “ A,A P ObpR ´ Modq oraz IR´Modpfq “ f, A
f

›Ñ A1
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i funktor podwójnej dualizacji ˚˚ : R ´ Mod Ñ R ´ Mod dany przez

A˚˚
“ pA˚

q
˚

“ HompHompA,Rq, Rq, A P ObpR ´ Modq

oraz
f˚˚

“ pf˚
q

˚, A
f

›Ñ A1

gdzie f˚˚ : A˚˚
Ñ A1˚˚ jest dane przez

f˚˚
p q “  ˝ f˚, HompA,Rq “ A˚  

›Ñ R

oraz f˚ : A1˚
Ñ A˚ jest dane przez

f˚
p q “  ˝ f, A1  

›Ñ R.

Przyporzπdkowanie ✓pAq “ ✓A, A P R ´ Mod, gdzie ✓A : A Ñ A˚˚ jest dane przez

✓Apaq “ a˚

gdzie a˚ : HompA,Rq “ A˚
Ñ R jest dane przez

a˚
p q “  paq, A

 

›Ñ R

jest transformacjπ naturalnπ pomiÍdzy IR´Mod i ˚˚. Jeøeli R “ F jest cia≥em, zaú R ´ Mod
zastπpimy kategoriπ skoÒczeniewymiarowych przestrzeni wektorowych nad cia≥em F , to ✓ jest
naturalnπ równowaønoúciπ (co odpowiada temu, øe przestrzenie wektorowe V oraz V ˚˚ sπ izo-
morficzne, zaú dla danej bazy v1, . . . , vn przestrzeni V , v˚

1 , . . . , v
˚
n
jest bazπ przestrzeni V ˚˚).

Homomorfizm bÍdziemy nazywaÊ naturalnym jeøeli istniejπ dwa w miarÍ oczywiste funktory dla
których dany homomorfizm wyznacza transformacjÍ naturalnπ.
(11) Dla lewych R-modu≥ów A,B,C rozwaømy homomorfizm grup abelowych � : HompA ‘ B,Cq Ñ

HompA,Cq ‘ HompB,Cq dany przez

�pfq “ pf1, f2, q

gdzie f1 : A Ñ C jest dane przez

f1paq “ fpa, 0q

oraz f2 : B Ñ C jest dane przez
f2pbq “ fp0, bq.

Wówczas � jest naturalny wzglÍdem B w nastÍpujπcym sensie: ustalmy dwa modu≥y A i C,
zapiszmy �B zamiast � i rozwaømy nastÍpujπcy diagram przemienny:

HompA ‘ B,Cq
�B
// HompA,Cq ‘ HompB,Cq

HompA ‘ B1, Cq
�

1
B

//

Homp1A‘f,1Cq

OO

HompA,Cq ‘ HompB1, Cq

Homp1A,1Cq‘Hompf,1Cq

OO

gdzie 1A ‘ f : A ‘ B Ñ A ‘ B1 jest dane przez

1A ‘ fpa, bq “ pa, fpbqq,

oraz Homp1A ‘ f, 1Cq : HompA ‘ B1, Cq Ñ HompA ‘ B,Cq jest dane przez

Homp1A ‘ f, 1Cqp↵q “ ↵ ˝ 1A ‘ f,
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tzn. tak, øe nastÍpujπcy diagram jest przemienny:

A ‘ B
Homp1A‘f,1Cqp↵q

//

1A‘f

✏✏

C

1C

✏✏

A ‘ B1
↵

// C,

podczas gdy Homp1A, 1Cq‘Hompf, 1Cq : HompA,Cq‘HompB1, Cq Ñ HompA,Cq‘HompB,Cq

jest dane przez
Homp1A, 1Cq ‘ Hompf, 1Cqp↵1,↵2q “ p↵1,↵2 ˝ fq

tzn. tak, øe nastÍpujπce diagramy sπ przemienne:

A
↵1
//

1A
✏✏

C

1C
✏✏

A
↵1

// C,

B
↵2
//

f

✏✏

C

1C
✏✏

B1
// C,

W ten sposób wyznaczamy naturalnπ równowaønoúÊ pomiÍdzy funktorami

B fiÑ HompA ‘ B,Cq, f fiÑ Homp1A ‘ f, 1Cq

oraz
B fiÑ HompA,Cq ‘ HompB,Cq, f fiÑ Homp1A, 1Cq ‘ Hompf, 1Cq.

W podoby sposób sprawdzamy, øe � jest naturalny wzglÍdem A oraz C.


