Funktory reprezentowalne

Definicja: Niech C bedzie kategoria, niech T : C — Set bedzie
funktorem kowariantnym. T nazywamy funktorem
reprezentowalnym jezeli dla pewnego obiektu A w C istnieje
naturalna rownowaznos¢ o pomiedzy funktorem kowariantnym
ha = home¢(A,-) a funktorem T'. Para (A, «) jest nazywana

reprezenacjg T', za§ o T méwimy, ze jest reprezentowany przez
obiekt A.



Niech C bedzie kategoria, niech T : C — Set bedzie funktorem
kontrawariantnym. 1" nazywamy funktorem reprezentowalnym
jezeli dla pewnego obiektu B w C istnieje naturalna
réwnowaznos$é¢ [ pomiedzy funktorem kontrawariantnym

h® = home(-, B) a funktorem T'. Para (B, a) jest nazywana

reprezentacjg T, za$ o T méwimy, ze jest reprezentowany przez
obiekt B.



Definicja:

Niech C bedzie kategoria, niech T : C — Set bedzie funktorem
kowariantnym. Zdefiniujmy kategorie Cr nastepujaco:

Obiekty pary (C,s), gdzie C' € Ob(C), s € T(C);
Morfizmy (C, s) EN (D, t) jest morfizmem C ENy)) takim, ze

T(f)(s) = t e T(D).

Obiekt poczatkowy w kategorii Cr nazywamy elementem
poczgtkowym funktora T'.



Nech C bedzie kategoria, niech T : C — Set bedzie funktorem
kontrawariantnym. Zdefiniujmy kategorie C* nastepujaco:

Obiekty pary (C,s), gdzie C' € Ob(C), s € T(C);
Morfizmy (C, s) EN (D,t) jest morfizmem C ENy)) takim, ze

T(f)(t) = s € T(C).

Obiekt koncowy w kategorii CT' nazywamy elementem
koncowym funktora T



Lemat
Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem
kowariantnym, niech A € Ob(C).

1. Jesli a: hy — T jest transformacjg naturalng pomiedzy ha

oraz T i u = ay(lg) e T(A), to, dla dowolnego obiektu
C € Ob(C) oraz g € home(A,C)

2. Jesliue T(A) i dla kazdego obiektu C € Ob(C)
odwzorowanie fc : home(A,C) — T(C) zdefiniowane jest
wzorem g — T(g)(u), to B:ha — T jest naturalng
transformacjq takq, Ze Ba(la) = u.



Twierdzenie
Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem

kowariantnym. Wowczas istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$é pomiedzy klasg X wszystkich reprezentacyi
funktora T i klasq Y wszystkich elementow poczgtkowych
funktora T dana wzorem

(A, a) — (A,aA(lA)).



Whniosek

Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem
kowariantnym. Jesli (A, «) oraz (B, ) sq reprezentacjami
funktora T, to wowczas istnieje jednoznacznie wyznaczony
morfizm f: A — B taki, Ze nastepujgcy diagram jest
przemienny dla dowolnych C € Ob(C):

hp(C) = home(B,C)

hom(f,1¢) T(C)

ha(C) = home(A,C)



Wniosek (lemat Yonedy)

Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem
kowariantnym, niech A € Ob(C). Wowczas istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiedniosé pomiedzy zbiorem T(A) i zbiorem
Nat(ha,T) wszystkich transformacji naturalnych pomiedzy
kowariantnym funktorem ha a funktorem T. Bijekcja ta jest
naturalng w A oraz T.



