
Funktory reprezentowalne

Definicja: Niech C będzie kategorią, niech T : C Ñ Set będzie
funktorem kowariantnym. T nazywamy funktorem
reprezentowalnym jeżeli dla pewnego obiektu A w C istnieje
naturalna równoważność α pomiędzy funktorem kowariantnym
hA “ homCpA, ¨q a funktorem T . Para pA,αq jest nazywana
reprezenacją T , zaś o T mówimy, że jest reprezentowany przez
obiekt A.



Niech C będzie kategorią, niech T : C Ñ Set będzie funktorem
kontrawariantnym. T nazywamy funktorem reprezentowalnym
jeżeli dla pewnego obiektu B w C istnieje naturalna
równoważność β pomiędzy funktorem kontrawariantnym
hB “ homCp¨, Bq a funktorem T . Para pB,αq jest nazywana
reprezentacją T , zaś o T mówimy, że jest reprezentowany przez
obiekt B.



Definicja:

Niech C będzie kategorią, niech T : C Ñ Set będzie funktorem
kowariantnym. Zdefiniujmy kategorię CT następująco:

Obiekty pary pC, sq, gdzie C P ObpCq, s P T pCq;

Morfizmy pC, sq
f
ÝÑ pD, tq jest morfizmem C

f
ÝÑ D takim, że

T pfqpsq “ t P T pDq.

Obiekt początkowy w kategorii CT nazywamy elementem
początkowym funktora T .



Nech C będzie kategorią, niech T : C Ñ Set będzie funktorem
kontrawariantnym. Zdefiniujmy kategorię CT następująco:

Obiekty pary pC, sq, gdzie C P ObpCq, s P T pCq;

Morfizmy pC, sq
f
ÝÑ pD, tq jest morfizmem C

f
ÝÑ D takim, że

T pfqptq “ s P T pCq.

Obiekt końcowy w kategorii CT nazywamy elementem
końcowym funktora T .



Lemat
Niech C będzie kategorią, niech T : C Ñ Set będzie funktorem
kowariantnym, niech A P ObpCq.

1. Jeśli α : hA Ñ T jest transformacją naturalną pomiędzy hA
oraz T i u “ αAp1Aq P T pAq, to, dla dowolnego obiektu
C P ObpCq oraz g P homCpA,Cq

αCpgq “ T pgqpuq.

2. Jeśli u P T pAq i dla każdego obiektu C P ObpCq
odwzorowanie βC : homCpA,Cq Ñ T pCq zdefiniowane jest
wzorem g ÞÑ T pgqpuq, to β : hA Ñ T jest naturalną
transformacją taką, że βAp1Aq “ u.



Twierdzenie
Niech C będzie kategorią, niech T : C Ñ Set będzie funktorem
kowariantnym. Wówczas istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiedniość pomiędzy klasą X wszystkich reprezentacji
funktora T i klasą Y wszystkich elementów początkowych
funktora T dana wzorem

pA,αq ÞÑ pA,αAp1Aqq.



Wniosek
Niech C będzie kategorią, niech T : C Ñ Set będzie funktorem
kowariantnym. Jeśli pA,αq oraz pB, βq są reprezentacjami
funktora T , to wówczas istnieje jednoznacznie wyznaczony
morfizm f : AÑ B taki, że następujący diagram jest
przemienny dla dowolnych C P ObpCq:

hBpCq “ homCpB,Cq

hompf,1Cq
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Wniosek (lemat Yonedy)
Niech C będzie kategorią, niech T : C Ñ Set będzie funktorem
kowariantnym, niech A P ObpCq. Wówczas istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiedniość pomiędzy zbiorem T pAq i zbiorem
NatphA, T q wszystkich transformacji naturalnych pomiędzy
kowariantnym funktorem hA a funktorem T . Bijekcja ta jest
naturalna w A oraz T .


