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10. Wyk≥ad 10: Kategorie: ekwalizatory, jπdra, obrazy

Definicja 10.1. Niech C bÍdzie kategoriπ. Obiekt I kategorii C nazywamy obiektem poczπtkowym
(lub uniwersalnym), jeøeli dla kaødego obiektu C kategorii C istnieje dok≥adnie jeden morfizm I

i
›Ñ C.

Obiekt T kategorii C nazywamy obiektem koÒcowym (lub kouniwersalnym), jeøeli dla kaødego
obiektu C kategorii C istnieje dok≥adnie jeden morfizm C

t
›Ñ T .

Obiekt Z kategorii C nazywamy obiektem zerowym, jeøeli jest równoczeúnie obiektem poczπtkowym
i koÒcowym.

Przyk≥ady:

(31) Rozwaømy kategoriÍ Grp. Obiektem poczπtkowym i jednoczeúnie koÒcowym jest grupa trywialna
t1u.

(32) Rozwaømy kategoriÍ Ab. Obiektem poczπtkowym i jednoczeúnie koÒcowym jest grupa trywialna
t1u.

(33) Rozwaømy kategoriÍ R ´ Mod. Obiektem poczπtkowym i jednoczeúnie koÒcowym jest modu≥
trywialny t0u.

Uwaga 10.1. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech tAi : i P Iu bÍdzie rodzinπ obiektów kategorii C. Niech D
bÍdzie kategoriπ, której obiektami sπ pary pB, tfi : i P Iuq, gdzie B fi

›Ñ Ai sπ morfizmami w kategorii C,
i P I, zaú morfizmy z klasy HomppB, tfi : i P Iuq, pC, tgi : i P Iuqq zdefiniowane sπ jako morfizmy B h

›Ñ C
z kategorii C takie, øe

gi ˝ h “ fi.

Wówczas produkt
±

iPI Ai istnieje w kategorii C wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje obiekt koÒcowy
p
±

iPI Ai, t⇡i : i P Iuq w kategorii D.

Prosty dowód powyøszej uwagi pozostawiamy jako Êwiczenie Czytelnikowi.

Uwaga 10.2. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech tAi : i P Iu bÍdzie rodzinπ obiektów kategorii C. Niech D
bÍdzie kategoriπ, której obiektami sπ pary pB, tfi : i P Iuq, gdzie Ai

fi
›Ñ B sπ morfizmami w kategorii C,

i P I, zaú morfizmy z klasy HomppB, tfi : i P Iuq, pC, tgi : i P Iuqq zdefiniowane sπ jako morfizmy B h
›Ñ C

z kategorii C takie, øe
h ˝ fi “ gi.

Wówczas koprodukt
≤

iPI Ai istnieje w kategorii C wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje obiekt poczπtkowy
p
≤

iPI Ai, t◆i : i P Iuq w kategorii D.

Prosty dowód powyøszej uwagi pozostawiamy jako Êwiczenie Czytelnikowi.

Uwaga 10.3. Niech C bÍdzie kategoriπ konkretnπ, niech F bÍdzie obiektem kategorii C, niech X bÍ-
dzie niepustym zbiorem, niech f : X Ñ F bÍdzie odwzorowaniem zbiorów. Niech D bÍdzie kategoriπ,
której obiektami sπ pary pB, gq, gdzie g : X Ñ B sπ funkcjami miÍdzy zbiorami, zaú morfizmy z klasy
HomppB, gq, pC, hqq zdefiniowane sπ jako morfizmy B �

›Ñ C z kategorii C takie, øe

� ˝ g “ h.

Wówczas F jest obiektem wolnym w kategorii C wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje obiekt poczπtkowy pF, fq

w kategorii D.

Prosty dowód powyøszej uwagi pozostawiamy jako Êwiczenie Czytelnikowi.

Uwaga 10.4. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech C P ObpCq, niech 0 bÍdzie obiektem zerowym. Wówczas:
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(1) jednoznacznie wyznaczony morfizm 0 Ñ C jest monomorfizmem kategoryjnym;
(2) jednoznacznie wyznaczony morfizm C Ñ 0 jest epimorfizmem kategoryjnym.

Prosty dowód powyøszej uwagi pozostawiamy jako Êwiczenie Czytelnikowi.

Definicja i uwaga 10.1. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech 0 bÍdzie obiektem zerowym. Wówczas dla
kaødej pary obiektów C,D P ObpCq istnieje dok≥adnie jeden morfizm C

0C,D
›››Ñ D taki, øe

f ˝ 0C,D “ 0C,E oraz 0C,D ˝ g “ 0B,D,
dla dowolnych morfizmów h P HompD,Eq oraz g P HompB,Cq. Morfizm 0C,D nazywamy morfizmem
zerowym.

Prosty dowód powyøszej uwagi pozostawiamy jako Êwiczenie Czytelnikowi.

Definicja 10.2. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech C,D P ObpCq, niech C
f
›
›Ñ
g

D bÍdπ morfizmami. Ekwali-

zatorem (lub jπdrem róønicy) pary f, g nazywamy parÍ pE, eq z≥oøonπ z obiektu E i morfizmu E e
›Ñ C

takich, øe
(1) f ˝ e “ g ˝ e;
(2) jeúli A jest dowolnym obiektem, a A h

›Ñ C jest morfizmem takim, øe

f ˝ h “ g ˝ h,

to wówczas istnieje dok≥adnie jeden morfizm A
h
›Ñ E taki, øe

e ˝ h “ h.

Innymi s≥owy diagram

E
e
// C

f
//

g
// D

A

h

OO�

�

� h

??

~

~

~

~

~

~

~

~

jest przemienny.
Koekwalizatorem (lub kojπdrem róønicy) pary f, g nazywamy parÍ pQ, qq z≥oøonπ z obiektu E i
morfizmu D q

›Ñ Q takich, øe
(1) q ˝ f “ q ˝ g;
(2) jeúli F jest dowolnym obiektem, a D k

›Ñ F jest morfizmem takim, øe

k ˝ f “ k ˝ g,

to wówczas istnieje dok≥adnie jeden morfizm Q
k
›Ñ F taki, øe

k ˝ q “ k.

Innymi s≥owy diagram

C
f
//

g
// D

q
//

k
��

?

?

?

?

?

?

?

?

Q

k
✏✏

�

�

�

F
jest przemienny.
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Przyk≥ady:

(37) Rozwaømy kategoriÍ Set. Niech C,D P ObpSetq, niech C
f
›
›Ñ
g

D bÍdπ morfizmami. Zdefiniujmy

E “ tc P C : fpcq “ gpcqu

oraz E e
›Ñ C niech bÍdzie inkluzjπ. Wówczas pE, eq jest ekwalizatorem pary f, g.

(38) Rozwaømy kategoriÍ Grp. Niech C,D P ObpGrpq, niech C
f
›
›Ñ
g

D bÍdπ morfizmami. Zdefiniujmy

E “ tc P C : fpcq “ gpcqu

oraz E e
›Ñ C niech bÍdzie inkluzjπ. Wówczas pE, eq jest ekwalizatorem pary f, g.

(39) Rozwaømy kategoriÍ Rng. Niech C,D P ObpRngq, niech C
f
›
›Ñ
g

D bÍdπ morfizmami. Zdefiniujmy

E “ tc P C : fpcq “ gpcqu

oraz E e
›Ñ C niech bÍdzie inkluzjπ. Wówczas pE, eq jest ekwalizatorem pary f, g.

(40) Rozwaømy kategoriÍ R ´ Mod. Niech C,D P ObpR ´ Modq, niech C
f
›
›Ñ
g

D bÍdπ morfizmami.

Zdefiniujmy
E “ tc P C : fpcq “ gpcqu

oraz E e
›Ñ C niech bÍdzie inkluzjπ. Wówczas pE, eq jest ekwalizatorem pary f, g.

(41) Rozwaømy kategoriÍ Grp. Niech C,D P ObpSetq, niech C
f
›
›Ñ
g

D bÍdπ morfizmami. Zdefiniujmy

Q1
“ najmniejsza podgrupa normalna grupy D zawierajπca tfpcqgpcq´1 : c P Cu

oraz D q
›Ñ D{Q1

“ Q niech bÍdzie epimorfizmem kanonicznym. Wówczas pQ, qq jest koekwaliza-
torem pary f, g.

Uwaga 10.5. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech C,D P ObpCq, niech C
f
›
›Ñ
g

D bÍdπ morfizmami, niech pE, eq

bÍdzie ekwalizatorem, a pQ, qq koekwalizatorem pary f, g. Wówczas:
(1) e jest monomorfizmem kategoryjnym;
(2) q jest epimorfizmem kategoryjnym.

Prosty dowód powyøszej uwagi pozostawiamy jako Êwiczenie Czytelnikowi.

Definicja 10.3. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech 0 bÍdzie obiektem zerowym, niech C,D P ObpCq, niech
C

f
›Ñ D bÍdzie morfizmem. Jπdrem morfizmu f nazywamy ekwalizator pE, eq pary f, 0C,D. Ekwalizator

pE, eq oznaczamy wówczas pKerf, ker fq.
Kojπdrem morfizmu f nazywamy koekwalizator pQ, qq pary f, 0C,D. Koekwalizator pQ, qq oznaczamy
wówczas pCokerf, coker fq.

Wniosek 10.1. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech 0 bÍdzie obiektem zerowym, niech C,D P ObpCq, niech
C

f
›Ñ D bÍdzie morfizmem. Wówczas:
(1) ker f jest monomorfizmem oraz f ˝ ker f “ 0Kerf,D;
(2) coker f jest epimorfizmem oraz coker f ˝ f “ 0C,Cokerf .
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Prosty dowód powyøszego wniosku pozostawiamy jako Êwiczenie Czytelnikowi.
Przyk≥ady:

(42) Rozwaømy kategoriÍ Grp. Niech C,D P ObpGrpq, niech C f
›Ñ D bÍdzie morfizmem. Jπdrem f jest

para pKerf, ker fq, gdzie
Kerf “ tc P C : fpcq “ 0u

oraz oraz Kerf
ker f
››Ñ C jest inkluzjπ.

(43) Rozwaømy kategoriÍ Grp. Niech C,D P ObpGrpq, niech C f
›Ñ D bÍdzie morfizmem. Kojπdrem f

jest para pCokerf, coker fq, gdzie

Cokerf “ D{Imf

oraz D coker f
››››Ñ Cokerf jest epimorfizmem kanonicznym.

Definicja 10.4. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech A,B, Z P ObpCq.

(1) Niech A
f
›Ñ Z oraz B g

›Ñ Z bÍdπ morfizmami. Pulbakiem (lub produktem w≥óknistym al-
bo kwadratem kartezjaÒskim) pary f, g nazywamy trójkÍ pP, p, qq z≥oøonπ z obiektu P oraz
morfizmów P

p
›Ñ A oraz P q

›Ñ B takich, øe:
(a) f ˝ p “ g ˝ q;
(b) dla dowolnego obiektu Q wraz z morfizmami Q r

›Ñ A oraz Q s
›Ñ B takimi, øe f ˝ r “ g ˝ s,

istnieje dok≥adnie jeden morfizm Q
u
›Ñ P taki, øe r “ p ˝ u oraz s “ q ˝ u; innymi s≥owy

nastÍpujπcy diagram:
Q

r

  

s

��

u
?

?

��

?

?

P
p

✏✏

q
// B

g
✏✏

A
f
// Z

jest przemienny. Obiekt P oznaczamy przez AˆZ B, o morfizmie p mówimy, øe jest pulba-
kiem g wzd≥uø f , a o morfizmie q, øe jest pulbakiem f wzd≥uø g.

(2) Niech Z
f
›Ñ A oraz Z g

›Ñ B bÍdπ morfizmami. Puszautem (lub koproduktem w≥óknistym
albo kwadratem kokartezjaÒskim) pary f, g nazywamy trójkÍ pP, p, qq z≥oøonπ z obiektu P
oraz morfizmów A

p
›Ñ P oraz B q

›Ñ P takich, øe:
(a) p ˝ f “ q ˝ g;
(b) dla dowolnego obiektu Q wraz z morfizmami A r

›Ñ Q oraz B s
›Ñ Q takimi, øe r ˝ f “ s ˝ g,

istnieje dok≥adnie jeden morfizm P
u
›Ñ Q taki, øe r “ u ˝ p oraz s “ u ˝ q; innymi s≥owy

nastÍpujπcy diagram:
Q
QQ

r

mm

s
__

u
?

?

?

?

P
OO

p

oo

q
B
OO

g

A oo
f

Z
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jest przemienny. Obiekt P oznaczamy przez A YZ B, o morfizmie p mówimy, øe jest pu-
szautem g wzd≥uø f , a o morfizmie q, øe jest puszautem f wzd≥uø g.

Uwaga 10.6. Niech C bÍdzie kategoriπ. Wówczas w kategorii C istniejπ produkty binarne i ekwalizatory
wtedy i tylko wtedy, gdy istniejπ w niej pulbaki.

Dowód. pñq: Za≥óømy, øe w kategorii C istniejπ produkty dwóch elementów oraz ekwalizatory. Ustalmy
A,B, Z P ObpCq wraz z morfizmami A f

›Ñ Z oraz B g
›Ñ Z i rozwaømy produkt A ˆ B obiektów A i B

wraz z rzutowaniami kanonicznymi A ˆ B
⇡1
›Ñ A oraz A ˆ B

⇡2
›Ñ B. Rozwaømy diagram

A ˆ B
f˝⇡1
›
›
›
›

›
›Ñ

g˝⇡2

Z.

Niech pP, eq bÍdzie ekwalizatorem pary f ˝ ⇡1 i g ˝ ⇡2:

P
e

›Ñ A ˆ B
f˝⇡1
›
›
›
›

›
›Ñ

g˝⇡2

Z.

Wówczas pP, ⇡1 ˝ e, ⇡2 ˝ eq jest pulbakiem pary f, g. Istotnie, oczywiúcie f ˝ ⇡1 ˝ e “ g ˝ ⇡2 ˝ e. Ustalmy
obiekt Q wraz z morfizmami Q r

›Ñ A oraz Q s
›Ñ B takimi, øe f ˝ r “ g ˝ s. Wobec w≥asnoúci uniwersalnej

produktu istnieje dok≥adnie jeden morfizm Q
�
›Ñ A ˆ B taki, øe

⇡1 ˝ � “ r oraz ⇡2 ˝ � “ s.

Wobec w≥asnoúci uniwersalnej ekwalizatora istnieje dok≥adnie jeden morfizm Q
�
›Ñ P taki, øe diagram

P
e
// A ˆ B

f˝⇡1
//

g˝⇡2

// Z

Q

�

OO�

�

� �

<<

x

x

x

x

x

x

x

x

x

jest przemienny. Wobec tego diagram

Q

r

  

s

��

�
?

?

��

?

?

P
⇡1˝e

✏✏

⇡2˝e
// B

g
✏✏

A
f
// Z

równieø jest przemienny.
pq: Êwiczenie. ⇤
Uwaga 10.7. Niech C bÍdzie kategoriπ. Wówczas w kategorii C istniejπ koprodukty binarne i koekwali-
zatory wtedy i tylko wtedy, gdy istniejπ w niej puszauty.

Prosty dowód powyøszej uwagi pozostawiamy jako Êwiczenie Czytelnikowi.
Przyk≥ady:

(44) Rozwaømy kategoriÍ Set. Niech A,B, Z P ObpGrpq, niech A f
›Ñ Z oraz B g

›Ñ Z bÍdπ morfizmami.
Pulbakiem pary f, g jest zbiór:

A ˆZ B “ tpa, bq P A ˆ B : fpaq “ gpbqu
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wraz z morfizmami AˆZ B
p
›Ñ A i AˆZ B

q
›Ñ B bÍdπcymi zwÍøeniem kanonicznych rzutowaÒ do

zbioru A ˆZ B.


