Zestaw zadan 2: Automorfizmy afinicznych przestrzeni ortogonalnych

(1) Wykazaé, ze:
(a) przeksztalcenie liniowe ¢ : V. — W jest réznowartosciowe (na) wtedy i tylko wtedy, gdy
przeksztalcenie ¢* : W* — V* jest na (réznowartosciowe);
(b) endomorfizm ¢ € End(V') niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej jest réznowartosciowy
(na) wtedy i tylko wtedy, gdy endomorfizm sprzezony ¢° jest na (ré6znowartosciowy);
(c) Keryp® = (Imp)*, Imp® = (Kerp)*.

(2) Udowodni¢ nast nastepujacy wzor na endomorfizm sprzezony: jesli (vy, ve,...,v,) jest baza pro-
stopadla niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej (V,§), to
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(3) Obliczy¢ endomorfizm sprzezony ¢* z endomorfizmem ¢ : R[X]; — R[X], przestrzeni wielomia-
néw stopnia < 2 okreslonym wzorem ¢(f) = X2f (%), jesli £(f,g) = f(0)g(0) + f7(0)gr(0) +
f"(0)g"(0).

(4) Udowodnié: jedli U jest podprzestrzenig niezmiennicza endomorfizmu samosprzezonego, to U~
jest tez podprzestrzenia niezmiennicza tego endomorfizmu.

(5) Niech A bedzie symetryczna macierza stopnia n nad ciatem F. Niech f : F™ — F™ bedzie
endomorfizmem o macierzy A w bazie kanonicznej, ¢ - formg dwuliniowg o macierzy A wzgledem
bazy kanonicznej, £ - zwyklym iloczynem skalarnym. Wykazaé, ze :

(a) wektory wtasne endomorfizmu f nalezace do réznych wartosci wlasnych sa prostopadte do
siebie wzgledem ( i wzgledem &;

(b) jesli baza (vq,...,v,) przestrzeni F" jest baza prostopadia zaréwno dla ¢ jak i dla &, to jest
to baza ztozona z wektorow wtasnych endomorfizmu f.

(6) Sprawdzi¢, ze symetria hiperplaszczyznowa jest przeksztalceniem samosprzezonym.

(7) Wykazaé, ze rzut prostopadly (traktowany jako endomorfizm) jest przeksztalceniem samosprze-
zonym.

(8) Znalez¢ macierz ortogonalna C' taka, ze macierz CTAC jest diagonalna, jesli A =
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(9) Udowodnié¢, ze kazdy automorfizm ortogonalny niezdegenerowanej przestrzem ortogonalnej Jest
ztozeniem samosprzezonych automorfizméw ortogonalnych.



