Rozdzial VH

TEORIA MOCY

Zblorng i Y nazywamy réwnolicznymi, jesli istnieje odwzorovqame
fX—-->Y Plszemy wéwezas X ~Y lub X1lY

Mozna latwo pokazaé, ze dla kazdych Zbioréw X, Y i z Jesh X ~Y
i Y~Z, to X~Z; JeéthvY to. Y~X1wkoﬂcuX~X;

Kazdemu zbiorowi przyporzadkowujemy pewien obiekt zwaziy Izczbq
kardynaing. Liczby kardynalne oznaczamy zazwyezaj literagni" gotychego
lub hebrajskiego alfabetu (ew. z indeksami). Jesli zbiorowi X,Jest gtzypp
rzadkowana liczba m, to piszemy X = m. Zbiorem rémohcmym piszypo-v
rzadkowujemy te samg liczbg kardynalng. Tak wigc: ? 7-% X~Y.
Liczbe kardynalng X nazywamy mocq zbioru X. W przypa&a', sgdy XiY
sa zbiorami skoficzonymi, X ~-¥ wtedy i tylko wtedy, gdy ‘ilo$é ele-
mentéw w zbiorze X jest réwna ilofci elementéw w-zhiorzg Y

Pojecie réwnolicznosci traktujeny jako Scisty odpomednik mtuicyjnego
pojecia. posiadania fej samej hczby elementéw. W zquku z tym,, wéh X
jest zbiorem skoficzonym, to X jest po prostu liczbg jego: dementéw G

Dla zbioréw nieskotficzonych Wprowadzamy nowe' hczhjp 6 'tak m:oc -v* ;
zbioru liczb naturalnych okreslamy liczba kardynalng Ny (alef zero), moc . ¢ W
zbioru- liczb rmy‘mstych oznagzamy przez ¢ (conﬁnuum), g

Zbiér X jest skaﬁczony jesli jest pusty lub istnieje tnka lfezba naﬁn'al;ng
k>0, & X~{0, .., k—1}. Zbiér {0, ., k—1} = {n.m <k} nzzywamy
tez wiaSciwym odcinkiem poczatkowym zbzom N (por str 84)

Zbiory skoficzone hib mocy N, nazywamy szora;m przekczabt}mz. |

Méwimy, 2 liczba kardynalna n,jest wigksza lub/ réyma m, (co zaplsn-
Jemy Przez m < n), jesh- lstmeja takie zbiory Xi Y&Ze s 2

2 emTP=n T R

Piszemy natomiast m < n,Jeéhm n vm # 1. Mampokazaé ze dla,
dowolnych liczb kardynalnyoh nri n mamy -
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W' pewnych rozwazaniach dotyczgcych mocy, zachodzn mekxedy ».',[‘
ieba korzystania z tzw. pewnika Wybom, ktéry mozna sformuldwaé w rf_
pujacy sposéb’
Jefli A = {A,},.T jest rodznu zbloréw takich, ze

1> 4, # O dla dowolnego teT,

2° A, nA,, = 0 dla dowolnych 4, teT, t, # 1, |
3T+#0, -
istnieje .zbiér S taki, Ze Sn A, =1 dla dowolnego teT :
Dowiesé, ze nastgpu]a‘ce z’biory A i B sq réwnohczne (zhd 71-7. 3
71. A={1,2}, B="{5"T}
12. A={xeN " x<T, B {xe./v\ 1 < x2 < 70}.

73. 4= {xe®" xf—2x+i‘=.‘b}, ={0}.

7.4. Dowieté, ze dla dowglngéh zbioréw 4, B i C mamy
a) A~A,. b)A~B--,=-BIwA, ) ANBAB~C= A~C. |
1.5. Dowiesé, Ze jesli A i B smz iorami skoriczonymi, to 4 ~B wted}
tylko wtedy, gdy A i B man t; shzm ilo&¢ elementéw.
Dowiesé, ze dla dowaqych zb;loréw AiB (zad. 7 6-7.9)"
7:6. Je§li A, ~B, i Asmp’, %Q ,.41 X Ay ~B; X B,. | 4
717 - Jesh AiﬁAg = 0§ Baﬁﬂsf*“ 0 oraz A1~Bl i AQNBz, N
(2 Ag ~ B, U B,.
78, JeSli A~BiC N (4 um%e{). to AuC~BuC
1.9. Jesli A ~B, to 9(11)»«#. By g
“Dowiesé, Ze nastgpumoe z‘bfdty s& przehczalne Podaé ktére z »
aja moc ¥, (zad. 7.10- 7. 13) !

7.10. {xe./V 10]x}. - ‘,\ ‘7.11 {xeR: V x = Iny}.
782 {xe.A/' V x-.--ssmy} 7.13 {xe./V' v x=tgy}. ',f
yeR - ye®R i

7.14. Dowméé e zbiér A Jest Mliczalny wtedy i tylko wtedy,
go elementy mozna' ustawié¢ w oiqg, “

7.15. Dowiesé, ze zbibr. A jest mocy b&,, (7 No) wtedy i tylko w
St jego elementy mozna ustaw:é W cxag meskonczony o wszystklch wyrd)
ich réznych. .



7.17. Dowwéé«, Ze Jeéll A i B ‘8§ zblorami pmehczalnymx, to A UB, :
{ 4nB, A-Bi A=B sa tel zbiorami przeliczalnymi. e ‘
- 7.18. Dowiesé, ze jeSli- A i B sg przeliczalne, to AXB tex Jest przeh-' %
! czalny. Jakie naleZy uczynié zalozZenie dodatkOWe, by mée tmerdmé ze ‘
 AxB ma moc ¥y? R
| 7.19. Dowies6, 2 jebli >N, t0 istnieje X; < X, i’ x, tak:le, ¥
R X~ Xl ~X. l.‘.

[ 7.20. Dowieéé, ze jefli {A,,},,E 4 jest rodzina zbioréw przchczalnych.

to U Ay tez jest zbiorem przeliczalnym.
ne./l" : ] ;
7.21. Dowiesé, e jeli {A,,},,e & jest rodzing zbloréw skonczonych, to BN

S A, jest przehczalny Kledy zbi6r ten jest mocy No?

nef k<n

Wyprowadzi¢ stad wniosek, Ze Zbiér wszystkich ciagdw skoﬁczonych
o wyrazach naturainych jest przehczalny -

7.22. Dowiesé, ze zbibr liczb calkowitych jest przeliczalny.

7.23. Dowiééé, %e zbiér liczb wymiernych jest przeliczalny.

7.24. Dowiesé, ze dla kazdego n zbi6r wielomiariow stopma n 0-wspol-
czynnikach wymiernych jest przeliczalny.

7.25. Dowie&é, ze dla kazdego n, zbidr

3 (xe® \ w V 0+ .+ X+0 =0} -
aoe#’ a,.e'f/' ‘ S .

" jest przeliczalny.

7.26. Dowiesé, Ze zbi6r wszystklch plerwmstkéw me],omlanév& 0 wspol-

czynnikach wymiernych jest przeliczalny. .

! 727 Dowieéé, ze kazdy zbiér roztacznych, polozonych na prostej odv-
" cinkéw, jest przeliczalny. oy
3 7.28. Dowi¢sé, 2e zbi6r ekstremow funkcjl clqglej 0 wartoémach rzeczy o
| wistych jest przeliczalny.
3 7.29. Dowiesé, 2¢ jesli f(x) jest funkc_}q monotomcznq o wartoéciach,
rzeczywistych, to"zbiér jej punktéw nieciggloSci jest przeliczalay, -
: Dowiesé, ze kazdy z nastepu;qcych zbioréw jest mocy Ny (zad.7. 30-\ _‘
. =7.36): ke
3 7.30. Zb16r odcmkéw polozonych na prostej, 0 k;ﬁcach wylmernyph.



< 7.32. Zbibr tréjkatdw réwnobocznych o Srodku cigzkosci w poczath
ultladu i jednym wierzchotkm o wipéirzednych wymiernych. 1

‘7.33. Zbidr zlozony Z rozlqcznych sze$cianéw pmstrzem tl'6] mig
| 7.34 Zbi6r zlozony z roz!acznth kéi poloZonych na ptaszc
~ 7.35. Zbi6ér macierzy o wyrazaeh wymlemych

,1.36. Zblér{xégl V x"c-':'#"}
net —{0}

737 Niech A4 bedzie zblorem ptzeliczalnym Dow1e§6, Ze zbiér wszy
kich skonczonych ¢iggébw Jakae da;lzq sie utworzy¢ z elementdw zbioru 4
jost przeliczalny. Kiedy taki zbnét ma moc N,? | »'
© 71.38. Znalezé moc zbiom cig __,",":' o elementach calkothach zb;eZny
do zera. = Y | ,
 17.39. Zsalezé moc zbwm ' ,_j[ 'f )
pewnego migjsca. CUoE .
~ 7.40. Dowiesé, ze mepqsty ibiér A jest przehczalny wiedy i ty
wtedy, gdy istnieje funkcja g* A" -> A
7.41. Dowiesé, 26 4 = &0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja funk
glftakle,ZefA-*.,VngV"*A y
7.42. Dowie§t, ze zbiér punkt, ,  'na prostej jest mocy 'C.
Dowiesé bez pomocy tzwpﬂantota{-Bemstema, Ze A ~B(zad 7.43-7. 50)
743. 4, B dowolne' dwa bdeinkt otwarte. | 1
~ 144. 4, B ~ dowolne dwa od in  domkniete.
745, 4 odcinek otwrty, %e—h’-«bd(}mek z jednym koficem.
~ 746. 4, B dowalne dwa ok .
> 747 4, B dowoine dwa ko,
~ 7.48. A —prosta, B otwa

' 7.49. A — prosta, B od(ml; domkmgty
' iota, B . prosta.

| '7:.51 Dowieét, ze zbi6r pmk%éw plamzyzny jest mocy ¢. -
. 1.52. Dowiet, e jesli 4 i B " zblbraml mocy ¢, to AU B i Ax
sa réwniez zbiorami mocy ¢. = . - 4

753, Dowmﬁé, jesli- 4 jest zbmrem przehcza]nym, a B zblor
mocy ¢, to 4 U B, B4, B-—-A\sg zbiorami mocy ¢. .3
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7.55. deeﬁé e Jeéh {A},e¢~3m 4l'odmuz mecy ¢ zbloréw przehczalu /
A; ma moc ¢. |

' pych, roztacznych i mepustych to l_i
ta

7.56. Dowies¢, ze j&ﬂl moc kazdego ze zbiortéw A, (te R) wynosm c,

to zbiér |J 4 ma réwhiez moc ¢,
taR

Sprawdzié, czy nastgpujace zbiory maja ‘moc ¢ (zad. 7. 57- -174)..
757 {xe®:-1<x<1}

758. {xeR V xXev}.
setN

759, {xe®R - 0<x}.

7.60. {xe R - x < 0}.

7.61. {(x,y) x€ RAyeRAX? =y}

7.62. {{x,9) 1 xeRANYyERAX = y}.

7.63. {{x, ) x’+y’ =1lAXERANYER}.

7.64. {{x,¥): xeRAyeRAY = fx)}, gdzie f jest dowolna, ale usta-
lona funkcja taka, ze f 2 — 2.

7.65. {{x,y) ‘XeRAYyERA V Xx— —y = w}.
we¥W

7.66. {{x,¥).: x€ RAYyERAX < 1}.
1.67. {x, > : x€ RAye RAX? =4},
7.68. {(x,y) : xe RAyeW AX? = 4}.
7.69. {£x, )'erAyeQAx<0Ay<0}
7.70. {x, P) XeRAYeERAOISx<IAOSY< i}
771 {{x,)e®?.x y< 1}.
7.72. {x,y) e R? x’+y" < 1},
173, {{x, ¥, 2) € R® x =y =2z} .
774, {{x,y,2)eR:0 x<1A0 y<IAD z<1}*
7 715. Dowiesé, Ze dla dowolnf:go n>0, zblér A" ma moc <. it
7 76. Dowiesé, ze jesli dlakazdego ne, A = {0, 1}, to P A, ma

moc <.

7.77. Dana Jest rodzina zbioréw przeliczalnych 4, taka, ze wszystkle
zbiory A, z wyjatkiem skofczonej. ilosci sa skorficzone.
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7:79. Domeéé ze dla dowolnych liczb kardynalnydh m,, my m,,,
Camy<m
b)m1<mama<tm»nu<na- -

" 7.80. Dowiesé, ze X < Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje tah Y% e
2e X~Y; _
K 81. Dome§6 e X< 7 wtedy i ty]ko wtedy, gdy 1stmeje f talne,
| 7.82 Dowies¢, Ze X s Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje f taki
‘ze f Y2 X.
7.83. Domeéé, 2e jesli X jest Zbiorem takim, %e X > # dla dowolneg‘
n, to Xv {a} =X dla dowolnego a. -
7.84. Dowiesé, zejesli X > &,,to dia dowolnego amamy X U {a} =
7.85. Dowiess, ze jesli {A,}na.s jest rodzing zbiorbéw niepustych tak .;j}

ze zbior (ne N A, <VyA ’Z,,\a 2} nie jest skoficzony, to P y
ne

. Kiedy P 4, =¢?
nae A

- Przypomnijmy, Ze przez “B oznaczamy zbiér odwzorowat f A - B. Tg i
wuche“Bevf A - B. Czsto’ Zbi6t ten oznacza si¢ takze jako B4,

W szezegblnosci, gdy B = {0, 1} zamlast B4 (ew. “B) piszemy 24
 7.86. Dowiesé, ze 24 ~P(4). ,_

~ 787, Dowiesé, ze jolli- 4 skoficzone i B > &o, to 4:~25,

. "1.88. Dowie&, 2e1&€hA1~311A, By, to to. 414, ~ BB,

.. 7.89, Dowiesé, ze jesli 4 i B sa. rothczne, to dla dowolnego C mam A
| “@eBe (40X (C). | | 4

790, Dowiesé, 2e (4 x B) ~%(4) Q(Fa)

791, Dowiesé, 26 T H =¢.

71.92. Dowiesé, ze jesli {4}iea Jestrodmnq zbioréw taluch, ze 4, >

dla kazdego fe R, to FA,>c

Lo teT o

' 7.93. Czy istnieje zbiér X taki, ze Q(X) No?
7,94, Dowisté, 20 jeéli X = M, to P(X) = ¢.

7.95. Dowiest, Ze nie istnicje zblér Xi funkcjaftaka zef: Xg 9('



7.98. dexcsé, ze liczb kardynalnych jest meskoﬁczeme wiele. ,

7.99. Dowiesé, .‘Ze]eéhAICBC:Agl.Al~A¢,t0A1~BlB~Ag

7.100. Dowiesé, Ze jeSli istnieje taka funkeja réznowartosciowa f cAX A, s
zeftAc:B’ABC:A, to A~B.




