Produkty grup.
Produkty i koprodukty grup

abelowych.
Produkty i koprodukty modutéw.



Uwaga
Niech (G, -) bedzie grupg, Hy, Ho < G. Nastepujgce warunki sq
réwnowazne:

1. G = H1Hs oraz Hy n Hy = {1},

2. kazdy element g € G ma jednoznaczne przedstawienie w

postaci

g = hiha,
gdzie hy € Hy oraz hg € Hs.



Dowod.

(1) = (2): Zalézmy, ze G = HiHy oraz Hy n Hy = {1}.
Zalézmy, ze dla pewnych hi, b} € Hy oraz ho, hly € Hy zachodzi
hiha = Wy hly. Wowezas (b))~ 'hy = hhhy ' € Hy n Hy = {1}, wiec
hy = b oraz hy = hi.

(2) = (1): Zalézmy, ze kazdy element g € G ma jednoznaczne
przedstawienie postaci g = hiho, gdzie hy € Hi, ho € Hs.
Woéwcezas oczywiscie G = HyHo. Zalézmy, ze g € Hy n Hs.
Wowcezas g =g-1=1-g. Zatem g = 1. O



Oznaczenie:

Gdy (G, +) zapisana jest w notacji addytywnej, piszemy
H;, + Hy zamiast HiH>.



Definicja
Niech (G, -) bedzie grupg, Hi, Hy < G.

1. G jest stabym iloczynem (sumg) wewnetrznym
podgrup Hy i Ho, gdy spelnia jeden (a wiec wszystkie)
warunk: Uwagi 0.1.

2. G jest stabym iloczynem (suma) pdélprostym
wewnetrznym podgrup Hy i Ho, gdy jest stabym
iloczynem (sumq) wewnetrznym oraz Hy < G lub Hy < G.

3. G jest stabym iloczynem (suma) prostym
wewnetrznym podgrup Hy i Ho, gdy jest stabym
iloczynem (sumq) wewnetrznym oraz Hy < G i Hy < G.



Przyktady:

1. Rozwazmy grupe D(n). Niech Obr(n) oznacza grupe
obrotéw, a Odb(n) dowolna dwuelementowa grupe
generowana przez odbicie. Wowczas
D(n) = Obr(n) - Odb(n) jest stabym iloczynem péiprostym
wewnetrznym, ale nie jest stabym iloczynem prostym
wewnetrznym.

2. Rozwazny grupe abelowa (A4, -). Kazda podgrupa grupy
abelowej jest normalna, a wigc

A jest stabym iloczynem wewnetrznym < A jest stabym
iloczynem potprostym wewnetrznym < A jest stabym
iloczynem prostym wewnetrznym.



Uwaga
Niech (G, -) bedzie grupg, Hy, Ho < G. Nastepujgce warunki sq
réwnowazne:
1. odwzorowanie ¢ : Hi x Hy — G dane wzorem
d(h1,h2) = hihy jest izomorfizmem;
2. G= HlHQ, H1 N H2 = {1} oraz
Vhl € H1Vh2 € Hg(hlhg = hghl);
3. G jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym podgrup Hi
i Ho.



Dowdd:

(1) = (2) : Poniewaz ¢ jest izomorfizmem, wiec jest surjekcja, a
zatem G = HiHs. Ustalmy hi € Hy, ho € Hy. Wowczas:

hihy = ¢(h1, ha) = ((¢(h1, he)) ™)' = (¢(hy', by ")~ = (hy'hy ") ™!

Przypusémy, ze istnieje 1 # g € Hy n Hy. Wowcezas
o(1,9) = g = ¢(g,1), whrew zalozeniu, ze ¢ jest izomorfizmem,
a wiec injekcja.



(2) = (3) : Wystarczy udowodnié, ze H; < G i Hy < G.
Ustalmy g € G i niech g = h1ho dla hy € Hy, hy € Hy. Ustalmy
h € Hi. Woéwczas:

ghg™' = hihoh(h1he) ™' = hihohhy'hT! = hihohy *hhT! = hihh! € |

a zatem gH g~ — H;. Podobnie pokazujemy, ze Hy < G.



(3) = (1) : Poniewaz G jest stabym iloczynem prostym
wewnetrznym, a wiec w szczegélnosci stabym iloczynem
wewnetrznym, wiec odwzorowanie ¢ jest dobrze okreslona
bijekcja. Ustalmy (hq, he), (b}, hY) € Hy x Hy. Wowczas:

@((h1, ha)-(hy, hy)) = @(hihy, hohy) = hihihohy = hihohyhly = ¢(ha, h

a wiec ¢ jest homomorfizmem.



Definicja
Niech Hy, Hy bedg grupami. Grupe Hi x Hy nazywamy
iloczynem (suma) prostym zewnetrznym grup Hy i Hs.



Oznaczenie:

Gdy H; i Hy zapisane sg w notacji addytywnej, piszemy

H{ ® Hy zamiast H; x Hsy. Ze wzgledu na izomorfizm z Uwagi
0.2, bedziemy na og6t méwié po prostu o iloczynach (sumach)
prostych, bez rozrézniania miedzy stabymi iloczynami (sumami)
prostymi wewnetrznymi a iloczynami (sumami) prostymi
zewnetrznymi. Opisane konstrukcje w naturalny sposéb
przenosza si¢ na dowolng skonczona liczbe grup. W ten sposéb
méwimy o iloczynach (sumach) prostych grup Hy, ..., Hy, ktére
oznaczaé bedziemy przez Hy X ... x Hy,lub H1 ® ... ®H, w
notacji addytywnej.



Konstrukcje te przenoszg sie takze na nieskoniczona liczbe grup.
Zobaczymy, ze w tym przypadku stabe iloczyny (sumy) i
iloczyny (sumy) na ogdél réznia sie od siebie.



Definicja i uwaga
Niech {G; : i € I} bedzie rodzing (moZliwie nieskonczong) grup,
niech

[[Gi={f:T—|]Gi:fi)eGi}

el el
bedzie produktem kartezjariskim rodziny zbioréw {G; : i € I}.
Jezeli f,g €| ];c; Gi, to iloczyn f - g definiujemy jako funkcje
f-9:1— U, Gi dang wzorem

f9() = f(i)g(i).

(I Lics Gi, ) jest grupg, ktorg nazywamy iloczynem prostym
zewnetrznym lub, krétko, produktem grup.
Ponadto definiujemy odwzorowania m; : | [,c; Gi — G; wzorem

dla i€ l. m, i€, sqg dobrze okreslonymi epimorfizmami grup,
ktore nazywamy epimorfizmami kanonicznymi.



Definicja i uwaga:
Niech {G; : i € I} bedzie rodzina (mozliwie nieskoniczona) grup,
niech
[[Gi={f:T—|]JGi:fi)eGi}
el el
bedzie produktem kartezjanskim rodziny zbioréw {G; : i € I}.
W zbiorze [ [, ; G; rozpatrzmy podzbior
HwGi ={fe H Gi: f(i) = 1g, dla prawie wszystkich i € I}.

iel el

Hoczyn f - g, dla f,g € | [;2; Gi definiujemy jak w grupie

[lie; Gi- (11527 Gi,-) jest grupa, ktéra nazywamy stabym
iloczynem prostym zewnetrznym. W przypadku, gdy
grupy Gj, i € I, sa abelowe, piszemy na ogét | [,.; G; i staby
iloczyn prosty zewnetrzny nazywamy koproduktem grup
abelowych, a w przypadku, gdy G;, i € I, sa abelowe i
zapisane w notacji addytywnej, piszemy na ogét > .., G; i
koprodukt grup abelowych nazywamy suma grup abelowych.



Ponadto definiujemy odwzorowania ¢; : G; — | [;2; Gi wzorem
a, dy j =1,
1i(a) = @, gdsie a(j) = SR
1Gj> gdy J#1,

dla i€ I. 15, i € I, s dobrze okreslonymi monomorfizmami
grup, ktére nazywamy monomorfizmami kanonicznymi.



Uwaga
Oczywiscie w przypadku, gdy I jest zbiorem skoriczonym

[ lic; Gi = 1127 Gi. Uzasadnia to terminologie przyjetq w
Definicji 0.2.



Uwaga

Niech (G,-) bedzie grupg, niech {H; : i € I} bedzie rodzing
(moZliwie nieskoriczong) podgrup normalnych grup G.
Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

1. G =11, G,
2. kazdy element g € G\{1} ma jednoznaczne przedstawienie w

postaci

g = hilhiz ---him

gdzie i1, ...,1, sqg roznymi elementami zbioru I oraz
hi, # 1, ke{l,...,n}.



Uwaga

Niech (G,-) bedzie grupq, niech {H; : i € I} bedzie rodzing

(moZzliwie nieskoriczong) podgrup normalnych grup G.
Wowczas, jezeli

1. G = U;es Hi) oraz

2. dla kazdego k € I, N 0 {Usen oy Hi ).
to G =~ L[zuél Hz



Dowdd:

Jezeli a € [ 3. H;, to wéwcezas a(i) = 1, dla prawie wszystkich
i € I. Niech zatem Iy bedzie skonczonyrn zbiorem

{iel:a(i)+#1}.

Woéwezas [ [,z a(i) jest dobrze zdefiniowanym elementem grupy
G, poniewaz dla a(i) € N; oraz a(j) € Nj, j # i, 1,j € I,
zachodzi a(i)a(j) = a(j)a(i), jako ze podgrupy H;, i € I, sa
normalne. W rezultacie odwzorowanie ¢ : [ i, H; — G dane

a) = [ Ja(i)

iEIO

el

jest dobrze okre$lonym homomorfizmem.



Ustalmy a € G. Poniewaz podgrupy {N; : i € I} generuja grupe
G, element a € G mozna zapisaé jako skoniczony iloczyn
elementéw z réznych podgrup INV;. Ponadto, poniewaz podgrupy
N;, i € I, sa normalne, mnozenie elementéw z réznych podgrup
N; i Nj, i # j, jest przemienne, element a € G mozemy zapisac
jako iloczyn

dla pewnego skonczonego podzbioru Iy < I. Tym samym
[ Lics, vilai) € [ Iie; Ni oraz

¢ (H Li(‘ﬁ)) = H¢Obz‘(ai) = Hai =a

iefo

i tym samym ¢ jest epimorfizmem.



Ustalmy a € ker ¢ i niech, jak poprzednio,
In={iel:a(i) # 1}. Powiedzmy, ze Iy = {i1,...,in}. WoOwczas

#(a) = [ lieg, = alin) - ... - a(in) = 1, skad W szczegdlnosci
a(iy)™t = a(iy) - ... a(in) € Ni, N < > = {1},
1610\{21}
a wiec a(i1) = 1. Powtarzajac ten sam argument dla i, ..., iy,

otrzymujemy, ze a = 1. Tym samym ¢ jest monomorfizmem.



Uwaga
Niech {G; : i € I} bedzie rodzing (mozliwie nieskoriczong) grup.
Wéwczas:

L TTies = Iies Gis

2. 1i(G;) < [ Lies Gi, dla kazdego i€ I.



Twierdzenie
Niech {G; : i € I} bedzie rodzing grup (lub grup abelowych), H
pewng grupg (lub grupg abelowq), niech {¢; : H — G; :i € I}
bedzie rodzing homomorfizmow grup. Wowczas istnieje
doktadnie jeden homomorfizm ¢ : H — | [,.; G; taki, Ze

Wio¢:¢ia

dla 1 € 1. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:

¢
H77>HielGi

Ponadto jesli grupa (lub grupa abelowa) G ma powyzszq

wlasnosé, to wowczas G = | [,.; Gi



Dowdd:

Dowdd przeprowadzimy dla grup, rozumowanie dla grup
abelowych jest identyczne. Pokazemy najpierw istnienie
stosownego homomorfizmu. W tym celu zdefiniujmy funkcje
¢: H — [];c; Gi wzorem

¢(a) = a, gdzie a(i) = ¢;(a).
Funkcja ta jest homomorfizmem, gdyz dla a,b e H zachodzi
ab(i) = ¢i(ab) = gi(a)u(b) = ali)b(i),
a wice ¢(ab) = G(a)$(b).



Homomorfizm ten jest wyznaczony jednoznacznie, zatézmy
bowiem, ze ¢' : H — [ [,.; Gi jest innym homomorfizmem
takim, ze m; 0 ¢’ = ¢;, dla i € I. Natenczas, dla dowolnego a € H:

¢(a)(i) = mi(¢(a)) = ¢i(a) = m(¢(a)) = ¢'(a)(d),

a wiec ¢(a) = ¢'(a), zatem ¢ = ¢’, wobec dowolnosci a € H.



Pozostaje sprawdzié, ze jezeli G jest grupa wraz z rodzing
epimorfizméw {7} : G — G, : i € I} taka, ze dla dowolnej grupy
H i rodziny homomorfizméw {¢; : H — G; : i € I} istnieje
dokladnie jeden homomorfizm ¢’ : H — G taki, ze

7T1'O(l5/ = ¢i7

to wowczas G = [ [,.; G;. Istotnie, zalézmy, ze G jest taka
wtadnie grupa i zastosujmy powyzsza wlasnos$é biorac w
charakterze grupy H i rodziny {¢; : H — G; : i € I} produkt
[ [,c; Gi wraz z rodzina epimorfizméw kanonicznych. Istnieje
zatem homomorfizm ¢’ : [[,.; — G taki, ze nastepujacy
diagram jest przemienny:

el

¢/
Hz’e[ Gi— -

G
G;.

(2

>



Na odwrét, korzystajac z wlasnosci uniwersalnej produktu,
biorac tym razem w charakterze grupy H i rodziny

{¢; : H— G, :i€ I} grupe G wraz z rodzing

{m} : G — G; : i€ I} otrzymujemy istnienie homomorfizmu
¢ : G — | ],c; Gi takiego, ze diagram

¢
-~ >Hie] Gi

T
G;

jest przemienny.



Laczac te dwa diagramy w jeden otrzymujemy:

skad w szczegdlnosci ¢’ o ¢ : G — G jest takim homomorfizmem,
ze i o (¢' o ¢) = 7. Korzystajac raz jeszcze z wlasnosci
uniwersalnej grupy G zastosowanej do niej samej wraz z
epimorfizmami {7 : G — G : i € I} wiemy, ze istnieje dokladnie
jeden homomorfizm o tej wlasnosci, co ¢’ o ¢. Z drugiej strony
widzimy, ze wlasno$¢ te trywialnie spetnia homomorfizm
identycznosciowy idg : G — G. Tym samym ¢’ o ¢ = idg.
Podobnie pokazujemy, ze takze ¢ o ¢/ = idl—[ie[ G;» a zatem, w
szczegblnosci, ¢ jest bijekcja, a wiec i izomorfizmem. o



Twierdzenie

Niech {G; : i € I} bedzie rodzing grup abelowych, H pewng grupg
abelowq, niech {¢; : G; — H : i € I} bedzie rodzing
homomorfizmow grup. Wowczas istnieje dokladnie jeden
homomorfizm ¢ : | [,.; Gi — H taki, Ze

iel
PotL = ¢
dla © € 1. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:
¢
[lieGi—-=H
L
Gi

Ponadto jesli grupa abelowa G ma powyiszqg wlasnosé, to

wowezas G = | [,o; Gi



Dowaod.

Pokazemy istnienie stosownego homomorfizmu. Dla ustalonego
a € [ [,c; Gi tylko dla skonczenie wielu indekséw i € I a(i) # 1 -
powiedzmy, ze Iy = {i € I : a; # 1} = {i1,...,i,}. Zdefiniujmy

zatem odwzorowanie ¢ : [ [..; G; — H wzorem

]-7 gdy a = 17
o]
biy(@iy) - di(ai,) = [ Liey, i(ai), gdy a# 1.

Korzstajac z faktu, ze H jest przemienna, bez trudu
sprawdzamy, ze ¢ jest homomorfizmem. Wprost z okreslenia ¢
wynika tez, ze ¢ ot = ¢;. Podobnie jak w poprzednim dowodzie
sprawdzamy, ze ¢ jest wyznaczone jednoznacznie oraz ze
wlasnos¢é uniwersalna definiuje koprodukt z doktadnoscia do
izomorfizmu. O



Definicja i uwaga
Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € I} bedzie ?“odzmq,
(moZliwie nieskoriczong) lewych R-moduléw, niech [ [,.; M.
bedzie produktem rodziny grup abelowych {M; : i € I}. Jezelz
a€ R orazme | ];.; M;, to iloczyn a - m definiujemy jako
funkcje a-m : I — J,c; M; dang wzorem

a-m(i) = am(i).

(I Lics M, -) jest lewym R-modulem, ktory nazywamy
produktem moduléw.
Ponadto definiujemy odwzorowania m; : | [,c; M; — M; wzorem

mi(m) = m(i),

dlaiel. m;, i €1, sqg dobrze okreslonymi epimorfizmams
modutow, ktore nazywamy epimorfizmami kanonicznymi.



Definicja i uwaga
Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € I} bedzie rodzing
(moZliwie nieskoriczong) lewych R-modutéw, niech Y, ; M;
bedzie koproduktem rodziny grup abelowych {M; : i€ I}. Jezeli
a€ R orazme Y, ; M;, toiloczyn a - m definiujemy jako
funkcje a-m : I — | J,.; M; dang wzorem

a-m(i) = am(i).

(Dies My, -) jest lewym R-modulem, ktory nazywamy
koproduktem (lub sumg) moduléw.
Ponadto definiujemy odwzorowania t; : M; — >:.; M; wzorem

m, gdy j =1,

Li(m) =m, gdzie m(j) = .
Onggy  gdy j # i,

dlaiel. 1;, i€ 1, sg dobrze okreslonymi monomorfizmami
modutow, ktore nazywamy monomorfizmami kanonicznymi.



Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € I} bedzie rodzing
lewych R-modutow, N pewnym lewym R-modutem, niech

{¢i : N - M, : i€ I} bedzie rodzing homomorfizméw moduléw.
Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm

¢: N — [,y Mi taki, ze

Wio¢:¢ia

dla 1 € 1. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:

¢
N77>Hz‘eIMi

Ponadto jesli modul M ma powyiszg wiasnosé, to wéwczas
M ~ Hie[ Mz



Twierdzenie

Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € I} bedzie rodzing
lewych R-modutow, N pewnym lewym R-modutem, niech

{¢i : M; — N i€ I} bedzie rodzing homomorfizméw moduléw.
Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm

¢ e My — N taki, ze

po= i,

dla 1 € 1. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:

@
Zz‘eIMi77>N

e

M;

Ponadto jesli modul M ma powyiszg wiasnosé, to wéwczas
M ~ Zie] Ml



Uwaga

Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i€ {1,...,n}} bedzie
skoniczong rodzing lewych R-modutéw. Wowczas

[Ty My = > M; i stosujemy oznaczenie My @ ... @ M,.



