Zestaw zadan 9: Wielomiany symetryczne, konstrukcja pierscienia utamkéw wzgledem
zbioru multyplikatywnego.

(1) Dany w1elom1an z pierscienia Z[x1, xo, x3] wyrazi¢ przez wielomiany symetryczne podstawowe:

a) .CEl + x2 —i— x3,
b) xlxg + xlxg + z125 + 1123 + 2323 + 1923,
c) :cl + x5 —i— :1:3,
d) z3x3 + 232l + :1:2:53
(2) Dany wielomian z pierécienia Z[xy, ..., x,] wyrazi¢ przez wielomiany symetryczne podstawowe:

) (3(1]1 -+ ) -+ (L’g)(ZEl -+ 3$2 —+ 1’3)(1'1 -+ ) + 31’3),
) () x3)(2f + 23) (23 + 23),
¢) (x7 + o + x3)(z1 + 23 + x3) (21 + 22 + 23).
(3) Dany wielomian z pierécienia Zs[x1, x2, 3] wyrazi¢ przez wielomiany symetryczne podstawowe:
a) (.CEliL’Q + 5133)(331.275 + 332)(232.T3 + 231),
b) (331 + 952)(3”1 + a3) (73 + 23),
(c) o% + 25 + 25,
(4) Obliczy¢ a2 + 23 + 23 + 22 + 22, gdzie x1, 29, 3, 24, T5 sa pierwiastkami wielomianu z° — 5z* +
62 — T2* + 8z — 9 € Clx].
(5) Obliczy¢ a3 +a3+x3+x3, gdzie xy, 19, 73, 24 sa pierwiastkami wielomianu 2* — 623 + 512 +22+7 €
Clz].
(6) Znalez¢ wielomian unormowany f € C[x] wiedzac, ze deg f = 3 oraz ze pierwiastki z;, xs, 73
wielomianu f sa kwadratami pierwiastkéw wielomianu z® — 322 + 42 — 1.
(7) W ciele Zy; rozwiaza¢ uktad réwnan:

(xl +xo+a3="7
(a) € 23423 +23 =2
| 2f + a5 + a3 = 2,
(ZL'l + 29+ 23 =2
(b) ¢ T1xo + T123 + Tox3 = 1
(2§ + 25 + a3 =0,
(xl +ax9+23=4
(c) § 22x3 + 2322 + 2322 =5
| £1%2%3 = 3,
(xl +294+23=0
(d) a2 +a34+23=7
\ (x1 4+ z2) (21 + x3) (29 + 23) = 8,
(1‘1272 + x1x30903 = 1
() S22+ 23422 =2
\xi’—l—x%’—i—xg =0.
(8) Sprawdzi¢, ze dany podzbior S dziedziny catkowitosci A jest podzbiorem multyplikatywnym:
(a) A dowolne, S = A\ {0},
(b) A dowolne, S =1+ I, gdzie I jest ideatem wtasciwym pierécienia A,
(¢c) A=7Z,S ={n€Z:ptn}, gdzie p jest ustalong liczba pierwsza,
(d) A=27Z,S={neZ:n=mk ke NuU{0}}, gdzie m jest ustalong liczba naturalna.
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(9) Udowodni¢, ze jesli S = {10% : k € NU {0}}, to S™'Z = Z[55].

(10) Sprawdzi$, ze S = Z \ {0} jest podzbiorem multyplikatywnym pierécienia Z[%] i udowodnié, ze
STZ[E] = Q.

(11) Udowodni¢, ze jesli S = {3* : k e NU{0}}, to ST'Z[3] = Z[}].

(12) Niech A = Z[5] i S = {6* : k € NU{0}}. Znalez¢ najmniejszg liczbe naturalng n, dla ktérej
zachodzi zwigzek S™TA = Z[1].

(13) Udowodni¢, ze jesli S = {2% : k e NU{0}}, to S™'Z[z] = Z[3][x].

(14) Udowodnié, ze ciato utamkéw pierécienia Z[v/5] jest izomorficzne z ciatem Q(v/5) = {a + bV/5 :
a,beQ}.

(15) Udowodilié, ze ciato utamkow pierscienia Zl[i] jest izomorficzne z ciatem Q(i) = {a+bi : a,b € Q}.

(16) Udowodni¢, ze cialo utamkow pierscienia Z[1] jest izomorficzne z cialem Q.



