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10. Wyk≥ad 10: Podstawowe pojÍcia teorii podzielnoúci. Pierúcienie z jednoznacznym
rozk≥adem. Dziedziny idea≥ów g≥ównych. Pierúcienie euklidesowe.

10.1. Podstawowe pojÍcia teorii podzielnoúci.

Definicja 10.1. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem14 ca≥kowitym. Mówimy, øe element a dzieli b, a, b 2
R, (lub øe a jest dzielnikiem b, lub øe b jest wielokrotnoúciπ a) jeøeli istnieje element c 2 R taki,
øe ac = b. Oznaczamy a|b.

Przyk≥ady:
(1) W pierúcieniu Z zachodzi 2|10 oraz 3 - 5.
(2) W pierúcieniu R[x] zachodzi x� 1|x2 � 1.
(3) W pierúcieniu Z[i] zachodzi 2 + i|5.

Uwaga 10.1. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym. Wówczas:
(1) 1|a dla a 2 R,
(2) a|0 dla a 2 R \ {0},
(3) a|a dla a 2 R \ {0},
(4) a|b ^ b|c ) a|c dla a, b 2 R \ {0}, c 2 R,
(5) u|a dla u 2 U(R), a 2 R,
(6) jeúli dla a 2 R \ {0}, u 2 U(R) zachodzi a|u, to a 2 U(R),
(7) a|b

1

, . . . , a|bn ) a|x
1

b
1

+ . . .+ xnbn dla a, b1, . . . , bn, x1

, . . . , xn 2 R \ {0},
(8) a|b ^ c|d ) ac|bd dla a, b, c, d 2 R \ {0},
(9) a|b ) a|bc dla a, b, c 2 R \ {0},
(10) ac|bc ) a|b dla a, b, c 2 R \ {0}.

Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie.

Definicja 10.2. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym. Mówimy, øe elementy a, b 2 R sπ sto-
warzyszone, gdy a|b oraz b|a. Oznaczamy a ⇠ b.

Przyk≥ady:
(4) W pierúcieniu Z zachodzi 2 ⇠ �2.
(5) W pierúcieniu R[]x zachodzi 2x2

+ 2 ⇠ x2

+ 1.
(6) W pierúcieniu Z[i] zachodzi 1 ⇠ �i.

Uwaga 10.2. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech a, b 2 R. Wówczas
a ⇠ b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje u 2 U(R) takie, øe a = bu.

Dowód. ()) : Za≥óømy, øe a|b i b|a. Zatem istniejπ c, d takie, øe ac = b i bd = a. Wobec tego bdc = ac = b,
wiÍc dc = 1,15 a zatem d 2 U(R).
(() : Za≥óømy, øe a = bu oraz u 2 U(R). W szczególnoúci b|a. Ponadto au�1

= b, wiÍc a|b. ⇤
Przyk≥ady:
(7) W pierúcieniu Z mamy U(Z) = {±1}. Zatem a ⇠ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = ±b.
(8) W pierúcieniu F [x], gdzie F jest dowolnym cia≥em, mamy U(F [x]) = F ⇤. Zatem f ⇠ g wtedy i
tylko wtedy, gdy f = ag, dla pewnego elementu a 2 F ⇤.

14Od teraz “pierúcieÒ” bÍdzie zawsze oznacza≥ “pierúcieÒ przemienny z jedynkπ”.
15Korzystamy tu z faktu, øe w pierúcieniu ca≥kowitym zachodzi prawo skracania.
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(9) W pierúcieniu Z[i] mamy U(Z[i]) = {±1,±i}. Zatem a ⇠ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = ±b lub
a = ±ib.

Uwaga 10.3. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym. Wówczas relacja ⇠ jest relacjπ równowaø-
noúci w zbiorze R \ {0}.

Definicja 10.3. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym.
(1) Element nieodwracalny i niezerowy a 2 R nazywamy nierozk≥adalnym, jeøeli dla wszelkich

b, c 2 R jeúli a = bc, to b 2 U(R) lub c 2 U(R).
(2) Element nieodwracalny i niezerowy a 2 R nazywamy rozk≥adalnym, jeøeli istniejπ niezerowe i
nieodwracalne elementy b, c 2 R takie, øe a = bc.

Przyk≥ady:
(10) Rozwaømy pierúcieÒ Z. Wówczas a jest nierozk≥adalny wtedy i tylko wtedy, gdy a lub �a jest
liczbπ pierwszπ.

(11) Rozwaømy F [x], gdzie F jest dowolnym cia≥em.
• Jeøeli deg f = 1, to f jest nierozk≥adalny.

Dowód. Za≥óømy, øe f = gh. Wówczas 1 = deg f = deg g + deg h, zatem deg g = 0 lub
deg h = 0, wiÍc g 2 U(F [x]) lub h 2 U(F [x]). ⇤

• Jeøeli deg f = 2 lub deg f = 3 i f nie ma pierwiastków w ciele F , to f jest nierozk≥adalny.

Dowód. Za≥óømy, øe f = gh dla g, h /2 U(F [x]). W szczególnoúci deg g, deg h 6= 0. Wówczas
{2, 3} 3 deg f = deg g+deg h, a zatem deg g = 1 lub deg h = 1, wiÍc g lub h ma pierwiastek
w F , co daje sprzecznoúÊ. ⇤

(12) Rozwaømy Z[x]. Wówczas 2x + 2 jest rozk≥adalny, bo 2x + 2 = 2(x + 1), 2 /2 U(Z[x]), x + 1 /2
U(Z[x]), ale deg(2x+ 2) = 1.

(13) Rozwaømy Z[i]. Wówczas 3 jest nierozk≥adalny, ale 5 jest rozk≥adalny.

Definicja 10.4. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym. Element nieodwracalny i niezerowy a 2
R nazywamy pierwszym, jeøeli dla wszelkich b, c 2 R jeøeli a|bc, to a|b lub a|c.

Przyk≥ady:
(14) Rozwaømy pierúcieÒ Z. Wówczas a jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy a lub �a jest liczbπ
pierwszπ.

(15) Rozwaømy F [x], gdzie F jest dowolnym cia≥em. Wówczas x jest elementem pierwszym.

Dowód. Za≥óømy, øe x|fg, dla pewnych f, g 2 F [x]. Wówczas x·h = fg, dla pewnego h 2 F [x]. W
szczególnoúci fg(0) = 0, wiÍc f(0) = 0 lub g(0) = 0. Wobec twierdzenia Bezout x|f lub x|g. ⇤

Uwaga 10.4. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech a 2 R. Jeúli a jest pierwszy, to jest
nierozk≥adalny.

Dowód. Za≥óømy, øe a = bc. Wówczas a|bc, a wiÍc a|b lub a|c. Jeúli a|b, to dla pewnego d 2 R zachodzi
ad = b. Zatem b = bcd, czyli cd = 1, a wiÍc c 2 U(R). Jeúli a|c to, podobnie, b 2 U(R). ⇤
Przyk≥ad:
(16) Rozwaømy Z[

p
�5]. Wówczas 3 jest nierozk≥adalny, ale nie pierwszy.

Uwaga 10.5. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech a ⇠ b. Wówczas:
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(1) a jest nierozk≥adalny wtedy i tylko wtedy, gdy b jest nierozk≥adalny,
(2) a jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy b jest pierwszy,
(3) a|c wtedy i tylko wtedy, gdy b|c,
(4) c|a wtedy i tylko wtedy, gdy c|b.

Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie.

Definicja 10.5. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech a
1

, . . . , an, d 2 R. Element d
nazywamy najwiÍkszym wspólnym dzielnikiem elementów a

1

, . . . , an, gdy
(1) d|a

1

, . . . , d|an,
(2) jeúli, dla dowolnego c 2 R, c|a

1

, . . . , c|an, to wówczas c|d.
Oznaczamy d ⇠ NWD(a

1

, . . . , an).

Uwaga 10.6. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech a
1

, . . . , an, d1, d2 2 R. Niech d
1

⇠
NWD(a

1

, . . . , an) oraz d2 ⇠ NWD(a
1

, . . . , an). Wówczas d1 ⇠ d
2

.

Dowód. Wobec definicji d
1

|a
1

, . . . , d
1

|an i d2|a1, . . . , d2|an, wiÍc d1|d2 oraz d2|d1. ⇤
Przyk≥ady:
(17) Rozwaømy Z. Wówczas 4 ⇠ NWD(8, 12).
(18) Rozwaømy Z[

p
�6]. Wówczas nie istnieje najwiÍkszy wspólny dzielnik elementów 6 oraz 2

p
�6.

Uwaga 10.7. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym. Za≥óømy, øe we wszystkich poprzednikach
poniøszych implikacji istniejπ stosowne najwiÍksze wspólne dzielniki. Wówczas istniejπ teø najwiÍksze
wspólne dzielniki w nastÍpnikach implikacji i ponadto:
(1) jeúli d ⇠ NWD(a

1

, . . . , an) i a1 = da0
1

, . . . , an = da0n, to 1 ⇠ NWD(a0
1

, . . . , a0n);
(2) jeúli a|a

1

, . . . , a|an, to a ⇠ NWD(a, a
1

, . . . , an);
(3) jeúli a jest nierozk≥adalny, to

NWD(a, a
1

, . . . , an) ⇠
(
1, gdy a - ai dla pewnego i 2 {1, . . . , n},
a, gdy a | ai dla wszelkich i 2 {1, . . . , n};

(4) NWD(ca
1

, . . . , can) ⇠ cNWD(a
1

, . . . , an);
(5) jeúli 1 ⇠ NWD(a, ai), dla i 2 {1, . . . , n}, to 1 ⇠ NWD(a, a

1

, . . . , an);
(6) NWD(a

1

, . . . , an) ⇠ NWD(NWD(a
1

, . . . , an�1

), an);
(7) jeúli 1 ⇠ NWD(a, b, to 1 ⇠ NWD(ak, bl), dla k, l 2 N;
(8) jeúli 1 ⇠ NWD(a, b) i a|bc, to a|c;
(9) jeúli 1 ⇠ NWD(a, b) i a|bkc, to a|c;
(10) NWD(a, b) ⇠ NWD(a, b± ac);
(11) jeúli d

1

⇠ NWD(a, b) i d
2

⇠ NWD(a, b, c), to d
2

⇠ NWD(d
1

, c);
(12) jeúli d

1

⇠ NWD(a, b), d
2

⇠ NWD(a, b, c) i d
3

⇠ NWD(b, c), to d
3

⇠ NWD(d
1

, d
2

).

Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie.

Definicja 10.6. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech a
1

, . . . , an, w 2 R. Element w
nazywamy najmniejszπ wspólnπ wielokrotnoúciπ elementów a

1

, . . . , an, gdy
(1) a

1

|w, . . . , an|w,
(2) jeúli, dla dowolnego c 2 R, a

1

|w, . . . , an|w, to wówczas w|c.
Oznaczamy d ⇠ NWW (a

1

, . . . , an).
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Uwaga 10.8. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech a
1

, . . . , an, d1, d2 2 R. Niech w
1

⇠
NWW (a

1

, . . . , an) oraz w2

⇠ NWW (a
1

, . . . , an). Wówczas w1

⇠ w
2

.

Przyk≥ady:
(19) Rozwaømy Z. Wówczas 24 ⇠ NWW (6, 8).
(20) Rozwaømy Z[

p
�3]. Wówczas nie istnieje najmniejsza wspólna wielokrotnoúÊ elementów 2 i 1 +p

�3, ale 1 ⇠ NWD(2, 1 +
p
�3).

Uwaga 10.9. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech a, b 2 R. Jeúli istnieje NWW (a, b),
to istnieje NWD(a, b) oraz

ab ⇠ NWD(a, b)NWW (a, b).

Dowód. Niech w ⇠ NWW (a, b). Wówczas a|ab oraz b|ab, istnieje zatem d 2 R takie, øe dw = ab.
Pokaøemy, øe d ⇠ NWD(a, b).
Pokaøemy, øe d|a i d|b. Istotnie, niech a0 i b0 bÍdπ takimi elementami, øe w = aa0 oraz w = bb0. Wówczas

ab = dw = daa0 oraz ab = dbb0, a wiÍc b = da0 oraz a = db0, czyli d|b oraz d|a.
Ustalmy d0 2 R i za≥óømy, øe d0|a oraz d0|b. Pozostaje pokazaÊ, øe d0|d. Istotnie, niech a” i b” bÍdπ
takimi elementami, øe a = a”d0 oraz b = b”d0. Wówczas a|a”b”d0 oraz b|a”b”d0 i skoro w ⇠ NWW (a, b),
to w|a”b”d0. Zatem ab = wd|a”b”d0d i skoro ab = a”d0b”d0, wiÍc d0|d. ⇤
Uwaga 10.10. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym. Za≥óømy, øe we wszystkich poprzednikach
poniøszych implikacji istniejπ stosowne najwiÍksze wspólne dzielniki i najmniejsze wspólne wielokrotnoúci.
Wówczas istniejπ teø najwiÍksze wspólne dzielniki i najmniejsze wspólne wielokrotnoúci w nastÍpnikach
implikacji i ponadto:
(1) a|b wtedy i tylko wtedy, gdy a ⇠ NWD(a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy b ⇠ NWW (a, b);
(2) NWW (a

1

, . . . , an) ⇠ NWW (NWW (a
1

, . . . , an�1

), an);
(3) NWD(a,NWW (b, c)) ⇠ NWW (NWD(a, b), NWD(a, c));
(4) NWW (a,NWD(b, c)) ⇠ NWD(NWW (a, b), NWW (a, c));
(5) NWD(a+ b,NWW (a, b)) ⇠ NWD(a, b).

Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie.

Uwaga 10.11. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech a, b, c 2 R \ {0}. Wówczas:
(1) a|b wtedy i tylko wtedy, gdy (a) � (b);
(2) a ⇠ b wtedy i tylko wtedy, gdy (a) = (b);
(3) a 2 U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy (a) = R;
(4) a jest elementem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy (a) jest idea≥em pierwszym;
(5) a jest elementem nierozk≥adalnym wtedy i tylko wtedy, gdy (a) jest elementem maksymalnym w
rodzinie idea≥ów g≥ównych pierúcienia R;

(6) a jest elementem rozk≥adalnym wtedy i tylko wtedy, gdy (a) nie jest elementem maksymalnym w
rodzinie idea≥ów g≥ównych pierúcienia R.

Dowód. (1) ()) : Za≥óømy, øe a|b. Wówczas ac = b dla pewnego c 2 R, wiÍc b 2 (a), wiÍc (b) ⇢ (a).
(() : Za≥óømy, øe (a) � (b). Wówczas b 2 (a), czyli b = ac dla pewnego c 2 R, czyli a|b.

(2) Wynika wprost z (1).
(3) Oczywiste.
(4) ()) : Za≥óømy, øe a jest elementem pierwszym. Niech xy 2 (a). Wówczas xy = as, dla pewnego

s 2 R, wiÍc a|xy, a zatem a|x lub a|y. Wobec tego aa
1

= x lub aa
2

= y, dla pewnych a
1

, a
2

2 R,
czyli x 2 (a) lub y 2 (a).
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(() : Za≥óømy, øe (a) jest idea≥em pierwszym. Niech a|xy. Wówczas xy = as, dla pewnego
s 2 R, wiÍc xy 2 (a), a zatem x 2 (a) lub y 2 (a). Wobec tego aa

1

= x lub aa
2

= y, dla pewnych
a
1

, a
2

2 R, czyli a|x lub a|y.
(5) ()) : Za≥óømy, øe a jest nierozk≥adalny. Niech (a) ⇢ (c) ⇢ R, dla pewnego c 2 R. Wówczas c|a,
czyli cx = a, dla pewnego x 2 R. Wobec tego c 2 U(R) lub x 2 U(R). Zatem (c) = R lub a ⇠ c
i tym samym (a) = (c).
(() : Za≥óømy, øe (a) jest elementem maksymalnym w rodzinie idea≥ów g≥ównych pierúcienia

R. PrzypuúÊmy, øe a = bc dla b, c /2 U(R). Wówczas a ⌧ b oraz a ⌧ c i tym samym (a) ( (c) ( R,
co jest sprzecznoúciπ.

(6) Wynika wprost z (5).
⇤

10.2. Pierúcienie z jednoznacznym rozk≥adem.

Definicja 10.7. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym.
(1) PierúcieÒ R nazywamy pierúcieniem z rozk≥adem gdy kaødy niezerowy i nieodwracalny element
tego pierúcienia moøna przedstawiÊ w postaci iloczynu elementów nierozk≥adalnych.

(2) PierúcieÒ R nazywamy pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem (lub pierúcieniem gaus-
sowskim, lub UFD16) gdy kaødy niezerowy i nieodwracalny element tego pierúcienia moøna
przedstawiÊ w postaci iloczynu elementów nierozk≥adalnych w sposób jednoznaczny z dok≥adno-
úciπ do stowarzyszenia.

Przyk≥ady:
(1) Zdefiniujmy

!d =

(
1+

p
d

2

, gdy d ⌘ 1 mod 4,p
d, w przeciwnym przypadku

i rozwaømy pierúcieÒ Z[!d].
Twierdzenie. Jeøeli d < 0, to Z[!d] jest pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem wtedy i tylko
wtedy, gdy d 2 {�1,�2,�3,�7,�11,�19,�43,�67,�163}.
Uwaga. Jeøeli d > 0, to wúród d 2 {1, . . . , 100} jest 38 takich, øe Z[!d] jest pierúcieniem z jedno-
znacznym rozk≥adem. Ogólnie nie wiadomo, czy pierúcieni Z[!d] o tej w≥asnoúci jest nieskoÒczenie
wiele.

(2) Rozwaømy Z[
p
�5]. Istotnie, Z[

p
�5] nie jest pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem, albowiem

3 · 3 = (2 +

p
�5)(2�

p
�5).

Uwaga 10.12. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym z jednoznacznym rozk≥adem. Niech a 2 R
i niech a = p

11 · . . . · p1k1p21 · . . . · p2k2pn1 · . . . · pnkn
bÍdzie rozk≥adem elementu a na iloczyn elementów

nierozk≥adalnych, przy czym pisi ⇠ piti , i 2 {1, . . . , n}, s, t 2 {1, . . . , k} oraz pisi ⌧ pjtj dla i 6= j,
s, t 2 {1, . . . , k}. Wówczas

a = upk1
11
· . . . · pknn1

, u 2 U(R).

Ponadto, jeøeli a = upk1
1

· . . . · pknn = vpl1
1

· . . . · plnn sπ dwoma rozk≥adami takiej postaci oraz p1, . . . , pn sπ
parami niestowarzyszone, to

k
1

= l
1

, . . . , kn = ln.

16Unique factorization domain.



102

Tak wiÍc jeøeli oznaczymy przez P(R) zbiór reprezentantów klas abstrakcji wzglÍdem relacji stowarzyszenia
wyznaczonych przez elementy nierozk≥adalne, to kaødy element a ma jednoznaczne przedstawienie postaci

a = upk1
1

· . . . · pknn ,

gdzie u 2 U(R), p
1

, . . . , pn 2 P(R) sπ parami róøne, k
1

, . . . , kn 2 N, n 2 N. Przedstawienie takie
nazywamy rozk≥adem kanonicznym.

Dowód. Niech p
11 , . . . , p1k1 bÍdπ elementami nierozk≥adalnymi, p1s1 ⇠ p

1t1
, s, t 2 {1, . . . , k}. Pokaøemy,

øe p
11 · . . . · p1k1 = upk1

11
dla pewnego u 2 U(R). Istotnie, poniewaø p

11 ⇠ p
1s1
dla s 2 {2, . . . , k}, wiÍc

istniejπ u
2

, . . . , uk1 2 U(R) takie, øe p
11 = usp1s1 , s 2 {2, . . . , k}. Zatem:

p
11 · . . . · p1k1 = p

11u2

p
12 · · · · · uk1p1k1 = upk1

11
.

Niech upk1
1

· . . . · pknn = vpl1
1

· . . . · plnn dla pi ⌧ pj, i 6= j. Pokaøemy, øe k
1

= l
1

, . . . , kn = ln. Istotnie,
przypuúÊmy, øe k

1

> l
1

. Wówczas upk1�l1
1

· . . . ·pknn = vpl2
2

· . . . ·plnn oraz k1� l
1

> 0. Wobec jednoznacznoúci
rozk≥adu p

1

⇠ pi0 , dla i0 2 {2, . . . , n}, co jest sprzeczne z przyjÍtymi za≥oøeniami. ⇤
Uwaga 10.13. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym z jednoznacznym rozk≥adem. Niech a, b 2
R \ {0} i niech a = upk1

1

· . . . · pknn , gdzie u 2 U(R), p
1

, . . . , pn 2 P(R) sπ parami róøne, bÍdzie rozk≥adem
kanonicznym. Wówczas b|a wtedy i tylko wtedy, gdy b = vpl1

1

· . . . · plnn , gdzie v 2 U(R) oraz li  ki,
i 2 {1, . . . , n}.

Dowód. (() : Oczywiste. ()) : Za≥óømy, øe a = bc, dla pewnego c 2 R. Wówczas upk1
1

· . . . · pknn = bc i
wobec jednoznacznoúci rozk≥adu, w rozk≥adzie b i c wystÍpujπ elementy nierozk≥adalne stowarzyszone z
p
1

, . . . , pk. Niech wiÍc b = vpl1
1

· . . . · plnn , c = v0pm1
1

· . . . · pmn
n . Zatem ki = li +mi � li, i 2 {1, . . . , k}. ⇤

Twierdzenie 10.1. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym z rozk≥adem. NastÍpujπce warunki
sπ równowaøne:
(1) R jest pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem;
(2) kaødy element nierozk≥adalny w R jest pierwszy;
(3) dla kaødych dwóch elementów niezerowych istnieje ich najwiÍkszy wspólny dzielnik.

Dowód. (1) ) (3) : Za≥óømy, øe R jest pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem. Niech a = upk1
1

· . . .·pknn ,
b = vpl1

1

· . . . · plnn (dopuszczamy ki, li = 0). Niech mi = min{ki, li} i niech d = pm1
1

· . . . · pmn
n .

Pokaøemy, øe d ⇠ NWD(a, b). Oczywiúcie d|a i d|b. Niech c|a i c|b. Wobec Uwagi 10.13 c = wps1
1

· . . . ·
pmn
n , gdzie w 2 U(R), si  ki, si  li, i 2 {1, . . . , n}. Zatem si  mi = min{ki, li}, i 2 {1, . . . , n}, wiÍc
c|d.
(3) ) (2) : Za≥óømy, øe dla kaødych dwóch elementów niezerowych istnieje ich NWD. Niech p bÍdzie
elementem nierozk≥adalnym. Niech p|ab.
Pokaøemy, øe p|a lub p|b. Istotnie, przypuúÊmy, øe p - a i p - b. Wówczas 1 ⇠ NWD(p, a) i 1 ⇠

NWD(p, b). Zatem 1 ⇠ NWD(p, ab), co jest sprzecznoúciπ, bo p|ab i p jest nierozk≥adalny.
(2) ) (1) : Za≥óømy, øe kaødy element nierozk≥adalny w R jest pierwszy. Niech p

1

· . . . ·pn = q
1

· . . . ·qm,
gdzie n,m 2 N oraz p

1

, . . . , pn, q1, . . . , qm sπ nierozk≥adalne. Pokaøemy, øe n = m oraz, po ewentualnej
zmianie numeracji, p

1

⇠ q
1

, . . . , pn ⇠ qn. Dowód przeprowadzimy indukcyjnie wzglÍdem n.
Jeúli n = 1, to p

1

= q
1

· . . . · qm. Skoro p1, q1, . . . , qm sπ nierozk≥adalne, to m = 1 i p
1

= q
1

, wiÍc i
p
1

⇠ q
1

.
Jeúli n > 1, to za≥óømy prawdziwoúÊ twierdzenia dla k < n. Poniewaø p

1

· . . . · pn = q
1

· . . . · qm, wiÍc
p
1

|q
1

· . . . · qm. Poniewaø p1 jest nierozk≥adalny, wiÍc p1 jest pierwszy. Zatem dla pewnego i0 2 {1, . . . ,m}
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zachodzi p
1

|qi0 , przy czym moøemy za≥oøyÊ, øe i0 = 1 i tym samym p
1

|q
1

. Poniewaø q
1

jest nierozk≥adalny,
wiÍc p

1

⇠ q
1

. Zatem q
1

= up
1

, dla pewnego u 2 U(R). Mamy wiÍc

p
1

· . . . · pn = up
1

q
2

· . . . · qm,

a stπd
p
2

· . . . · pn = uq
2

· . . . · qm.
Oczywiúcie uq

2

jest nierozk≥adalny. Zatem wobec za≥oøenia indukcyjnego n� 1 = m� 1 oraz p
2

⇠ uq
2

⇠
q
2

, . . . , pn ⇠ qn. ⇤
Definicja 10.8. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym z jednoznacznym rozk≥adem. Niech p 2
P(R). FunkcjÍ vp : R ! Z [ {1} zdefiniowanπ wzorem

vp(a) =

8
><

>:

ki, jeúli p = pi,

0, jeúli p /2 {p
1

, . . . , pn},
1, jeúli a = 0,

gdzie a = upk1
1

· . . . · pknn jest rozk≥adem kanonicznym elementu a, nazywamy waluacjπ p-adycznπ.

Uwaga 10.14. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym z jednoznacznym rozk≥adem. Niech p 2
P(R) i niech vp : R ! Z [ {1} bÍdzie jego waluacjπ p-adycznπ. Wówczas:
(1) jeúli a 6= 0, to vp(a) � 0;
(2) vp(a) = 0 dla prawie wszystkich p 2 P(R);
(3) jeúli a 2 R, to a = u

Q
p2P(R)

pvp(a), dla pewnego u 2 U(R);
(4) vp(ab) = vp(a) + vp(b), dla a, b 2 R;
(5) vp(a+ b) � min{vp(a), vp(b)}, dla a, b 2 R;
(6) jeúli a, b 2 R, to a|b wtedy i tylko wtedy, gdy vp(a)  vp(b), dla wszystkich p 2 P(R).

Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie.

Uwaga 10.15. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym z jednoznacznym rozk≥adem. Niech a, b 2
R. Wówczas:
(1) istnieje najwiÍkszy wspólny dzielnik elementów a i b oraz zachodzi wzór

NWD(a, b) ⇠
Y

p2P(R)

pmin{vp(a),vp(b)}
;

(2) istnieje najmniejsza wspólna wielokrotnoúÊ elementów a i b oraz zachodzi wzór

NWW (a, b) ⇠
Y

p2P(R)

pmax{vp(a),vp(b)}.

Dowód. (1) Porównaj dowód implikacji (1) ) (3) w Twierdzeniu 10.1.
(2) ∆wiczenie.

⇤

10.3. Dziedziny idea≥ów g≥ównych.

Twierdzenie 10.2. Kaødy ca≥kowity pierúcieÒ idea≥ów g≥ównych jest pierúcieniem z jednoznacznym
rozk≥adem.
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Dowód. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym (dziedzinπ) idea≥ów g≥ównych. Pokaøemy naj-
pierw, øe kaødy wstÍpujπcy ≥aÒcuch idea≥ów jest skoÒczony. Istotnie, niech I

1

⇢ I
2

⇢ . . . bÍdzie wstÍpu-
jπcym ≥aÒcuchem idea≥ów. Niech J =

S1
i=1

Ii. Wówczas J C R, ale poniewaø R jest pierúcieniem idea≥ów
g≥ównych, wiÍc J = (a), dla pewnego a 2 R. W szczególnoúci a 2 Ii0 , dla pewnego i0 2 N, a zatem
J = (a) ⇢ Ii0 i poniewaø Ii0 ⇢ J , wiÍc J = Ii0 . Ponadto:

J = Ii0 ⇢ Ii0+1

⇢ Ii0+2

⇢ . . . ⇢
1[

i=1

Ii = J,

wiÍc dla j > i
0

zachodzi Ij = Ii0 = J .
Pokaøemy, øe R jest pierúcieniem z rozk≥adem. PrzypuúÊmy nie wprost, øe R nie jest pierúcieniem
z rozk≥adem. Wówczas istnieje niezerowy i nieodwracalny element a 2 R taki, øe a nie jest iloczynem
elementów nierozk≥adalnych. W szczególnoúci a nie jest elementem nierozk≥adalnym, a wiÍc a = a

1

b
1

dla
pewnych niezerowych i nieodwracalnych a

1

, b
1

2 R. Zauwaømy, øe a
1

lub b
1

nie jest iloczynem elementów
nierozk≥adalnych: istotnie, gdyby a

1

= p
1

· . . . · pk oraz b1 = q
1

· . . . · ql, dla pewnych nierozk≥adalnych
elementów p

1

, . . . , pk, q1, . . . , ql, to wówczas a = a
1

b
1

= p
1

· . . . · pkq1 · . . . · ql wbrew za≥oøeniom. Za≥óømy,
øe to a

1

nie jest iloczynem elementów nierozk≥adalnych. W szczególnoúci a
1

nie jest nierozk≥adalny, a
wiÍc a

1

= a
2

b
2

dla pewnych niezerowych i nieodwracalnych elementów a
2

, b
2

2 R, z których przynaj-
mniej jeden – powiedzmy a

2

– nie jest iloczynem elementów nierozk≥adalnych. PostÍpujπc indukcyjnie
otrzymujemy nieskoÒczone ciπgi a

1

, a
2

, a
3

, . . . oraz b
1

, b
2

, b
3

, . . . elementów niezerowych i nieodwracalnych
takich, øe ai = ai+1

bi+1

, i 2 N. W szczególnoúci ai+1

|ai, dla i 2 N, otrzymujemy wiÍc nieskoÒczony ciπg
wstÍpujπcy idea≥ów

(a) ( (a
1

) ( (a
2

) ( . . . ,

co jest niemoøliwe.
Ustalmy a 2 R i za≥óømy, øe a jest elementem nierozk≥adalnym. Wobec Uwagi 10.11 (5) oraz tego,
øe R jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych, (a) jest idea≥em maksymalnym w R. Wobec tego jest teø
idea≥em pierwszym. A zatem wobec Uwagi 10.11 (4) a jest elementem pierwszym. Tym samym, wobec
Twierdzenie 10.1, R jest pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem. ⇤
Przyk≥ady:
(1) (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki) Z jest pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem.
(2) Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em. Wówczas F [x] jest pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem.

Uwaga 10.16. Niech (R,+, ·) bÍdzie dziedzinπ idea≥ów g≥ównych, niech a
1

, . . . , an, d 2 R. Wówczas

d ⇠ NWD(a
1

, . . . , an) wtedy i tylko wtedy, gdy (d) = (a
1

, . . . , an).

Dowód. ()) : Za≥óømy, øe (d) = (a
1

, . . . , an). Pokaøemy, øe d ⇠ NWD(a
1

, . . . , an). Oczywiúcie d|ai dla
i 2 {1, . . . , n}. Niech zatem c|ai, i 2 {1, . . . , n}. Wtedy ai 2 (c), i 2 {1, . . . , n}, a wiÍc (a

1

, . . . , an) ⇢ (c).
Zatem (d) ⇢ (c), wiÍc c|d.

(() : Za≥óømy teraz, øe d ⇠ NWD(a
1

, . . . , an). Poniewaø R jest pierúcieniem idea≥ów g≥ównych,
wiÍc (a

1

, . . . , an) = (d
1

), dla pewnego d
1

2 R. Wobec juø udowodnionej czÍúci twierdzenia, d
1

⇠
NWD(a

1

, . . . , an), a wiÍc d ⇠ d
1

. ⇤
Wniosek 10.1. Niech (R,+, ·) bÍdzie dziedzinπ idea≥ów g≥ównych, niech a

1

, . . . , an, d 2 R. Wówczas:
(1) 1 ⇠ NWD(a

1

, . . . , an) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejπ x1

, . . . .xn 2 P takie, øe 1 = x
1

a
1

+ . . .+
xnan;

(2) d ⇠ NWD(a
1

, . . . , an) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejπ x1

, . . . .xn 2 P takie, øe d = x
1

a
1

+ . . .+
xnan;
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(3) jeúli istniejπ x
1

, . . . .xn 2 P takie, øe d = x
1

a
1

+ . . .+ xnan, to NWD(a
1

, . . . , an)|d.

10.4. Pierúcienie euklidesowe.

Definicja 10.9. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym.
(1) FunkcjÍ N : R ! N [ {1} nazywamy normπ euklidesowπ, jeøeli

• N(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0,
• 8a, b 2 R \ {0}(N(a)  N(ab)),
• 8a, b 2 R \ {0}9q, r 2 R(a = bq + r) oraz N(r) < N(b).

(2) FunkcjÍ N : R ! N[{1} nazywamymultyplikatywnπ normπ euklidesowπ, jeøeli jest normπ
euklidesowπ oraz

• 8a, b 2 R \ {0}(N(ab) = N(a)N(b)).
(3) PierúcieÒ R nazywamy pierúcieniem euklidesowym, jeøeli istnieje w nim norma euklidesowa.
(4) PierúcieÒ R nazywamy pierúcieniem euklidesowym z normπ multyplikatywnπ, jeøeli ist-
nieje w nim multyplikatywna norma euklidesowa.

Uwaga 10.17. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem euklidesowym, N : R ! N[{1} normπ euklidesowπ,
niech a, b 2 R \ {0}. Wówczas:
(1) jeøeli a|b, to N(a)  N(b);
(2) jeøeli a ⇠ b, to N(a) = N(b);
(3) a 2 U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy N(a) = N(1);
(4) jeøeli N(a) = N(b) i a|b, to a ⇠ b.

Ponadto, gdy N : R ! N [ {1} jest multyplikatywnπ normπ euklidesowπ, to:
(5) jeøeli a|b, to N(a)|N(b);
(6) a 2 U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy N(a) = 1;
(7) jeøeli N(a) jest liczbπ pierwszπ, to a jest elementem nierozk≥adalnym.

Proste dowody powyøszych w≥asnoúci pozostawiamy jako Êwiczenie.
Przyk≥ady:
(1) Rozwaømy Z. Jest to pierúcieÒ euklidesowy z normπ multyplikatywnπ N : Z ! N [ {0}, N(a) =

|a|.
(2) Rozwaømy F [x], gdzie F jest dowolnym cia≥em. Jest to pierúcieÒ euklidesowy z normπ multypli-
katywnπ N : F [x] ! N [ {0},

N(f) =

(
0, jeúli f = 0,

2

deg f , jeúli f 6= 0.

(3) Rozwaømy Z[!d].
Twierdzenie. Z[!d] jest pierúcieniem euklidesowym wtedy i tylko wtedy, gdy

d 2 {�11,�7,�3,�1, 2, 3, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73}.

Twierdzenie 10.3. Kaødy pierúcieÒ euklidesowy jest dziedzinπ idea≥ów g≥ównych.

Dowód. Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem euklidesowym, N : R ! N[ {1} normπ euklidesowπ, Niech
{0} 6= I C P . Pokaøemy, øe I jest g≥ówny. Istotnie, niech n = min{N(a) : a 2 I, a 6= 0} i niech n = N(c).
Wystarczy pokazaÊ, øe I = (c). Inkluzja (�) jest oczywista, a dla dowodu inkluzji (⇢) ustalmy x 2 I.
Wówczas istniejπ q, r 2 R takie, øe

x = qc+ r,
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oraz N(r) < N(c). Zatem r = x � qc 2 I oraz N(r) < N(c). Wobec wyboru elementu c, r = 0, a wiÍc
x = qc 2 (c). ⇤
Wniosek 10.2. Kaødy pierúcieÒ euklidesowy jest pierúcieniem z jednoznacznym rozk≥adem.

Przyk≥ad:
(4) Rozwaømy Z[!�19

]. Jest to pierúcieÒ z jednoznacznym rozk≥adem, ale nie jest euklidesowy.

Twierdzenie 10.4 (algorytm Euklidesa). Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem euklidesowym, N : R !
N [ {1} normπ euklidesowπ, niech a, b 2 R \ {0}. Wówczas istniejπ ciπgi

(q
1

, . . . , qn)

oraz
(r

1

, . . . , rn)

elementów pierúcienia R takie, øe

a = b · q
1

+ r
1

i N(r
1

) < N(b),

b = r
1

· q
2

+ r
2

i N(r
2

) < N(r
1

),

r
1

= r
2

· q
3

+ r
3

i N(r
3

) < N(r
2

),
...

rn�3

= rn�2

· qn�1

+ rn�1

i N(rn�1

) < N(rn�2

),

rn�2

= rn�1

· qn + rn i rn = 0.

Ponadto rn�1

⇠ NWD(a, b).

Dowód. Istnienie stosownych ciπgów (q
1

, q
2

, . . .) i (r
1

, r
2

, . . .) wynika z definicji normy. Pokaøemy, øe ciπgi
te sπ skoÒczone. PrzypuúÊmy, øe (r

1

, r
2

, . . .) jest ciπgiem nieskoÒczonym. Wówczas (N(r
1

), N(r
2

), . . .) jest
nieskoÒczonym malejπcym ciπgiem liczb naturalnych, co jest niemoøliwe.
Pokaøemy, øe rn�1

⇠ NWD(a, b). Zauwaømy najpierw, øe rn�1

|a i rn�1

|b. Mamy rn�2

= rn�1

· qn, a za-
tem rn�1

|rn�2

. Mamy teø rn�3

= rn�2

·qn�1

+rn�1

, a wiÍc rn�1

|rn�3

. PostÍpujπc indukcyjnie otrzymujemy,
øe rn�1

|a i rn�1

|b.
Za≥óømy, øe c|a i c|b. Poniewaø a = b · q

1

+ r
1

, wiÍc c|r
1

. Dalej, poniewaø b = r
1

· q
2

+ r
2

, wiÍc c|r
2

.
PostÍpujπc indukcyjnie otrzymujemy, øe c|rn�1

. ⇤


