2.2. Cialo liczb zespolonych.

Twierdzenie 2.3. Niech C = R%2. W zbiorze C okreslamy dodawanie:
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
oraz mnozenie:
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).
Wowczas (C, 4+, -) jest cialem, w ktérym elementem neutralnym dodawania jest (0,0), a elementem neu-
tralnym mnozenia jest (1,0).

Dowdd. Pokazemy dla przyktadu, ze kazdy # (0,0) element ma element odwrotny wzgledem mnozenia.
Niech (0,0) # (a,b) € C. Rozwazmy element:

a b
- C.
(a2+b2’ a2+b2> ©
a b a’+0b* ab—ab
b . — = — 10 .
(a,0) <a2+62’ a2+b2> <a2+b2’a2+b2> (1,0)

Definicja 2.4. Cialo (C,+, ) nazywamy ciatem liczb zespolonych. Zwyczajowo piszemy a+ib zamiast
(a,b) oraz a zamiast (a,0). Liczbe a nazywamy czedcia rzeczywista liczby a+bi i oznaczamy R(a+bi).
Liczbe b nazywamy czedcia urojong liczby a + bi i oznaczamy (a + bi).

Przyktady:
(1) Sprawdzamy, ze (1 — i) + (4 + 7i) = 5+ 6i, (—1 + 37) - (2 — 57) = ((—1) - 2
(=5) +3-2)i = 13+ 11i oraz 53 = (=1 +34) - (2+51) " = (=1 +3i) - (
(2) Podobnie sprawdzamy, ze i -i = —1.

Wowcezas

g

Uwaga 2.5. Poniewaz, jok zauwazylismy, i -1 = —1, intuicyjnie przyjmujemy /—1 = 1.
Definicja 2.6. Niech z = a + bi € C. Liczba sprzezong z liczbg z nazywamy liczbe Z = a — bi.

Przyktlad:
(3) Wprost z definicji widzimy, ze 1+ 20 = 1 — 2i.

Twierdzenie 2.7. Niech z,w € C. Wowczas:
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Dowdd. Pokazemy dla przyktadu wlasnosé (4). Niech z = a + bi, w = ¢ + di. Wéwcezas
z a+bi (a+bi)(c—di) ca+bd cb—ad.

= = = 1,
w  c+di 2+ d? c24+d2 24 d?

skad
B ca+bd ¢cb—ad,

z
= = — i.
w A +d2 2+ d?

7 drugiej strony
Z _a—bi _ (a—bi)(c+di) _ca—i—bd_cb—adz_
W oc—di A+ d? 4 dr 24ar

g

Definicja 2.8. Niech z = a + bi € C. Warto$cia bezwzgledna (albo modutem) liczby =z nazywamy
liczbe rzeczywistq |z| = va? + b2.

Przyktad:
(4) Wprost z definicji widzimy, ze |3 4 4i| = v/32 + 42 = 5.

Twierdzenie 2.9. Niech z,w € C. Wiéwczas:

(1) |z — w| = odleglo$é miedzy punktami z i w,
(2) [z - w| = [z] - [wl,
3) |22=2-7.

Dowdéd. Niech z = a+ bi, w = ¢+ di.
(1) Wprost z definicji modutu:
|z —wl = |(a=¢) + (b= d)il = V(a— ) + (b - d)?,
co, z kolei, jest doktadnie réwne odlegtodci miedzy punktami o wspétrzednych (a,b) i (¢, d).
(2) Podobnie jak w punkcie (1) otrzymujemy:
|z - w| = |(ac — bd) + (ad + be)i| = Va2c® — 2abed + b2d% + a2d? + 2abed + b2
= Va(AE+ @)+ (R +d) =Va2 + 12V +d? = |z - |wl.
(3) Podobnie jak w poprzednich punktach:
2 =a*+b* = (a+bi) (a—bi) =22

Definicja 2.10. Niech z = a + bi € C. Niech (r,¢) bedq takimi liczbami, Ze a = rcos ¢, b = rsin ¢:

(tj. niech (r,¢)) bedq wspdlrzednymi biegunowymi punktu (a,b)), a wiec niech z = rcos¢ + irsin¢ =
r(cos ¢ +isin¢). Przedstawienie to nazywamy postacia trygonometryczng liczby z. Kqt skierowany
¢ nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy arg(z). Kat skierowany 6 € [0,2m) taki, Ze cosf =
cosarg(z) i sinf = sinarg(z) nazywamy argumentem gtéwnym liczby z i oznaczamy Arg(z).

Przyktady:
(5) Rozwazmy liczbe z = 1 + i, czyli punkt o wspdlrzednych (1, 1) na plaszezyznie zespolonej:
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2=(a,b)
) b
¢
2=(1,1)
Vi 1
/4

7 rysunku tatwo odezytujemy, ze r = /2, za$ praykladowa warto$é kata ¢ to T+ W szczegblnosci
argument gtéwny liczby 2z = 1 4 to Arg(z) = 7. Argumentami arg(z) tej liczby moga tez by¢,

na przyktad, liczby %’T, %, Zf’T’T itd. jako ze
sin % = sin %Tﬂ = sin 177” = sin Q?T” i réwnoczesnie cos % = coS % = cos 177” = cos Q?T”.

Tym samym przyktadowe postaci trygonometryczne liczby z =1 47 to

z:\/§<cos%+isin%) —x/ﬁ(cos%r—i—isin%) = ...

(6) Rozwazmy liczbe z = v/3 — i, czyli punkt o wspétrzednych (v/3, —1) na plaszczyznie zespolonej:

117/6 V3

2=/3,-1)
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7 rysunku tatwo odczytujemy, ze r = 2, za$ przyktadowa wartos¢ kata ¢ to HTW' W szczegodlnosci
argument gtéwny liczby z = v/3 — i to Arg(z) = HT”. Argumentami arg(z) tej liczby moga tez

by¢, na przyktad, liczby = B 3‘2“, 47 jtd. jako ze
sin HT“ = sin =~ 23” = sin 2T 35“ = sin i 1 réwnoczesnie cos HT’T = cos =X 23” = cos 2% 35” = CoS %

Tym samym przykladowe postaci trygonometryczne liczby z = /3 — i to

o feos T ITY g (o0 BT 4 s 257
z = COS 6 7 8in 6 = COS 6 7 S11 6 =...

Twierdzenie 2.11. Niech z; = r1(cos¢1 + isin¢y), 2o = ra(cos ¢o + isin¢y) € C. Wowezas:
(1) Z1R9 = T1T2[COS((Z)1 + ¢2) + iSiD(¢1 + ng),
(2) 2t = Tcos(¢1 — ¢2) +isin(dr — ¢a)], 0 ile 22 # 0,
(3) % = %(COS(bl —isin¢y), o ile z9 # 0.

Dowdd. Wzory te wynikaja wprost ze wzoréw na sumy i réznice funkeji trygonometrycznych znane ze
szkoty Sredniej. Udowodnimy dla przyktadu wlasnosé (1):

2129 = 11T[(COs ¢1 + isin ¢y )(cos o + @ sin ¢y
= 7117r2[(cos ¢1 cos g — sin ¢y sin ¢y)] + i(cos @1 sin o + sin ¢y cos ¢o)]
= 1rafcos(¢y + ¢2) +isin(Py + ¢2)].

Przyktad:

(7) Rozwazmy postaé trygonometryczna liczby (1 +i)(v/3 —i). W poprzednich przyktadach spraw-
dzilismy, ze
14+¢= \/§<cosE +z’sinz)
4 4
oraz

117w 11
\/gi:2<cos6+zsin67r>.

Wobec tego postaé trygonometrzyczna liczby (14 4)(v/3 — i) to:

25m , 25W
2\/5((:05? + sl B —).

Zauwazmy przy tym, ze
26m 24w w

T 1 T T
wobec czego
247 T . 247 T

COS —— = COS — Oraz sin —— = sin —
12 12 12 12

i liczbe (1 +1)(v/3 — i) mozemy tez zapisaé¢ jako

(14i)(V3—i) = 2\/_(cosﬁ + isin E)
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Tym samym postugujac sie postacig trygonometrycznag liczb zespolonych mozemy wyznaczy¢
doktadne wartosci funkcji trygonometrycznych kata 5. Istotnie:

(1+9)(V3—-i) = (V3+1)+(V3-1)i
_ 2\/5(\/§+1+\/§—1,>

2v/2 2v/2 !
(S )

4 4

co po poréwnaniu z postacia trygonometryczng liczby (1 +4)(v/3 — i) daje

T V6+V2 o V6=12
COS— = ————— oraz sin— = ——.
12 4 12 4
Whiosek 2.12 (de Moivre). Niech z = r(cos¢ +isin¢g) € C, niech n € N. Wéwczas 2™ = r"(cosne +
isinng).
Przyktad:
(8) Przy pomocy wzoréw de Moivre’a potegowanie potrafi by¢ naprawde szybkie. Obliczmy dla przy-
ktadu (1 + ). Sprawdziliémy juz, ze

1+i:\/§(cos%+isinz>.

4
Wobec tego
10 10
(1+0)"° =32 cos —~ +isin — ) .
4 4
Ale z drugiej strony
100 8w L 27 o+ 7T
- = P e —
4 4 4 2
i wobec tego
‘107'(‘_ o . 107‘1’_‘, T
€08 —— = C08 5 oraz sin —— =sin

i liczbe (1 +4)'° mozemy zapisaé jako

(1+4)0 =32 <Cosg +isin g) — 32(0 + 14) = 32i.

Twierdzenie 2.13. Niech z = r(cos ¢+isin @) € C, niechn € N. Wowczas z ma n réznych pierwiastkéw

stopnia n danych wzorem
2k 2k
n n

gdzie k € {0,1,...,n—1}.
Dowdd. Niech w € C bedzie taka liczba, ze w™ = z i niech

w = s(cosf +isind).
Wowezas s™(cosnf + isinnf) = r(cos ¢ + isin ¢), skad s = /r oraz

cosnf = cos¢ i sinnf = sin ¢.
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Tym samym, wobec okresowosci funkcji cos i sin
nd = ¢+ 2kw, dla k € N,
a wiec 0 = ‘Hnﬂ, dla k£ € N. Zauwazmy jednak, ze dla k > n:

Od+2kr d+2(n+O)m o+ 2nw+ 27 5 +¢)+2€7T
= = = e
n n n n
skad cos ¢+2k” = cos ¢+2£’T i sin ¢+s’” = sin 2227 Wobec tego otrzymujemy tylko n réznych liczb i
wystarczy rozpatrywac ke {0,...,n—1}. O
Przyklad:

(9) Wyznaczymy wszystkie pierwiastki stopnia 6 z liczby —2. Sprawdzamy, ze
—2 =2(—1+40¢) = 2(cosm + isin ).
Wobec tego pierwiastki stopnia 6 z —2 wyraza sie nastepujacymi wzorami:

3 1
wy = %(cos%—i—isin%) :\6/§<§+Z§>

w1 (cos—ﬂsm%”):%(cosg+ising>:\‘75(0+z'1)=<7§z'
wr = V2 (eos  isin 5 ) = 02 [eos (5 ) sin (v~ )] -
_ f( cos—+zsm%)_€/§<—‘/§+%>
w = V2 (cos T isin T ) = V2 feos (54 ) sin (54 )] -
~ (- cos__@smg)_w<—§_%>
wy = \/_<COS—+Zsm9g>:%[Cos(%r—i-w)—&-isin(%r—i—w)]:
= V2(cosT+isinT) = V2 (—1+1i0) = —v/2
ws = V2 (cos T +isin 7)Y [con (21— ) 4 isin (21— )] -
- - rm)-1(4)
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3. WYKEAD 3
3.1. Uklady réwnan liniowych.

Definicja 3.1. Niech F bedzie ciatem. Ukladem m réwnan liniowych o niewiadomych x4, ..., z,,
m,n € N, o wspélczynnikach z ciata F' nazywamy ukiad réwnan postaci:
a1y + ...+ aQpxy = b1

21T, + ... + a2, T, = bo

A1 L1+ - ..+ ATy, = by,

gdzie a;;,b; € F, i€ {1,...,m}, j € {1,...,n}. Uklad ten nazywamy jednorodnym, gdy b; = b, =
.=b,=0.

Definicja 3.2. Niech F bedzie cialem. Wielomian f € Flxq,...,x,| nazywamy forma stopnia m,
gdy jest sumgq jednomianow stopnia m lub wielomianem zerowym. Zbidr form stopnia m z pierscienia
Flzy,...,x,] bedziemy oznaczali przez Fylxy, ..., x,]m. Formy stopnia 1 bedziemy nazywali formami
liniowymi. Formy stopnia 2 bedziemy nazywami formami kwadratowymi.

Uwaga 3.3. Niech F' bedzie ciatem, niech U bedzie uktadem m réwnan liniowych o n niewiadomych ¢
wspdlezynnikach z F'. Lewe strony réwnan naleZgcych doU sq formami liniowymi ze zbioru Fylz, ..., 2,1,
a prawe elementami ciala F.

Definicja 3.4. Niech F' bedzie cialem, niech

I =0
ly = by
lyw = b,
bedzie uktadem réwnan liniowych, ly, ... L, € Fplxy, ..., z)1, by, ... by € F. Kazde réwnanie liniowe:
aily + asls + ... 4 aply = a1by + asbs + ...+ anbin,
gdzie ay, ..., a,, € F, nazywamy kombinacja liniowa rownan danego ukiadu. Rozwigzaniem ukiadu
U nazywamy kazdy taki cigg (ay,...,a,) elementéow ciala F, Ze

li(al,...,an) = bi,
dlat e {1,...,m}.

Uwaga 3.5. Kazde rozwigzanie ukladu rownan liniowych jest rozwigzaniem kazdego réwnania bedgcego
kombinacjq lintowq réwnan tego uktadu.

Definicja 3.6. Dwa uktady rownan Uy i Us nazywamy réwnowaznymi gdy kazde rownanie uktadu U,
jest kombinacjq liniowq rownan ukiadu Us 1 vice versa.

Uwaga 3.7. Réwnowazne uklady rownan majq identyczne zbiory rozwigzan.

Definicja 3.8. Uklad rownan nazywamy sprzecznym gdy rownanie 0 = 1 jest kombinacjg liniowq
rownan tego uktadu.

Whniosek 3.9. Sprzeczny uktad réwnarn nie ma rozwigzan.
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Rozwazmy uktad rownan:

a11T1 + ...+ Q1pTy = b1
a21T1 + ...+ QopTy = bg

A1 T1 + .o+ G Ty, = by

Podamy metode rozwiazania tego uktadu przez eliminacje Gaussa.

Etap I: sprowadzenie do postaci tréjkatnej.
Wybieramy réwnanie i niewiadoma o niezerowym wspoétczynniku i nazywamy ja niewiadoma
bazowa 1 kroku. Zalézmy, ze jest nig z1 ze wspélezynnikiem ay; # 0. Mnozymy wybrane rowna-

nie (u nas réwnanie pierwsze) przez % i odejmujemy od drugiego réwnania. Postepujac induk-

cyjnie mnozymy wybrane réwnanie przez % i odejmujemy od i—tego réwnania, i € {2,...,m}.
Nastepnie przechodzimy do kroku 2, w ktérym wybieramy réwnanie sposréd @ € {2,...,m}, nie-
wiadoma bazowa drugiego kroku i powtarzamy procedure dla réwnan i € {3,...,m}. Na koniec

tego etapu uktad zostaje przeksztatcony do postaci

a111 +apexre +a13x3 +... +aipx, = bl
Q22T9  +a23T3 +... FagT, =by
ATy + ... FQmpXn, = b,.
x1, ..., %, zostaly wybrane jako niewiadome bazowe, a x,,1,...,x, pozostaja jako parametry.

Etap II: sprowadzenie do postaci diagonalnej.
W ostatnim réwnaniu (u nas r) wybieramy niewiadoma bazowa, powiedzmy z,, i eliminujemy
z réwnan i € {1,...,r — 1} odejmujac réwnanie r od i po wezesniejszym pomnozeniu przez %
Nastepnie postepujemy indukcyjnie z réwnaniami ¢ € {1,...,r — 2}. Na koniec tego etapu uktad
zostaje przeksztatcony do postaci

a1171 +01 1 Trg1 + QL2 Trgo + o+ ATy = by

Q2222 +a2, 1041 + Qo pi2Trg2 + .o+ G20y = by

QprZy  Qpp41Tr41 + Ay r4-2Lr42 + .o F T, = br~

Etap III: zapisujemy rozwigzanie przenoszac parametry na prawg strone i dzielac przez wspot-

czynniki przy xi, ..., x,:
_ b @ _ _ Tia
T = o a1 Tpr41 e a1 In
— b72 _ G241 _ __ G2n
T2 T am am bl T T aptn
— b _ G _ _ am
Ty == gy . Ty

Przyktad:
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(1) Rozwazmy uktad:
T1 4 209+ 323 — 224 + 25 =4
3x1 4+ 6x9 + 5x3 —4dxy + 325 =5
T1 4 229 + T3 — 4y + 25 = 11
2x1 4+ 4x9 — 2203 — 324 + 325 = 6
o wspoélczynnikach z ciata Q. Zaczynamy od sprowadzenia uktadu do postaci trojkatnej. Jako
niewiadomg bazowsg pierwszego kroku wybieramy x; w pierwszym réwnaniu, a nastepnie przepi-

sujemy to rownanie bez zmian, za$ od drugiego réwnania odejmujemy pierwsze pomnozone przez
3, od trzeciego pierwsze pomnozone przez 1, a od czwartego pierwsze pomnozone przez 2:

1 +2ry +3rs —2x4 +x5 =4 1 +2x9 +3x3 —2x4 +x5 =4
31’1 +6$2 +5I3 —41'4 +3.’IJ5 =5 | —-3-1 —4$3 +21’4 = -7
Ty H2xy +Twy —dxy +xs =11 | -1 4y  —2x4 =7
2$1 +4$U2 —2.1173 —3.1,'4 +3£175 =6 | —-2-1 —81’3 +24 +xs = —2

Jako niewiadoma bazowa drugiego kroku wybieramy z3 w drugim réwnaniu, a nastepnie prze-
pisujemy pierwsze dwa rownania bez zmian, zas do trzeciego dodajemy drugie, a od czwartego
odejmujemy drugie pomnozone przez 2:

r1 +2r9 +3x3 —2w4 +x5 =4 r1 +2r9 +3x3 —2x4 +x5 =4
—4%3 +2fL’4 =7 —41,‘3 +2$4 = -7
—85E3 +x4 +rs = —2 ‘ —2-1I —35E4 +xs = 12

Trzecie réwnanie jest rownaniem tozsamosciowym, mozemy wiec je pomingé w dalszych rozwa-
zaniach. Jako niewiadomg bazowsg trzeciego kroku wybieramy x5 w ostatnim réwnaniu. Tym
samym sprowadziliSmy uktad rownan do postaci tréjkatnej, w ktorej x1, 3, x5 sa niewiadomymi
bazowymi, a xo, x4 parametrami:

T +3£E3 +s5 +2(L’2 —2{E4 =4
—4.T3 +2l’4 = -7
T5 —3xy =12

Nastepnie sprowadzamy uktad do postaci diagonalnej. W pierwszym kroku rozwazamy niewia-
doma bazowa x5 w ostatnim rownaniu i eliminujemy ja z pozostatych réwnan odejmujac od
pierwszego réwnania trzecie:

ry 3wy +ws +2ry 224 =4 | —III 1 +3x5 +2x9 414 = —8
—4x +2xy, = —7 —4x5 +2x4 = -7
Ty —3$4 =12 Ty —3$4 =12

W drugim kroku rozwazamy niewiadomg bazowa x3 w drugim réwnaniu i eliminujemy ja z po-

zostatych rownan dodajgc do pierwszego réwnania drugie rownanie pomnozone przez %:

T, +3x3 +2z9 4x4y =-8 |+ % -I1 T 4219 +%x4 = —54—3
—4$3 +2$4 =7 —4$3 +2.’L’4 =7
Ts —31'4 =12 Ts —3£L'4 =12

Tym samym sprowadziliémy uktad rownan do postaci diagonalnej. Pozostaje zapisa¢ rozwigzanie,
przenosimy zatem wszystkie wyrazenia zawierajace parametry na prawg strone, pozostawiajac
na lewej stronie wyrazenia zawierajace niewiadome bazowe, a nastepnie dzielimy wystepujace w
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uktadzie rownania przez wspotczynniki wystepujace przy niewiadomych bazowych, co sprowadza
sie do podzielenia drugiego réwnania przez —4:

Al = —% —23?2 —%.174 I = —EiTg —21132 —§$4
7 it

—4dxs =7 —2z4 |:(—4) T3 =1 574

Iy = 12 +3I4 Iy = 12 +3IE4

Dobrze jest uwzgledni¢ w zapisie rozwiazania wystepujace w nim parametry tak, aby rozwigzanie
uktadu réwnan o 5 niewiadomych bylo istotnie piecioelementowym ciagiem (x1, zo, x3, T4, T5):

r = —% —21'2 —31'4
To = T2

Tr3 = % +%l’4
Ty = Ty
rs =12 +314

Uwaga 3.10. Chcgc zaoszczedzié czas uktady réownan zapisujemy jako macierze, czyli prostokgtne ta-
bliczki liczb, ktore sq¢ odpowiednimi wspdlczynnikami w odpowiednich réwnaniach.

Przyktad:

(2) Rozwazmy uktad:
r4+4y+224+5t=0
2w+y+z+4t=0
3r+5y+3z2+2t=0
r+4dy+4z+2t=0

o wspotezynnikach z ciata Z;. Zapisujemy go w notacji macierzowej, a nastepnie rozwigzujemy
wykonujac odpowiednie operacje na wierszach macierzy:

[1 4 2 5|0 1 42 50 1 42510 +3 - wy
21 14|0 —92 - wy 00 46|0 00 46|0
35320 —3-wy 004 6|0 —wy 00000

1 4 4 20 —wy 002 4|0 +3 - wy 00000

[1 4 0 1]0

00460]

Na tym etapie wygodnie jest wroci¢ do tradycyjnej notacji. Pozostaje zapisa¢ rozwigzanie uktadu:

z +4y +t =0 x =0 43y +6¢ x =0 43y +6¢
4z 46t =0 4z =0 +t |4 z =0 +2t

czyli po uwzglednieniu parametrow:

r =3y 46t
Yy =y

z = 2t
t = t
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(3) Rozwazmy uktad réwnan:
{(—2 — i)z + (=2 — 6i)y + 3+ 4i)z + (=2 — i)t = 0
2ix —2iy+z2—1t=0
o wspotezynnikach z ciata C. Otrzymujemy kolejno:
—2—4i —2—6i 3+4 —2—i|0 ] —(3 + 44) - wy {6—102’ —10 0 1+3i

2 -2 1 -1 |0 2 -2 1 -1
» » : 3, ; 1 _ 3
{ 6—1(4)11. —10 0 12+3§. 0] . (—10) [ —3Hi 10 —g -
—2+z 0 1 —£—%1|0 -2+ 01 —f—3
a zatem
(-3 + i)‘x +y +(—f0 —1f—oi)t =0 y  =(3- D+ (%;L %{;)t
(=2 + i)z +z H(=F—z0)t =0 z =2-zi)r +(z+ 30t
czyli po uwzglednieniu parametréw:
r =
y =G -0+ (g+ 550t
z =2-%)z +(3+ 2Z)zf
. 5 5775 \
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