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3. WYKrAD 3: WOLNE GRUPY ABELOWE.

Definicja 3.1. Grupe abelowq (F,+) nazywamy wolng grupa abelowa, gdy F' = . (fi), gdzie
r(fi) = 400, i € I. Rodzine {f; : i € I} nazywamy baza (lub zbiorem wolnych generatoréw) wolnej
grupy abelowej F.

Twierdzenie 3.1. (1) Niech F bedzie wolng grupg abelowg z bazq {f; : i € I'}. Kazdy element f € F
ma jednoznaczne przedstawienie postact
f= Z i fi,
il
gdzie x; € 7 oraz x; = 0 dla prawie wszystkich i € 1.

(2) Istnieje wolna grupa abelowa o bazie dowolnej mocy.
(3) Kazde dwie wolne grupy abelowe o bazach réwnej mocy sq izomorficzne.
d.

Dowo (1) Teza wynika wprost z definicji koproduktu grup abelowych.
(2) Ustalmy liczbe kardynalng m i niech I bedzie takim zbiorem, ze |I| = m. Woéwczas grupa ), Z
jest wolng grupa abelows.
(3) Ustalmy wolne grupy abelowe F' i G o bazach {f; : i € I} 1{g; : j € J}, odpowiednio, gdzie
|I| = |J|. Istnieje wowcezas zbior K taki, ze {f;:i € [} ={fr: k€ K} oraz {g; : j € J} = {g :
k € K} i mozemy zdefiniowa¢ odwzorowanie ¢ : F' — G wzorem

¢(Z Tk fr) = Tugr-
keK
Bez trudu sprawdzamy, ze ¢ jest homomorfizmem i bijekcja, a wiec izomorfizmem.

Twierdzenie 3.2. Dowolne dwie bazy wolnej grupy abelowej sq tej samej mocy.

Dowdéd. Ustalmy wolna grupe abelowa F' z baza {f; : i € [}. Oznaczmy nF = {nf : f € F'}. Zauwazmy,
ze nF jest wolng grupg abelowa, dla n € N: istotnie, dla ustalonego n € N bez trudu widzimy, ze
nkF =% . (nfi) oraz r(nf;) = o0, i€ I.

Ustalmy liczbe pierwszg p i rozwazmy grupe ilorazows F'/pF. Zdefiniujmy dziatanie - : Z, x F/pF —
F/pF wzorem

z-(f+pF)=xf +pF, dlax € Z,, f +pF € F/pF.

Latwo sprawdzamy, ze F//pF jest przestrzenia wektorowa nad ciatem Z,. Pokazemy, ze {f; +pF :i € I}
jest baza przestrzeni F'/pF.

Oczywiscie {f; + pF : i € I} jest ukladem generatoréow dla F'/pF i wystarczy pokazaé, ze jest tez
uktadem liniowo niezaleznym. Ustalmy n € N i zalézmy, ze dla pewnych x4, ..., z, € Z, zachodzi

z1(fiy +pF) + ...+ z,(fi, + pF) = 0+ pF.
Wowczas 1 f;, + ...+ x,fi, € pF, czyli dla pewnych y;,,...,y;,. € Zy:
rifi o fi, = yppfi o YD i
skad n =m, iy = j1,...,1, = Jp Oraz
L1 =YD, .- -, Tn = Ynb,
czylizy =... =2, =0wZ,.

Poniewaz moc dowolnych dwbch baz przestrzeni liniowej jest taka sama, wiec i moc dowolnych dwbch
baz wolnej grupy abelowej jest taka sama. 0
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Definicja 3.2. Niech F bedzie wolng grupg abelowg. Moc dowolnej jej bazy nazywamy ranga wolnej
grupy abelowej 1 oznaczamy rankF'.

Whiosek 3.1. Dowolne dwie wolne grupy abelowe sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy majg rowne
rangs.

Twierdzenie 3.3 (wlasnosé uniwersalna wolnych grup abelowych). Niech (F,+) bedzie grupg abelowq.
Wowcezas F jest wolng grupg abelowq o bazie {f; : i € I} wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej grupy
abelowej H i jej rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje homomorfizm h : F — H taki, Ze h(f;) = h;.

Dowdd. (=): Zdefiniujmy odwzorowanie h : F' — H wzorem
h(z zifi) = Z zihi,
iel iel
gdzie x; € 7Z oraz x; = 0 dla prawie wszystkich ¢ € I, za§ w grupie H przyjeliSmy notacje addytywna.
Bez trudu sprawdzamy, ze h jest dobrze okreslonym homomorfizmem o zadanych wtasnosciach.
(<) : Zalézmy, ze dla dowolnej grupy abelowej H i jej rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje
homomorfizm h : F — H taki, ze h(f;) = h;. Wobec Twierdzenia 3.1 (3) istnieje wolna grupa abelowa

B o bazie {h; : i € I}. Homomorfizm h jest wtedy izomorfizmem wolnych grup abelowych, a wiec w
szczegolnosci F' jest wolna. 0

Twierdzenie 3.4. Kazda grupa abelowa jest homomorficznym obrazem pewnej wolnej grupy abelowe;.

Dowdd. Pokazemy, ze dla kazdej grupy abelowej A istnieje wolna grupa abelowa F'i jej podgrupa H taka,
ze A= F/H. Niech {a; : i1l } bedzie zbiorem generatoréw grupy A. Wobec Twierdzenia 3.1 (3) istnieje
wolna grupa abelowa F' o bazie {a; : i € I'}. Wobec Twierdzenia 3.3 istnieje homomorfizm h : F' — A,
ktory w tym wypadku bedzie surjekcja. Niech H = ker h. Wowczas H < F' i stosujac twierdzenie o
izomorfizmie otrzymujemy, ze A = F/H. OJ

Twierdzenie 3.5. Podgrupa wolnej grupy abelowej jest wolng grupg abelowg.

Lemat 3.1. Niech (F,+) bedzie grupg abelowg. Wowcezas F' jest wolng grupg abelowq wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje rosngcy cigg podgrup

{O}ZNogNlg...gNag...qu,:F,Oz,’YGOTd

taki, ze dla dowolnych v <
Nyy1/Ny = Z.

Dowdd. (<) : Niech F bedzie grupa abelowa i niech
{0}=NoeCNC...CN,C...C N, =F,e, y€ Ord
bedzie takim rosnacym ciggiem podgrup, ze dla dowolnych o < 7~y
Not1/No 2 Z.
Niech dla oo < vy element a,.1 € N,11 bedzie taki, ze
Not1/No = (@at1 + Na).

Stosujac indukcje pozaskorficzong, pokazemy, ze F'= 3" _ (daq41). Dla v =1 teza jest oczywista. Dla
~v > 1 zatézmy, ze dla wszystkich o < v twierdzenie jest prawdziwe. Ustalmy 0 # g € F. Niech g € Ord
bedzie taka liczba, ze g € Ngi g ¢ Ns_;. Poniewaz Ng/Ng_y = (ag + Ns_1), wiec istnieja liczba n € N
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i element g, € Ng_; takie, ze ¢ = nag + ¢g1. Poniewaz 8 — 1 < v, wiec na mocy zalozenia indukcyjnego
istnieje doktadnie jedno przedstawienie
g1 =mnia; + ... +ng_1as-1,
gdzie n, € Z i n, = 0 dla prawie wszystkich o < g — 1. Stad
g=mn1a1 + ...+ ng_1a3_1 + nag.

Pozostaje sprawdzi¢, ze r(aqa4+1) = 00, a < 7. Przypusémy, ze r(ags1) < oo, dla pewnego 8 < .
Woéwezas 1(agi1 + Np) < 001 Z = Ngy1/Ng 2 (ags1 + Ng), whrew wyborowi ag, .
(=) : Niech F' bedzie wolna grupa abelowa o bazie {f, : & < v}. Definiujemy ciag:
i NU = {O}u
 Noi1 = (far1 + Na), gdy « nie jest graniczna,
® No=Usq Ns, gdy a jest graniczna.

Woéwezas {0} = No € Ny C ... C N, € ... C N, jest rosngcym ciagiem podgrup i Nyi1/N, = Z. O
Przechodzimy teraz do dowodu twierdzenia.
Dowadd. Niech F bedzie wolna grupa abelowa, niech A < F' i niech
{0}=NyCN,C...CN,C...CN,=F
bedzie takim rosnacym ciggiem podgrup, ze dla dowolnych o <
Noy1/Ny = Z.

Rozwazmy ciag

i — ewentualnie zmieniajac numeracje — wyrzu¢my wszystkie sktadniki, w ktorych nie zachodzg ostre
inkluzje. Otrzymujemy ciag:

{0} =ANNyCANN;, C...CANN,;,,C...CANN, = A
Poniewaz F jest abelowa, wiec A < F, a zatem
ANNui1/ANNy = Noy1 /Ny = Z, dla o < 7.
O

Twierdzenie 3.6 (o sktadniku prostym). Niech (A, +) bedzie grupg abelowg.
(1) Niech F bedzie wolng grupg abelowq, a h : A — F homomorfizmem surjektywnym. Wéwczas
istnieje podgrupa F' < A taka, Ze
F>~F oraz A= F & kerh.
(2) Niech H bedzie podrupg grupy A a A/H wolng grupg abelowg. Wowczas istnieje podgrupa B < A
taka, ze
B jest wolng grupg abelowq oraz A = B & H.
Dowad. (1) Niech F bedzie wolna grupa abelowa o bazie {f; : i € I}. Niech a; € A, i € I, bedzie

takim elementem, ze h(a;) = f;, niech ' = ({a; : ¢ € I}). Oczywiscie F” jest wolna grupa
abelowg. Pozostaje sprawdzié, ze A = F' @ ker h.
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Ustalmy a € A. Wowcezas

icl iel
Zatem a — )., x;a; € ker h, skad A = F' + ker h. Ponadto jesli a € F' Nkerh, to a =) .., za;
oraz 0 = h(a) = ), ; v fi, zatem wszystkie z; réwne sg 0, skad a = 0.
(2) Rozwazmy homomorfizm kanoniczny « : A — A/H. Jest to surjekcja na wolna grupe abelowa,

skad wobec udowodnionej juz czesci twierdzenia otrzymujemy teze.
O



