1. WYKLAD 1: PRODUKTY GRUP. PRODUKTY I KOPRODUKTY GRUP ABELOWYCH.

Przypomnijmy konstrukcje stabych iloczynéw (sum) prostych i iloczynéw (sum) prostych grup znane z
kursowego wyktadu algebry. Ze wzgledu na sposob, w jaki konstrukcje te na ogoét sie wprowadza, mozna
je dodatkowo podzieli¢ na konstrukcje wewnetrzne i zewnetrzne.

Uwaga 1.1. Niech (G,-) bedzie grupg, Hy, Hy < G. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) G == H1H2 oraz H1 N H2 == {1},

(2) kazdy element g € G ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
g = h1h27
gdzie hy € Hy oraz hy € H,.

Dowdd. (1) = (2): Zatézmy, ze G = HyHy oraz Hy N Hy = {1}. Zalézmy, ze dla pewnych hy, b} € Hy
oraz hy, hl, € Hy zachodzi hihy = R hl. Wowczas (b))~ hy = hiyhy' € Hy N Hy = {1}, wiec hy = R/, oraz
he = hl,.

(2) = (1): Zatézmy, ze kazdy element g € G ma jednoznaczne przedstawienie postaci g = hyho, gdzie
hy € Hy, ho € Hy. Wowczas oczywiscie G = H1H,. Zalézmy, ze g € Hy N Hy. Woéwczas g=¢g-1=1-g.
Zatem g = 1. U

Oznaczenie: Gdy (G, +) zapisana jest w notacji addytywnej, piszemy H; + Hy zamiast Hy H,.
Definicja 1.1. Niech (G,-) bedzie grupg, Hy, Hy < G.
(1) G jest stabym iloczynem (suma) wewnetrznym podgrup Hy i Ho, gdy spelnia jeden (a wiec
wszystkie) warunki Uwagi 1.1.
(2) G jest stabym iloczynem (suma) polprostym wewnetrznym podgrup Hy @ Hs, gdy jest
stabym iloczynem (sumgq) wewnetrznym oraz Hy < G lub Hy < G.

(3) G jest stabym iloczynem (suma) prostym wewnetrznym podgrup Hy i Hy, gdy jest stabym
iloczynem (sumgq) wewnetrznym oraz Hy <G i Hy < G.

Przyklady:

(1) Rozwazmy grupe D(n). Niech Obr(n) oznacza grupe obrotéow, a Odb(n) dowolna dwuelemento-
wa grupe generowana przez odbicie. Wowcezas D(n) = Obr(n) - Odb(n) jest stabym iloczynem
poltprostym wewnetrznym, ale nie jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym.

(2) Rozwazny grupe abelowa (A4, -). Kazda podgrupa grupy abelowej jest normalna, a wigc

A jest stabym iloczynem wewnetrznym < A jest stabym iloczynem poétprostym wewnetrznym
< A jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym.

Uwaga 1.2. Niech (G, -) bedzie grupg, Hi, Hy < G. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) odwzorowanie ¢ : Hy X Hy — G dane wzorem ¢(hy, he) = hihy jest izomorfizmem;
(2) G = H\Hy,, HHN Hy; = {1} oraz Yhy € H\Vhy € Hg(hlhz = hghl);
(3) G jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym podgrup Hy i Hs.

Dowéd. (1) = (2) : Poniewaz ¢ jest izomorfizmem, wiec jest surjekcja, a zatem G = H;H,. Ustalmy
h, € Hy, hy € Hy. Wowczas:

hihy = ¢(hy, ha) = ((d(h1, he)) 1) = (¢(hy ', by ) ™h = (hy'hy ') ™" = ((haha) ™)™ = hohy.

Przypusémy, ze istnieje 1 # g € Hy N Hy. Wowezas ¢(1,9) = g = ¢(g,1), wbhrew zalozeniu, ze ¢ jest
izomorfizmem, a wiec injekcja.
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(2) = (3) : Wystarczy udowodnié¢, ze H; << G 1 Hy < G. Ustalmy g € G i niech g = hihy dla hy € Hy,
hy € Hy. Ustalmy h € H;. Wowczas:

ghg_l = hlhgh(hlhg)_l = hlhghhglhl_l = hthhQ_Ihhl_l == hlhhl_l S Hl,

a zatem gH,g~' C H,. Podobnie pokazujemy, ze Hy < G.

(3) = (1) : Poniewaz G jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym, a wiec w szczegélnoscei stabym
iloczynem wewnetrznym, wiec odwzorowanie ¢ jest dobrze okreslong bijekcja. Ustalmy (hy, ho), (b}, hY) €
Hi x Hy. Wowcezas:

O((h1, ha) - (B, hy)) = @(hihy, hohy) = hahihohly = hahohlihy = ¢(ha, ha)d(hy, BS),
a wiec ¢ jest homomorfizmem. O

Definicja 1.2. Niech Hy, Hy bedg grupami. Grupe Hy X Hs nazywamy iloczynem (suma) prostym
zewnetrznym grup Hqy @ Hs.

Oznaczenie: Gdy H, i Hy zapisane sg w notacji addytywnej, piszemy H; & Hy zamiast H, x H,. Ze
wzgledu na izomorfizm z Uwagi 1.2, bedziemy na ogbél méwi¢ po prostu o iloczynach (sumach) prostych,
bez rozrézniania miedzy stabymi iloczynami (sumami) prostymi wewnetrznymi a iloczynami (sumami)
prostymi zewnetrznymi. Opisane konstrukcje w naturalny sposéb przenoszg sie na dowolng skonczong
liczbe grup. W ten spos6b méwimy o iloczynach (sumach) prostych grup Hy,..., H,, ktére oznaczaé
bedziemy przez H; X ... x H,, lub Hy & ... ® H, w notacji addytywnej.

Konstrukcje te przenosza sie takze na nieskonczong liczbe grup. Zobaczymy, ze w tym przypadku stabe
iloczyny (sumy) i iloczyny (sumy) na ogét réznia sie od siebie.

Definicja i uwaga 1.1. Niech {G; : i € I} bedzie rodzing (mozliwie nieskoticzong) grup, niech

[[Gi={r:1-|]JGi:ft)eG}

iel iel
bedzie produktem kartezjanskim rodziny zbiorow {G; : i € I}. Jezeli f,g € [],c; Gi, to iloczyn f - g
definiujemy jako funkcje f-g: I — J..; Gi dang wzorem

fgli) = fi)g(@).
(ILic; Gis -) jest grupg, ktérg nazywamy iloczynem prostym zewnetrznym lub, krétko, produktem
grup.
Ponadto definiujemy odwzorowania m; : [[,.; Gi — Gi wzorem
mi(a) = ali),

dla i € I. m;, © € I, sqg dobrze okreslonymi epimorfizmami grup, ktore nazywamy epimorfizmami
kanonicznymi.

i€l

Dowodd powyzszej uwagi pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
Definicja i uwaga 1.2. Niech {G; : i € I} bedzie rodzing (mozliwie nieskoriczong) grup, niech
[[Gi={f:1-{JGi:f() G}
icl el
bedzie produktem kartezjariskim rodziny zbiorow {G; :i € I}. W zbiorze [[,.; Gi rozpatrzmy podzbior
HwGi ={fe H Gi: f(i) = 1g, dla prawie wszystkich i € 1}.

i€l el
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lloczyn f-g, dla f,g € [1;c; Gi definiujemy jak w grupie [],c; Gi. (Lic; Gi, -) jest grupq, ktérg nazywamy
stabym iloczynem prostym zewnetrznym. W przypadku, gdy grupy G;, © € I, sqg abelowe, piszemy
na 0got [[,c; Gi @ staby iloczyn prosty zewnetrzny nazywamy koproduktem grup abelowych, a w
przypadku, gdy Gy, i € I, sq abelowe i zapisane w notacji addytywnej, piszemy na ogot Y., G i koprodukt
grup abelowych nazywamy suma grup abelowych.

Ponadto definiujemy odwzorowania v; : G; — [[;2; Gi wzorem

_ . a, gdy j =1,
ti(a) =a, gdziea(j) = o
lg;, gdyj#1,

dlai € 1. 1;, 1 € I, sq dobrze okreslonymi monomorfizmami grup, ktére nazywamy monomorfizmami
kanonicznymi.

Dowod powyzszej uwagi pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Uwaga 1.3. Oczywiscie w przypadku, gdy I jest zbiorem skoticzonym [[,c; Gi = [1,c; Gi. Uzasadnia to
terminologie przyjetqg w Definicyi 1.2.

Odpowiednikiem Uwagi 1.1 dla przypadku nieskonczonego jest:
Uwaga 1.4. Niech (G,-) bedzie grupq, niech {H; : i € I} bedzie rodzing (mozliwie nieskoniczong) podgrup

normalnych grup G. Nastepujgce warunki s¢ rownowazne:
(1) G= que] Gi,
(2) kazdy element g € G\ {1} ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
g=hihiy... hi,
gdzie iy, ..., 1, sq réznymi elementami zbioru I oraz h;, # 1, k € {1,...,n}.

Dowodd pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Odpowiednikiem Uwagi 1.2 dla przypadku nieskonczonego jest:

Uwaga 1.5. Niech (G,-) bedzie grupg, niech {H; : i € I} bedzie rodzing (mozliwie nieskoriczong) podgrup
normalnych grup G. Wowczas, jezeli

(1) G = (U;er Hi) oraz

(2) dla kazdego k € I, Ny N <Uiel\{k} HZ->,

to G = H;UE[Hz

Dowdd. Jezeli a € [];c; H;, to wowezas a(i) = 1, dla prawie wszystkich i € I. Niech zatem I, bedzie
skonczonym zbiorem
{i el:a(i)#1}.
Wowczas [ [,c;, a(i) jest dobrze zdefiniowanym elementem grupy G, poniewaz dla a(i) € N; oraz a(j) €
Nj, j #1i, 1,7 € Iy, zachodzi a(i)a(j) = a(j)a(i), jako ze podgrupy H;, i € I, sa normalne. W rezultacie
odwzorowanie ¢ : [, ; H; — G dane wzorem
o(a) = [ ] ali)
i€lp
jest dobrze okreslonym homomorfizmem.

Ustalmy a € G. Poniewaz podgrupy {N; : i € I} generuja grupe G, element a € G mozna zapisa¢ jako
skonczony iloczyn elementéw z réznych podgrup N;. Ponadto, poniewaz podgrupy N;, ¢ € I, sa normalne,
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mnozenie elementéw z réznych podgrup N; i Nj, i # j, jest przemienne, element a € G mozemy zapisac
jako iloczyn
a = H a;,

i€lp

dla pewnego skoficzonego podzbioru Iy C I. Tym samym [[;c; vi(ai) € [1;e; Ni oraz

i tym samym ¢ jest epimorfizmem.
Ustalmy a € ker ¢ i niech, jak poprzednio, Iy = {i € I : a(i) # 1}. Powiedzmy, ze Iy = {i1,..., 05}

Wowezas ¢(a) = [[;c;, = alin) - ... - a(in) = 1, skad w szczegélnosci
a(iy )™t =a(iy) - ... a(in) € N;, N < U > = {1},
i€lp\{i1}
a wiec a(i;) = 1. Powtarzajac ten sam argument dla io, ..., i,, otrzymujemy, ze a = 1. Tym samym ¢
jest monomorfizmem. O

Powyzsze twierdzenie mozna czesciowo odwrocic:

Uwaga 1.6. Niech {G; :i € I} bedzie rodzing (moZliwie nieskonczong) grup. Wowczas:

(1) [ie; < 1Ler Gis
(2) 1i(Gi) < [ie; Gi, dla kaZdego i € 1.

Dowodd pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Przechodzimy teraz do dowodu dwoch najwazniejszych twierdzen tego wyktadu podajacych wtasnosci
uniwersalne produktéw grup i grup abelowych oraz koproduktéw grup abelowych.

Twierdzenie 1.1. Niech {G; : i € 1} bedzie rodzing grup (lub grup abelowych), H pewng grupg (lub
grupg abelowq), niech {¢; : H — G; : i € I} bedzie rodzing homomorfizmow grup. Wowczas istnieje
doktadnie jeden homomorfizm ¢ : H — [],., G; taki, ze

Wio¢:¢i7

dla i € I. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:

¢
H__>HieIGi

Ponadto jesli grupa (lub grupa abelowa) G ma powyiszq wlasnosé, to wowczas G = [],.; Gi.

Dowadd. Dowdd przeprowadzimy dla grup, rozumowanie dla grup abelowych jest identyczne. Pokazemy
najpierw istnienie stosownego homomorfizmu. W tym celu zdefiniujmy funkcje ¢ : H — [[,.; G; wzorem

¢(a) =@, gdzie a(i) = ¢i(a).
Funkcja ta jest homomorfizmem, gdyz dla a,b € H zachodzi
ab(i) = ¢i(ab) = ¢i(a)¢(b) = a(i)b(i),
a wigc ¢(ab) = ¢(a)¢(b).
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Homomorfizm ten jest wyznaczony jednoznacznie, zalézmy bowiem, ze ¢’ : H — []
homomorfizmem takim, ze m; o ¢ = ¢;, dla i € I. Natenczas, dla dowolnego a € H:

¢(a)(i) = mi(¢(a)) = ¢ila) = mi(¢'(a)) = ¢ (a) (1),

a wiec ¢(a) = ¢'(a), zatem ¢ = ¢’, wobec dowolnosci a € H.

Pozostaje sprawdzié, ze jezeli G jest grupa wraz z rodzing epimorfizméw {7} : G — G; : i € I} taka,
ze dla dowolnej grupy H i rodziny homomorfizméw {¢; : H — G, : i € I} istnieje doktadnie jeden
homomorfizm ¢’ : H — G taki, ze

7 Gi jest innym

T © Qb/ = ¢i7
to wowczas G = [, ., G;. Istotnie, zatézmy, ze G jest taka wladnie grupa i zastosujmy powyzsza wlasnosé
biorac w charakterze grupy H i rodziny {¢; : H — G; : i € I} produkt [[..,;G; wraz z rodzing
epimorfizméw kanonicznych. Istnieje zatem homomorfizm ¢’ : [[,., — G taki, ze nastepujacy diagram
jest przemienny:

(z)/
Hie] Gi— -~ T
G;.

Na odwrdét, korzystajac z wlasnosci uniwersalnej produktu, biorgc tym razem w charakterze grupy H i
rodziny {¢; : H — G; : i € 1} grupe G wraz z rodzina {r, : G — G, : i € I} otrzymujemy istnienie
homomorfizmu ¢ : G — [],.,; G; takiego, ze diagram

¢
T - Hie[ G;
G

jest przemienny. Laczac te dwa diagramy w jeden otrzymujemy:

skad w szczegdlnosci ¢'o¢ : G — G jest takim homomorfizmem, ze 7lo(¢'o¢) = 7). Korzystajac raz jeszcze
z wlasnosci uniwersalnej grupy G zastosowanej do niej samej wraz z epimorfizmami {7} : G — G, : 1 € I}
wiemy, ze istnieje doktadnie jeden homomorfizm o tej wtasnosci, co ¢’ o ¢. Z drugiej strony widzimy, ze
wlasno$c¢ te trywialnie spetnia homomorfizm identycznoséciowy idg : G — G. Tym samym ¢’ o ¢ = idg.
Podobnie pokazujemy, ze takze ¢ o ¢/ = iy, G, & zatem, w szczegdlnosci, ¢ jest bijekcja, a wigc i
izomorfizmem. 0

Twierdzenie 1.2. Niech {G; : i € I} bedzie rodzing grup abelowych, H pewng grupg abelowq, niech {¢; :
G; — H :i € I} bedzie rodzing homomorfizmow grup. Wowezas istnieje dokladnie jeden homomorfizm

¢: [, Gi = H taki, ze
¢ oL = ¢,
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dla i € I. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:

¢
Hie[ Gi--=H
e
G,

Ponadto jesli grupa abelowa G ma powyiszq wlasnosé, to wowczas G = [[,.; Gi.

Dowdéd. Pokazemy istnienie stosownego homomorfizmu. Dla ustalonego a € [],.; G; tylko dla skoficzenie
wielu indeksow i € I a(i) # 1 — powiedzmy, ze Iy = {i € I : a; # 1} = {i1,..., 4, }. Zdefiniujmy zatem
odwzorowanie ¢ : [[,.; G; — H wzorem

6(a) = 1, gdy a =1,
¢i1 (ail) et ¢ir (a'ir> = Hielo (bi(a’i)? gdy a 7£ L.

Korzstajac z faktu, ze H jest przemienna, bez trudu sprawdzamy, ze ¢ jest homomorfizmem. Wprost
z okreslenia ¢ wynika tez, ze ¢ ot = ¢;. Podobnie jak w poprzednim dowodzie sprawdzamy, ze ¢
jest wyznaczone jednoznacznie oraz ze wlasno$¢ uniwersalna definiuje koprodukt z dokladnoscia do
izomorfizmu. U

Uwaga 1.7. Czytelnik zechce podac przyktad dwdoch grup nieabelowych, ktorych iloczyn kartezjanski nie
spetnia powyzszej wltasnosci uniwersalne;.



