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10. WYKrLAD 10: HOMOMORFIZMY PIERSCIENI, IDEALY PIERSCIENI. IDEALY GENEROWANE PRZEZ
ZBIORY.

10.1. Homomorfizmy pierscieni, idealy pierscieni.

Definicja 10.1. Niech P, R bedq pierscieniami.
(1) Odwzorowanie ¢ : P — R nazywamy homomorfizmem, jesl
e ¢(1p) = 1g,
* Va,b e Plp(a+b) = f(a) + f(b)],
® Va,b e Plp(a-b) = f(a)- f(b)].
Zbior wszystkich homomorfizméw pierscienia P w pierscien R oznaczamy Hom(P, R).
) Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy monomorfizmem, jesli jest réznowartosciowy.
) Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy epimorfizmem, jesli jest surjektywny.
) Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy izomorfizmem, jesli jest bijekcjq.
) Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy monomorfizmem kategoryjnym, jesli dla kazdego pier-
scienta S 1 dla kazdych homomorfizmow iy,v9 : S — P

jesli g oy = poha, to Y1 =y
(6) Homomorfizm ¢ : P — R nazywamy epimorfizmem kategoryjnym, jesli dla kazdego pierscie-
nia S 1 dla kazdych homomorfizmow i,9s : R — S
Jeslihy o o = 1hg 0 @, to Py = 1hs.
(7) Homomorfizm ¢ : P — P nazywamy endomorfizmem. Zbiér wszystkich endomorfizméw ozna-
czamy End(P).
(8) Izomorfizm ¢ : P — P nazywamy automorfizmem. Zbior wszystkich automorfizmdéw oznaczamy
Aut(P).
(9) Jesli ¢ : P — R jest homomorfizmem, to zbior
ker ¢ = ¢~'(0r) = {a € P: ¢(a) = O}
nazywamy jadrem homomorfizmu ¢, zas zbior
imp = ¢(P) ={b € R:3Ja € P[b= ¢(a)]}

nazywamy obrazem homomorfizmu ¢.

(2
(3
(4
(5

Uwaga 10.1. Niech P, R bedq pierscieniami, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem. Wowczas:

(1) ¢(0p) = Or;

(2) ¢(—a) = —¢(a), dlaa € P;

(3) ¢(a*) = (¢(a))* oraz ¢p(ka) = ké(a), dla a € P, k € NU {0},

(4) ¢ : P — R jest homomorfizmem grup addytywnych (P, +p) i R, +g.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-

wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
Twierdzenie 10.1. Niech P, R bedqg pierscieniami, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem. Wowczas:

(1) im¢ < R;

(2) ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker ¢ = {0p};

(3) ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im¢p = R;

(4) ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm ¢ : R — P taki, Ze

poY =1idgr oraz Y o ¢ =idp;
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(5) ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest monomorfizmem kategoryjnym;
(6) ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest epimorfizmem kategoryjnym.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
Przyktlady:
(1) ¢: P — P, ¢(x) = x jest homomorfizmem;
(2) ¢ : PX — P, ¢(f) = f(zo) jest homomorfizmem, gdzie X # @ oraz 2o € X jest ustalonym
elementem;
(3) ¢:Z — Zy, ¢(x) = reszta z dzielenia = przez n jest homomorfizmem;
(4) ¢:Z — P, ¢(z) = - 1p jest homomorfizmem.

Twierdzenie 10.2. Niech P, R bedq pierscieniami, P, < P, Ry < R, niech ¢ : P — R bedzie homo-
morfizmem. Wowczas:

(1) ¢(P1) <R,
(2) o7'(R1) < R.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Definicja 10.2. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech I C R. Zbior I nazywamy ideatem pierscie-
nia R, jezeli:

e Vabel(a—bel);

o Va € IVx € R(za € I).
Oznaczamy I < R.

Uwaga 10.2. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem, niech I < R. Woéwczas I jest podgrupg normalng
grupy (R, +).
Przyktady:

(5) Rozwazmy pierscien (R, +,-). Wowczas R < R i nazywamy go idealem niewlasciwym.

(6) Rozwazmy pierscien (R, +,-). Wéwcezas {0} < R i nazywamy go idealem zerowym. Idealy
niewlasciwy i zerowy nazywamy idealami trywialnymi.

(7) Rozwazmy pierécien Z. Woéwczas 3Z < Z.

(8) Rozwazmy pierscien RE. Wowcezas [ = {f € R : f(1) = 0} < RE,

Twierdzenie 10.3. Niech P, R bedqg pierscieniami, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem. Wowczas:
(1) kero < P,
(2) jesli J < R, to ¢~ *(J) < P oraz ker ¢ C ¢~ 1(J),
(3) jesli I < P i ¢ jest epimorfizmem, to ¢(I) <1 P.

Dowéd. (1) Ustalmy a,b € ker ¢, x € P. Wowczas
¢(a —b) = d(a) = $(b) =0~ 0=0,
a zatem a — b € ker ¢. Ponadto:
¢(za) = ¢(z)d(a) = ¢(z) - 0 =0,

a zatem xa € ker ¢.
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(2) Ustalmy a,b € ¢~ '(J), x € P. Wowczas

¢(a —b) = ¢(a) — o(b) € J,
a zatem a — b € ¢~ '(J). Ponadto:

¢(za) = ¢(x)p(a) € J,
a zatem ra € ¢~ '(J). Ustalmy ponadto ¢ € ker ¢. Wowczas:
¢(c)=0¢€J,
a zatem c € ¢~ 1(J).
(3) analogicznie.
O
Twierdzenie 10.4. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem, niech I < R. Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:
(1) I =R;
(2) TNU(R) #0;
(3)1el.
Dowdd. (1) = (2): oczywiste. (2) = (3): ustalmy a € I NU(R). Niech b € R bedzie taki, ze ab = 1.
Skoroa € I, b€ R, wiec 1 =ab € I.
(3) = (1): Ustalmy a € R. Skoro 1 € I, a € R,toa=1-a € I. O
Twierdzenie 10.5. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Wowczas:
R jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy R ma doktadnie dwa idealy, {0} i R.
Dowdd. (=): zatézmy, ze R jest ciatem. Ustalmy I < R i niech I # {0}.
Pokazemy, ze I NU(R) # (). Istotnie, skoro R jest ciatem, to U(R) = R\ {0}. Poniewaz I # {0}, wiec
dla a € I'\ {0} zachodzi a € U(R).
Wobec poprzedniego twierdzenia I = R.
(«): zalozmy, ze {0} i R sa jedynymi idealami pierscienia R. Ustalmy a € R\ {0}.
Pokazemy, ze a € U(R). Niech I, = {za : a € R}. Zauwazmy, ze I, < R: istotnie, ustalmy zja, z2a €
I,, y € R. Wowczas
r1a — a0 = (21 — x3)a € 1,
oraz
r1ay = (r1y)a € 1,.
Ponadto zauwazmy, ze a = 1-a € [, oraz a # 0. Tym samym [, # {0}. Zatem [, = R, w szczegdlnosci
istnieje b € R\ {0} taki, ze ba = 1. O
Twierdzenie 10.6 (lemat o odpowiedniosci miedzy ideatami). Niech P, R bedg pierscieniami, 7 : P —
R homomorfizmem surjektywnym i niech N = ker 7. Oznaczmy
I={l:1<PorazNCI},J={J:J< R}

Wowczas odwzorowania
¢:T—J,9(I)=m(),
1T = L) = 7 (K)
sq wzajemnie odwrotne.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
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10.2. Idealy generowane przez zbiory.

Twierdzenie 10.7. Niech J = {J; : i € I} bedzie rodzing idealow pierscienia R;
(1) Nes Ji jest ideatem pierscienia R,
(2) U,es Ji jest ideatem pierscienia R, o ile J jest taricuchem.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Definicja 10.3. Niech (R,+, ) bedzie pierscieniem oraz A C R pewnym zbiorem. Najmniejszy w sensie
inkluzji ideal pierscienia R zawierajgcy zbior A (tj. przekrdj wszystkich idealéw pierscienia R zawiera-
jacych A) nazywamy idealem generowanym przez A i oznaczamy (A).

Uwaga 10.3. Niech (R,+, ) bedzie pierscieniem oraz P < R. Wéwczas:

(1) ({0}) = {0},
(2) (1) = R.

Definicja 10.4. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem, niech I < R. Kazdy zbior A o tej wlasnosci, Ze

(A) = I nazywamy zbiorem generatordéw idealu I. Jesli A ={ay,...,a,} to oznaczamy
(a1,...,a,) = (A).
Mowimy, zZe ideal jest skonczenie generowany, gdy istniejg elementy ay, . ..,a, € R takie, zZe
I=(ay,...,a,).
Mowimy, ze ideal jest gtdwny, gdy istnieje element a € R taki, ze
I = (a).

Moéwimy, ze piersciern R jest pierScieniem idealéw gléwnych (PID, principal ideal domain), gdy
kazdy jego ideat jest ideatem gtownym.

Twierdzenie 10.8 (o postaci elementéw ideatu generowanego przez zbior). Niech (R, +,-) bedzie pier-
Scieniem oraz A C R pewnym zbiorem. Wowczas

(A) ={arby + ...+ axb, :n € Nja; € A b; € R}.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Whiosek 10.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem oraz a € R. Wowczas:
(1) Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem oraz a € R. Wowczas:
(a) = {ab: b€ R}.
(2) Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem oraz aq, . ..,a, € R. Wowczas:
(a1,...,a,) = {arby + ...+ axb, : b; € R}.
Przyktady:
(1) Rozwazmy pierscien Z. Wowczas:
(5)={kb:keZ} =52

oraz

(4,6) = {k4+16 : k,1 € Z}.
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(2) Rozwazmy pierscien R[z]. Wowczas:
() ={f -z : f e Rlz]} = {g € R[z] : z[g}.
Definicja 10.5. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech I,J < R.
(1) Ideat (I U J) nazywamy suma ideatéw I i J i oznaczamy I + J.
(2) Ideal ({i-j:i€ 1,5 € J}) nazywamy iloczynem idealéw [ i J i oznaczamy I - J.

Twierdzenie 10.9 (o postaci elementéw sumy i iloczynu ideatéw). Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem,
niech I,J < R.

M I+J={i+j:iel,jelJ};
(2) I'J:{a1b1+...+anbnZTLEN,CLZ‘GI,biEJ}

Twierdzenie 10.10. Pierscien 7Z jest pierScieniem ideatow gtownych.

Dowdd. Ustalmy I <1 Z. Jedli I = {0}, to I = (0) jest ideatem gtéwnym. Jesli I # {0}, to istnieje a € I,
a # 0. Oczywiscie {—a,a} NN # (), zdefiniujmy wiec

c=min{a € N:a € I}.

Pokazemy, ze I = (c). Inkluzja (D) jest oczywista, zas dla dowodu inkluzji (C) ustalmy b € I. Dzielac
z reszta b przez c otrzymujemy

b= gc+ r dla pewnych ¢,7 € NU{0},0 <r < c.
Zatem r = b —qc. Skoro b € I, c € I, q € Z, wiec r € I. Ponadto r < ¢, wiec z wyboru ¢ wynika, ze
r = 0. Zatem b = qc € (¢). O
Twierdzenie 10.11. Niech F bedzie cialem. Pierscien F[z] jest pierscieniem ideatéw giéwnych.
Dowdd. Ustalmy I < F[z]. Jesli I = {0}, to I = (0) jest ideatem gtéwnym. Jesli I # {0}, to istnieje
fel, f#0. Zdefiniujmy wiec
h = wielomian z I mozliwie najmniejszego stopnia.

Pokazemy, ze I = (h). Inkluzja (D) jest oczywista, za$ dla dowodu inkluzji (C) ustalmy g € I. Dzielac
z reszty g przez h otrzymujemy

g = qh +r dla pewnych ¢,r € F[z],0 < degr < deg h.

Zatem r = g — qh. Skoro g € I, h € I, q € F[x], wiec r € I. Ponadto degr < degh, wiec z wyboru h
wynika, ze r = 0. Zatem g = gh € (h). O



