Zestaw zadan 4: Uklady réwnan. Przestrzenie wektorowe i podprzestrzenie.

(1) Rozwiazaé¢ nad ciatem R liczb rzeczywistych nastepujace uktady réwnan:
20 + 5y — 82 =38

dr +3y—92=9

20+ 3y —Hz="T"

r+8y —T7z=12

20 —3y+ 52+ Tt =1
(a) 4r —6y+22z+3t=2 ; (b)
20 =3y — 11z — 16t =1

r+4y+2+2t=3 3r —by+2z24+4t =2
(c) 6r+8y+22+5t=7 ; (d) Tv —4y+2+3t=5 ;
9z + 12y + 32 + 10t = 13 br + Ty —4z—6t =3
8r + 6y + 52+ 2t =21
3r — 2y +52+4t =2 3r+3y+22+t=10
() b6x—4y+4z+3t=3; (f) dr+2y+324+t=8 ;
9z — 6y +32+2t =4 r+dy+z+t=15
Tr +4y+ 52+ 2t =18
r+y+3z—2t+3w=1 20—y + 2+ 2t + 3w =2
20 +2y+4z—1t+3w=2 6r —3y+2z+4t+d5w=3 |
(g) 3r+3y+52—2t+3w=1" (b) 6r — 3y +22+8+13w=9"
20 + 2y + 82 — 3t + 9w =2 de —2y+z2+t+2w=1

6z +4y+52+2t+3w=1
(0) r+2y+4z+t+2w=3
! v +2y — 22+t =-—7"
9z + 6y + 2z + 3t + 2w = 2
(2) Nastepujace uklady rozwiaza¢ nad Q oraz nad Z,:

20+ Ty+32+t=6 92 — 3y + 52+ 6t =4
(a)  3x+5y+22+2t=4  p=11; (b) 92 — 3y +bz+6t=4 | p=13;
Y +4dy+2+Tt=2 3r—y+ 3z + 14t = -8

6 +3y +2z+ 3t +4w =5
() dr4+2y+24+20+w=4

dr+2y+32+2t4+w=0
20 +y+T7z+3t+2w=1

20 —y+32z2—=Tt=5
,p=11 (d) 6br —3y+2—4t =7 ,p=237
dr — 2y + 142 — 31t = 18

-~

3r + 2y 42242t =2

20 + 3y 4+ 22+ 5t =3
,p=13 (f) r+y+4z—5t=1 ,p=7

20+ 2y+32+4t=5

Tx+y+6z—1t="7

r+2y+3z—2t+w=4
3r+6y+5z—4t+3w=>5
(e) c+2y+T7z—4t+w=11
20 +4y+22—-3t+3w =6

2v4+3y+z2+2t=4
dr+3y+z+t=2>5

(g) ¢ br+1lly+32+2t=2 ,p=17
20 +5y+z+t=1
rT—Ty—z+2t=7

(3) Kazdy z nastepujacych uktadéw rozwiazaé w ciatach Zs, Z;, Zs:

r+4y+ 3z =2 20+3y+z=1

(a) ¢ 3z +2y+42=3, (b) ¢ z+4y+32=3 .
de+y+2=0 dx + 32 =2
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r+y+z=1
(4) Pokazaé, ze uklad rownan ¢ 2x+y — 2z =2 jest sprzeczny w ciele Z, wtedy i tylko wtedy, gdy
r—y+3z=0

p=2.
(5) Rozwiazaé nad ciatem C liczb zespolonych uktad réwnan
6ix + (=34 6i)y + (44 2i)z + (1 +2i)t =0
(5+5i)x+ (3+5i)y+ (7T—3i)z+(4+2i) =0
(=34 3i)x + (=6 + 3i)y + (=1 + 3i)z —t=0
(I +1l)x+ (1 +12)y + (11 + 7i)z + 7it =0
przy zatozeniu:
(a)x=0, (b)y=0, (¢c)z=0, (d)t=0, (e)z+y=0.
(6) Znalez¢ takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d by zachodzila réwno$é wielomianéw zmiennej X o
wspoczynnikach rzeczywistych:

a-1T+b(X —2)+c(X -2 +d(X -2 =1+ X"

(7) Wyznaczy¢ takie liczby zespolone a, b, ¢, d by zachodzita réwnosé funkeji wymiernych zmiennej
X o wspoétezynnikach zespolonych:
4 a n b n c n d
X444 X+1+i X+1-i X—-1+i X—-1-3
(8) Rozwiazaé¢ nad ciatem C nastepujce uktady rownan:

(1+d)x+2iy—2=3+2i (I+d)x+2y—iz=2—3i
(a) ¢ B+dz+(1—d)y+42=6+i, (b)< 3v+iy+(2—1i)z=06+4i .
Sr+y—iz=2 (4+i)x+y+32=06+6i

r+2y+624+6t=1
(9) Dla jakiego parametru A € Z; uktad réwnan r+y+z+3t=2 nad cialem Z; ma rozwig-
3r+5y+6z+t=2A
zanie? Rozwiaza¢ ten uktad, gdy jest to mozliwe.
(10) W zaleznosci od parametru A € Q rozwiazaé uktady rownan:

8r+6y+32+2t=5 20 —y+32+4t =5 MM+y+z+t=1
(a) —12x — 3y — 32+ 3t = —6 (b) do —2y+524+6t=7 (c) r+Ay+z+t=1

Ar+5y+z+4=3 60 —3y+72+8=9 THy+rzt+t=1"

e +4y+ 2+ 4t =2 A —4y + 9z + 10t = 11 r+y+z+A=1

(11) Do ukladu réwnan naleza wszystkie rownania « + ny +nz = 1 dla n € N. Znalez¢é réwnowazny
mu uktad o najmniejszej ilosci rownan i rozwigza¢ go.
(12) Z Ksiegi 1 ” Arytmetyki” Diofantosa z Aleksandrii® (ok. 250 r.):
(a) ”Zadanie 16. Znalez¢ trzy takie liczby, aby dodane parami dawaly dane liczby. Potrzeba, by
polowa sumy danych liczb byta wicksza odkazdej z nich.”

y+z=a
(Dla danych a, b, ¢ rozwiazaé¢ uktad réwnan ¢ = +2=10b).
r+y =c

IDiofantos (zapewne IIT w.) - matematyk grecki z Aleksandrii. Brak danych o jego zyciu. Zachowalo sie 6 z 13 ksiag
” Arytmetyki” 1 fragmenty ksiazki o liczbach wieloktnych. W ” Arytmetyce” Diofantos podal prawa dziatan na liczbach
wzglednych i wprowadzil niewiadoma - symbol literowy uczestniczcy w dzialaniach na réwni z liczbami i w zgodzie z
prawami dziatan.



(b) "Zadanie 17. Znalez¢ cztery takie liczby, zeby dodane po trzy dawaly dane liczby.”
y+z+t=a
x +z+t=0>
T+y +t=c )-
rH+y+z =d
(c) "Zadanie 18. Znalez¢ trzy takie liczby, aby dodane parami przewyzszay pozostala o dana
liczbe.”

(Dla danych a, b, ¢, d rozwiazaé¢ uktad réwnan

y+z=a+zx
(Dla danych a, b, c rozwiazaé uktad réwnan ¢ = +z=b+y ).
Tty =c+z
(d) ”Zadanie 19. Znalez¢é cztery takie liczby, zeby dodane po trzy przewyzszaly pozostata o dang
liczbe.”
y+z+t=a+zx
+z2+t=0b+y
T4y +it=c+z )
r4+y+z =d+t
(e) ”Zadanie 20. Dana liczbe rozlozy¢ na trzy liczby tak, by kazda ze skrajnych, dodana do
srodkowej miata dany stosunek do pozostatej.”
r+yt+z=a
(Dla danych a, k, m rozwiaza¢ uktad réwnan r+y=kz ).
Yy+z=mx
(f) ”Zadanie 22. Znalez¢ trzy takie liczby, ktore stana sie réwne, gdy kazda odda nastepnej dana
swojg czesc.”
(Dla danych niezerowych a, b, ¢ rozwiazaé¢ uktad réwnan (1 — é) x4+ %z = (1 — %) Y+ %x =
(1=2)=+3v)-
(13) Wyznaczy¢ wszystkie rzeczywiste wartosci niewiadomych x,y, z,t dla ktérych:

(Dla danych a, b, ¢, d rozwiazaé¢ uklad réwnan

r+4y+ 1024+ 20t =2 r+4y + 1024+ 20t = —x

(a) —6y — 202z — 45t =y (b) —6y — 202z — 45t = —y
4y + 152 + 36t = 2’ 4y + 152 + 36t = —z ~

—y—4z—-10t =t —y—4z — 10t = —t

200 — 10y +4z —t=a
70z — 36y + 152 —4t = b
84x — 45y + 20z — 6t = ¢
3bxr —20y + 10z —4t =d

(14) Rozwiazaé¢ uktad réwnan w zaleznosci od parametrow

a,b,c,d € R.
(15) Wykaza¢, ze V = C ze zwyklym dodawaniem jako dodawaniem wektoréw i operacja mnozenia
przez skalar

x : CxC—C,

(z,v) — zxvV:=Z-v

jest przestrzenia liniowa nad cialem liczb zespolonych C.



(16) Niech V' bedzie zbiorem liczb rzeczywistych dodatnich, a dodawanie wektoréw niech bedzie mno-
zeniem liczb. Operacje mnozenia przez liczby rzeczywiste okreslimy nastepujaco:

RV =V,
(a,v) — v®

Wykazaé, ze wyzej opisana struktura algebraiczna jest przestrzenia liniowa nad ciatem liczb
rzeczywistych R.

(17) Niech K bedzie dowolnym ciatem oraz niech V' = K (zbiér wszystkich nieskoniczonych ciagéw
elementow ciata K'). Okreslmy dzialania dodawania wektoréw oraz mmnozenia wektoréw przez
skalary z ciata K nastepujaco:

[al,ag,...]+[b1,b2,...] . :[a1+b1,a2+b2,...],
a-lay,ag,...] : =laag,aas,.. ]

Pokaza¢, ze wyzej zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzeniag wektorowa nad cialem
K.

(18) Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech K bedzie dowolnym ciatem. Oznaczmy symbolem
K4 zbiér wszystkich funkcji A — K. Sumg funkcji f : A — K oraz funkcji g : A — K nazywamy
funkcje f + g : A — K taka, ze (f + g)(a) = f(a) + g(a) dla kazdego a € A. Tloczynem funkcji
f A — K przez skalar = z cialta K nazywamy funkcje zf : A — K taka, ze (xf)(a) = xf(a)
dla kazdego a € A. Pokazaé, ze tak zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenia liniowa
nad ciatem K.

(19) Oznaczmy symbolem K [X| zbiér wszystkich wielomianéw zmiennej X o wspétezynnikach z ciala
K. Sprawdzi¢, ze z dzialaniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez elementy
ciala K, zbior K[X] jest przestrzenia wektorowa nad ciatem K.

(20) Oznaczmy symbolem K (X ) zbiér wszystkich funkeji wymiernych zmiennej X o wsp6czynnikach z
ciata K . Sprawdzi¢, ze z dziataniami dodawania funkcji wymiernych i mnozenia funkcji wymiernej
przez element ciata K zbiér K (X) jest przestrzenia wektorow nad cialem K.

(21) Niech A bedzie dowolnym zbiorem, a P(A) niech bedzie zbiorem wszystkich jego podzbioréw.
Dziatanie dodawania w zbiorze P(A) definiujemy nastepujaco: B+C' = (B\C)U(C\ B). Mnozenie
elementéw P(A) przez elementy ciata Z, definiujemy w oczywisty sposéb: 0- B =1, 1-B = B.
Sprawdzenie tacznosci dziatania + jest do$¢ ktopotliwe.

(a) Zakladajac, ze dziatanie + jest laczne, sprawdzié, ze spelnione sa réwniez pozostate aksjo-
maty przestrzeni liniowe;.
(b) Wykazaé tacznosé dziatania .

(22) Niech V. =C* , U = {(21,22,23,24) € V : 21 = 25 = 0}. Wektory dodawa¢ bedziemy w zwykly

sposOb natomiast mnozenie przez skalary definiujemy na cztery rézne sposoby:

a)za=0dlazeCorazaeV.

b) za=adlaze Coraz a e V.

c) za = (Rez)adla z € Coraz a € V.

zagdy z€eCiaeclU

d) zo = Zagdy zeCia¢U
Sprawdzi¢, ze w kazdym z czterech powyzszych przyktadow doktadnie jeden z aksjomatoéw przes-
trzeni liniowej nie jest spetniony.

(23) Zbadaé, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni K* s podprzestrzeniami wektorowymi:

a) U={[t,t+1,0,1] : t € K},
b) U ={[t,u,t +u,t —u]:t,u € K},



{[tu,u,t,0] : t,u € K},
%{[:1: y,z,t] :v—iry—z:O},

{t[1, O,l,O]—i—u[O —1,0,1] : t,u € K}.
tore z nastepujacych podzblorow przestrzeni R* sg podprzestrzeniami liniowymi:
{lt,u,t +u,t —u]: t <wu},
= {[t,u,t,0] : tu > 0},
c) {lz,y,2,t] : x,y,z,t € Q}.
(25) Niech R*> bedzie przestrzenia ciagéw elementéw ciata R. Zbadaé, ktore sposrod nastepujacych
zbioréw sg podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni R*°:

a) Uy = {[a1,a9,...] : aiy1 = a; + a;—1 dla kazdego i = 2,3,...};
b) Uy = {lay,a9,...] : a; = %(ai,l + a;41) dla kazdego i = 2,3,...};
¢) zbiér wszystkich ciagéw [ay, as, .. .|, ktérych prawie wszystkie wyrazy (wszystkie wyrazy z

wyjatkiem co najwyzej skoniczonej liczby) sa réwne zero;
d) zbiér wszystkich ciagdéw ograniczonych.

(26) Niech A C R bedzie zbiorem niepustym oraz niech V' = R# bedzie przestrzenia funkcji A —
R (zob. zadanie ?? , str. ??). Zbadaé, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni R4 sa
podprzestrzeniami liniowymi:

a) zbiér wszystkich funkcji parzystych, gdy A = R.

b) zbiér wszystkich funkcji nieparzystych, gdy A = R.

¢) zbiér wszystkich funkcji rosnacych.

d) zbiér wszystkich funkcji monotonicznych.

) U={feV:f0)=f(1)},edy A=[0,1]
fYU={feV:f(x)=0dlakazdego x € B}, gdy BC Ai B # A.

(27) Sprawdzi¢, ktére z okreslonych podzbioréw przestrzeni wielomianéw K[X] nad cialem K sa

podprzestrzeniami wektorowymi:
a) U={F € K[X]: F(-1) =0},
b) U ={F € K[X]|: F(0)- F(1) =0},
c) K[X]10={F € K[X] : stF <10},
d) U ={F € K[X]: stF = 10}.
(28) Pokazaé, ze jesli Uy = lin(aq, ag, . .., ag), Us = lin(By, B2, ..., ), to

Ul + U2 = lin<05170527 s 7Oék7/617527 e 75l)-

(29) Wyznaczy¢ wszystkie podprzestrzenie przestrzeni
a) Zy*; b) L5 ) Ly .
(30) Pokazaé, ze jesli U oraz W sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V', to U U W jest podprze-
strzenig przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy U C W lub W C U.



