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Zapis liczb 204

Systemy pozycyjne

Przyktad 1. Wezmy liczbe 352. Co ten napis reprezentuje’
Nauczono nas, ze jest to

302 =3*%1004+0*x10+2%1

lub z uzyciem poteg
352 = 3% 10° + 5% 101 + 2 % 10",

e Wartos¢ reprezentowana przez cyfre w liczbie zalezy od jej
pozycji w tej liczbie.

e 7Z kazda pozycja zwigzana jest waga.

Przyktad 1 (ciag dalszy). Cyfra 2 jest na pozycii z waga 1 = 10V (pozycja 0), cyfra

5 na pozycji z waga 10 = 10! (pozycja 1), a 3 na pozycii z waga 100 = 10° (pozycja
2).

e Uzywamy dziesieciu cyfr: 0,1,...,9 1 dlatego méwimy o sys-
temie dziesietnym (dziesigtkowym).
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B Systemy liczbowe
e System pozycyjny: dziesietny, dwojkowy, szesnastkowy
e Konwersja liczb dziesietnych: czes¢ catkowita i czes¢ ulam-
kowa

e Konwersja z systemu pozycyjnego na dziesietny, algorytm
Hornera

e Konwersja liczb dwéjkowych na szesnastkowe i odwrotnie
e Arytmetyka binarna

B Kodowanie liczb catkowitych: ZM, U1, U2, BIAS

B Zapis zmiennoprzecinkowy (zmiennopozycyj-
ny): notacja naukowa, dziatania arytmetyczne, standard
IEEE-754
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e Pozycyjne systemy liczbowe budujemy wedlug schematu:
d - podstawa
¢; (0 < ¢ <d) - ustalone cyfry systemu liczbowego
e Ogllny zapis
Cn—1Cp—2. . .Cp,C—1. . -C—m(d)
e Konwersja na system dziesietny

Cn_ldn_1+6n_2dn_2+ c.. T Cod0—|—6_1d_1—|— c.. T C_md_m

System liczbowy Podstawa | Ustalone cyfry

system dwojkowy 2 0,1

system tréjkowy 3 0,1,2

system 6semkowy 8 0,1,2,3,4,5,6,7

system dziesietny 10 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

system szesnastkowy 16 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D.E,F
(heksadecymalne) (litery A-F to liczby 10-15)




Dziesietny | Dwéjkowy | Tréjkowy | Osemkowy | Szesnastkowy
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 10 2 2 2
3 11 10 3 3
4 100 11 4 4
5 101 12 5 5
6 110 20 6 6
7 111 21 7 7
8 1000 22 10 8
9 1001 100 11 9
10 1010 101 12 A
11 1011 102 13 B
12 1100 110 14 C
13 1101 111 15 D
14 1110 112 16 E
15 1111 120 17 F
16 10000 121 20 10
17 10001 122 21 11
18 10010 200 22 12
19 10011 201 23 13
20 10100 202 24 14




Konwersja na liczby dziesietne

Przyktad 2. Zamienimy liczbe 101011<2> na liczbe w systemie dziesietnym

Cyfry dwojkowe| 1 |0 |1 10 1|1
Wagi 29 194193192191 190
Wartosci wag 3216/ 8 1412 |1

Mamy

101011(2> =324-8+2+1= 43

Przyktad 3. Konwersja z systemu szesnastkowego liczby 1AE4B(16)

Cyiry dwojkowe| 1 A E| 4 B
Wartosci cytr 1 10 14 4 11
Wagi 16* | 16° 162|161 16"
Wartosci wag |65 5364 096 256 16 | 1

1AE4B<16> = 65536410 * 4096414 * 256+4 * 164-11= 110 155

208



Konwersja czesci utamkowych 2

Przyktad 4. A teraz liczbe 0,10011 o)

Cyiry dwéjkowe| 1 | 0 0 1 1
Wagi o—lig=2l 972 | 974 | 279
Wartosci wag 0,510,2510,125]0,0625 1 0,03125

Po zamianie wag na utamki dziesietne dodajemy te utamki, zatem wartosc dziesietna
liczby wynosi

0,100119) =0,540,0625+0,03125= 0,59375
Mozna tez dodac¢ utamki zwykte

0,10011 L
’ 2) 96732~ 3

a nastepnie wykonac¢ dzielenie 19 : 32.




Dany jest wielomian stopnia n — 1 o wspodtczynnikach cy,cy,...,cp_1.
Wartosé tego wielomianu w punkcie z

2

Cn—1*$8_1+0n—2*$8_ ek af +oep % T+ ¢

wyznaczamy w kolejnych krokach:

Cn—1

Cp—1* T+ Cp—2

(Cn—1* T + cp—9) * T + Cp—3

(- ((ep—1 x o+ cpa) * o + cp—3) * o+ ... + 1) * 2o + cp)

Przyklad 5. Algorytm Hornera mozna stosowaé dla zg = d lub g = d— L.

Wykorzystamy algorytm Hornera do konwersji liczby 1010119
1

1 x240=2
2%x2+1=05
Ox24+0=10
10x241=21

21l %241 =43



Dany jest wielomian stopnia n — 1 o wspodtczynnikach cy,cy,...,cp_1.
Wartosé tego wielomianu w punkcie z

2

Cn—1*$8_1+0n—2*$8_ ek af +oep % T+ ¢

wyznaczamy w kolejnych krokach:

Cn—1

Cp—1* X+ Cp—2

(Cp—1 % m + cp—2) * T + Cp—3

((...((cp—1*xp+Cp_sg)*x)+Cps9) *x9+ ...+ 1) * 20+ Q)
Przyklad 6. Algorytm Hornera mozna stosowaé dla xg = d lub xg = d—1
Wykorzystamy algorytm Hornera do konwersji liczby 101011<2>

1ol 0 1 1
21 24 10 20 42
1 2510 21 43




Konwersja liczb dziesietnych 2

Twierdzenie o dzieleniu z resztg. Jezeli a,d € Z, d # 0, to istnieje doklad-
nie jedna para liczb catkowitych k,r spetniajgca warunki:

a=kxd+r, 0<r<]|d.
Przy czym dla <= r = 0.
Algorytm dla liczb catkowitych:

e dzielimy liczbe dziesietng przez d 1 zapamietujemy reszte z
dzielenia

e algorytm konczy sie, gdy uzyskamy dzielng ré6wna zero
e zapisujemy reszty z dzielenia w odwrotnej kolejnosci

Mozemy postuzyé¢ sie tabelka:

Kolejna dzielna Reszta z dzielenia przez d




Konwersja liczb dziesietnych 2

Przyktad 7. Zamiana liczby dziesietnej 43 na posta¢ dwojkows

Kolejna dzielna | Reszta z dzielenia przez 2

43

21

10

5

2

1
01 43(10) = 101011(2)

Zamiana tej samej liczby na postac trojkowsq

O = O = =

Kolejna dzielna | Reszta z dzielenia przez 3
43
1411
412
11
01 43(1()) = 1121(3)




Konwersja utamkow dziesietnych:i.

Algorytm dla liczb utamkowych:

e mnozymy czes¢ utamkowsq przez d i wydzielamy cyfry przed
przecinkiem

e algorytm moze sie nie zakonczyc.

Przyklad 8. Zamiana 0,63 na posta¢ dwojkows:
Kolejna mnozna | Cze$¢ catkowita z mnozenia przez 2

S— — — T
p—
>
O~ OO0 OO0~ O RO

0,63(19) = 0, 101000010.



Binarnie

Heksadecymalnie

0000

0001

0010

0011

0100

0101

0110

0111

1000

1001

1010

1011

1100

1101

1110

1111

HEg QWS © 00N WO

Przyktad 9. Zamieniamy liczbe z systemu
szesnastkowego na system dwojkowy zamienia-
jac kazdg cyfre na zapis jak w tabeli

Dla liczby A4CD(16> mamy:

A4CD<16>:1010 0100 1100 1101

Przyktad 10. Zamieniamy liczbe z systemu
dwdjkowego na system szesnastkowy: uzupet-
niamy zerami, aby diugosc¢ liczby byta wielo-
krotnoscia 4, a 4 cyfry dwojkowe moga by¢ za-
stapione 1 cyfra szesnastkows.

Dla liczby 110101<2) manmy:

110101<2>:O()11 0101 :35(16)

Przydatnosé¢ systemu szesnastkowego:
pozwala zapisa¢ w zwiezlej postaci
dlugie ciggi bitow.
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Dodawanie

e 0+0=0
e 0+1=1
e14+0=1

e 14+1=0 z przeniesieniem

e przeniesienie +0+0=1

1=0 z przeniesieniem

e przeniesienie

0
e przeniesienie +1+0=0 z przeniesieniem
1

e przeniesienie 1=1 z przeniesieniem

Przyktad 11.

P P P
0101 0101 0101 0101 0101

+0011 +0011  +0011  +0011  +0011
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Odejmowanie

e 0-0=0

e 0-1=1 z pozyczka

e 1-0=1

e1-1=0

e 0-0-pozyczka = 1 z pozyczka

e 0-1-pozyczka = 0 z pozyczka

e 1-0-pozyczka = 0

e 1-1-pozyczka = 1 z pozyczka

0101 0101 0101 0101 0101 0101
-0011 -0011  -0011 -0011 -0011 -0011
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Mnozenie

e 0*0=0
e 0*1=0
¢ 1*%0=0
e1*1=1

0101
*1010

0110010
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Dzielenie

11



Liczby ze znakiem 220

Jak zakodowac¢ za pomocg bitow liczbe ujem-
ng (catkowitq)?

Ro6zne sposoby

e Kod znak-modut (sign-magnitude)

e Kod uzupelnien do 1 (one’s complement)

e Kod uzupelnien do 2 (two’s complement)

Wilasnosci tych kodow:

e Liczby dodatnie w tych kodach majg zawsze taki sam kod.
e Kody te rd6znig sie zapisem liczb ujemnych.

e Nalezy z gory ustali¢ dlugos¢ kodu n — liczbe bitéow.

Na n — 1 bitach mozna zakodowac liczby naturalne z zakresu:
od 0 do 21 — 1.



Kod znak-modut (ZM) 221

e Najbardziej znaczacy bit zamiera znak liczby:
0 — liczba dodatnia, 1 — liczba ujemna

e Na pozostatych n—1 bitach kodujemy wartos¢ bezwzgledng
liczby.

e Liczba 2" ! ma postaé¢ dwdjkowsq zlozong z 1 i n — 1 zer; zera
zamieniamy na bity wystepujace w module.
Formalnie regute mozna zapisac:

| dlaz >0
YEM) = on=1 _ 4 dla z < 0.

Przyktad 12. Liczba 11(10) = 1011@) w o-cio bitowym kodzie ZM jest postaci
OlOll(ZM) a liczba <—11><10) = 11011(21\/{)

n =106 d=?2 d=16 d =10
Zero 0000 0000 0000 0000, 0000 +0
1000 0000 0000 0000| 8000 —0

Liczba najwieksza 0111 1111 1111 1111 7FFF| 2P —1
Liczba najmniejsza 1111 1111 1111 1111 FFFF —(2" — 1)




Kod uzupe{nier'l do 1 (U].) 222

e Do liczby dodatniej doktadamy bit zero

e Liczbe ujemna kodujemy poprzez zanegowanie wszystkich
bitow z modutu, czyli zamieniamy 0 na 1, 1 na 0 — uzupel-

nienie do 1

e Liczba 2" — 1 ma posta¢ dwojkowg zlozong z samych jedy-
nek, (2" — 1) — |z| odejmowanie zamienia bity na przeciwne.
Formalnie regule mozna zapisac:

| dla z > 0
HU = (2" — 1) 4+ dla x < 0.

Przyktad 13. Liczba 11(10) = 1011(2) w b-cio bitowym kodzie Uljest postaci
OlOll(Ul) a liczba (—11>(10) — 101OO(U1>

n =16 d=2 d=16] d=10
Zero 0000 0000 0000 0000 0000  +0
1111 1111 1111 1111 FFFF|  —0

Liczba najwieksza 0111 1111 1111 1111 7FFF| 20> —1
Liczba najmniejsza 1000 0000 0000 0000 8000 —(2" — 1)




Kod uzupetnien do 2 (U2) 223

e Liczbe ujemng kodujemy jako uzupelnienie dwéjkowe mo-
dulu: negujemy bity moduly, dodajemy 1

e Liczba 2" — 1 ma posta¢ dwojkowg zlozong z samych jedy-
nek, a odejmowanie zamienia bity na przeciwne. Formalnie
regute mozna zapisac:

X dlaz >0

L(U2) = 2"+ x dla x < 0.

e Dla liczb ujemnych mamy
T(u2) = T(U1) T 1

Przyktad 14. Liczba 11(10) = 1011<2) w d-cio bitowym kodzie U2 jest postaci
01011(U2>, a dla liczby (—11)(10) mamy 101007y 4 00001 = 10101159

n = 16 d =2 d=16]d = 10
Zero 0000 0000 0000 0000| 0000 = —+0

Liczba najwieksza 0111 1111 1111 1111 7FFF 2% —1
Liczba najmniejsza 1000 0000 0000 0000 8000 | —2%°




Kod przesuniqty (BlAS) 224

e W kodzie przesunietym +k mozna zakodowac k liczb ujem-
nych przyjmujac definicje

T(1k) = x4+ k

e Zakres przedstawianych liczb moze nie byé¢ symetryczny:;
zblizony do symetrycznego, gdy przyjmiemy k = 2"
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e zapis staloprzecinkowy - przecinek stoi na ustalonym miej-
scu

e zapis zmiennoprzecinkowy (ang. floating point) - przecinek
moze by¢ przesuwany ze zmiang wykladnika

e R6zne liczby rzeczywiste:
9,11 x 107°! kg - masa elektronu
5,98 x 10°* kg - masa Ziemi

e Posta¢ znormalizowana liczby w systemie o podstawie d
+0,bybsy . .. x d¥, gdzie by #£ 0
+ M % dE
Dla masy elektronu mamy
M - mantysa, 0,911
d - podstawa systemu, 10
FE - wykladnik, -30
e Notacja naukowa liczby:
zapisujemy jako 9, 11F — 31
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Przyklad 15. Rozwazmy liczbe

1 — (333,4 — 333, 3)% % 100

Wyznaczajac wartosc tej liczby widzimy, ze

1
1—(0.1)2%100=1— — %100 = 0

Wynik w Excelu:

6,82121F — 13



Arytmetyka zmiennoprzecinkowa::s

e Dzialania na liczbach zmiennoprzecinkowych wykonuje sie
na mantysach i na wyktadnikach.

e Dodawanie i odejmowanie: wyrownujemy wyktadniki obu
liczb, trzeba wiec przesungé mantyse jednej z liczb (dokonacé
jej denormalizacji)

e Wyrownanie zawsze do wiekszego wykladnika — mantysa
mniejszej liczby jest przesuwana w prawo z mozliwg utratg
doktadnosci

e Mnozenie: mnozymy mantysy i dodajemy wyktadniki.

e Dzielenie: dzielenie mantys 1 odejmowanie wykladnikéw.



Arytmetyka zmiennoprzecinkowa:»s

Wilasnosci arytmetyki zmiennoprzecinkowej
e Ustala sie dltugosé liczby cyfr mantysy i wykladnika
e Brak ljgcznosci dziatan: kolejnos¢ wykonywanych dziatan
ma wplyw na wynik
e Brak tez rozdzielnosci mnozenia:
e Wystepujg zatem
zaokraglenia
nieprawidlowe operacje
przepelnienie
niedomiar
Przyktad 16. Dla dlugosci 4 cyfr mantysy mamy
0,3176 * 10% % 0,2504 * 10° = 0, 07952704 * 10° = 0, 7953 * 10"
Przy zapisie statoprzecinkowym bytoby
317,6 % 25040 = 7952704
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Pelna nazwa - 754 IEEE Standard for Binary Floating-Point
Arithmetic - ustanowiony w 1985 (IEEE - Institute of FElec-
trical and Electronics Engineers)

Dwa formaty podstawowe:
e z pojedyncza precyzja (single) - 32-bitowy
e z podwéjng precyzja (double) - 64-bitowy

Stowo binarne moze przedstawiac:

e liczbe znormalizowang

e liczbe nieznormalizowang

® ZEro

e nieskonczonosc¢

e tak zwane nie liczby NaN (not-a-number)



Standard IEEE-754

Sposob kodowania:

231

e znak - zawsze 1 bit: O - liczba dodatnia, 1 - liczba ujemna

e wykladnik - kod dwéjkowy z przesunieciem

e utamek - kod dwéjkowy

S E F
sign exponent fraction
S E F
Znak Wykladnik 'Utamek BIAS
single |1 [31] 8 [30—23] 23 [22—0] 32 127
double 1 [63] 11 [62-52] 52 [51-0] 64 1023

Interpretacja stowa zalezy od wartosci pol E1 F'.

e Skrajne wartosci £ = FE,, =00..001 £ = E); = 11..11 zarezer-

wowalle.

e Gdy E,, < E < E)y; to warto§é= (—1)° x2E-BIAY 1 |
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S E F Wartos¢é S E F Wartoscé
0 00..00| 00..00 |40 1 00..00| 00..00 |—0
0 00..00| 00..01 |dodatnie 1/00..00 00..01 |ujemne
i : nieznormalizowane : ; nieznormalizowane
0/00..00 11..11 |20-BIASHD 4 F 1/00..00 11..11 |—20BIASH) 4 F
0 1/00..01  XX..XX |ujemne

00..01  XX..XX |dodatnie
: : znormalizowane : : znormalizowane

11..10 | XX.. XX | 2(E=BIAS) 4 1 | 11..10 | XX.. XX | —2E=BIAS) y 1 F

11..11} 00..00 |+o0 11..11 | 00..00 |—o0

11..11 | 00..01 | nieliczby
: ; aktywne
11..11] 01..11 | SNaN

11..11 | 00..01 |nieliczby
: : aktywne
11..11 01..11 | SNalN

11..11| 10..00 | nieliczby
: ; pasywne
11..11) 11..11 | QNaN

11..11 10..00 |nieliczby
; : pasywne
11..11) 11..11 | QNaN

OO OO0 O OO0
| | |

e Efektywny zakres:

nieznormalizowane znormalizowane dziesietnie

32) £27" do (1 —27%) %2710 | £270 do (2—27) %27 | £ ~ 107 do 107
64 :|:2—1O74 do (1 o 2—52> % 2—1022 :|:2_1022 do :|:(2 o 2—52> * 21023 + ~ 10—323,3 do 10308,25




Np. w 32 bitowym formacie IEEE-754

najmniejsza dodatnia liczba znormalizowana (+Ly,) ma posta¢ binarna

00000000100000000000000000000000

1 wartosc:
H(1=127) _ 9=126 1 9 4 10—538

najwicksza dodatnia liczba znormalizowana (+L ;) ma postaé¢ binarng

O1111111011111111111111111111111
1 wartosc:
Przyktad: zapiszemy liczbe x = —118, 625(10) w 32-bitowym [IEEE-754.
118<10) = 1110110; 0, 625<10) = 0, 101(2); 1110110, 101 = 1,110110101 = 2Y:
kodujemy wykladnik w kodzie BIAS=127: 6 + 127 = 133<10> = 10000101<2>
S E F
110000101 | 1101101010000000000000
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Narzedzia: IATEX, wrapfig, texpower
Rysunki: Inkscape
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