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Wewnetrzne zrodta matematyki
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Przedstawiony artykut jest poszerzoniem artykutu, ktory pod tym samym
tytutm ukazat sie w "Postepach Fizyki 62 (2011), 117 — 120, i odczytu jaki
autor wygtosit 7 stycznia 2012 roku na zaproszenie Profesora Jerzego
Janika na seminarium PAU w Krakowie. Poglad o wewnetrznej naturze
matematyki nie jest nowy, ale ujecie autora, pomyslane niezaleznie, jest
oparte przede wszystkim na jego wilasnych przemysleniach i ma swojg
odrebnosc. Autor przejmuje swoj poglad od Dedekinda z jego "Was sind und
was sollen die Zahlen?", ktory tak istotne dla matematyki pojecie jakim jest
liczba wywodzi wprost ze "sSwiata naszych mysli". W przedstawionym przez
autora pogladzie nie ma miejsca na matematyke jako gmach.
Matematycznos¢ jest zmystem, jednym z wielu, ktérymi dysponujemy w
konfrontacji ze Swiatem zewnetrznym. Celem artykutu jest wywotanie
dyskusiji, potrzebnej takze i z tego powodu, ze poglady autora - wcale nie az
tak odrebne - sg podzielane przez milczacg wiekszos¢ matematykow.

"Poczatki mego wieku oslepiat blask logicyzmu. .Ale nie poszedtem tym
Sladem. Dawniegjsi filozofowie pisali metnie, ale nieskrepowani logika, mogli
powiedzie¢ wiecej" — Tomasz Grabinski - profesor emerytowany Uniwersytetu
w Penzie.

Rytm Dnia Pierwszego

Lokum matematykito Swiat S naszych myslIi’. Zwrot pochodzi
ze stynnego, chociaz niewielkiego i nie do konca zrozumianego przez
matematykow, dzieta Richarda Dedekinda ,Was sind und was sollen die
Zahlen?” (1888) - "Czym sg i czemu stuzg liczby?".

Mys$ | - to pewien ustalony element wspomnianego swiata S. Umyst nie
jest w stanie powstrzymac sie od ,mysli o tej mysli”, a w rezultacie od ,potoku
mysli”, ktory jest podobny do potoku |iczb. Nie od razu Dedekind
doszedt do tego wniosku. Poswiecit dziesigtki stronic, aby z owego potoku
mysli, wydoby¢ minimalng ni¢ takg jakg tworzag liczby naturalne. Nie



wskazywat zadnej konkretnej liczby, lecz ry t m przenikajacy swiat S, ktory
jest nieskonczony. Po przesunieciu o jedng mysl| dostajemy ten sam
Swiat S. Liczba nie jest u Dedekinda wytworem ani czasu ani przestrzeni
rozumianych fizycznie, jak u Kanta. Mogta powstac juzw Pierwszym
Dniu, juz wsamej mysli Stworcy.

Doswiadczenie myslowe Dedekinda sktania do wniosku, ze w naszej mysli
mogq powstawac pewne konstrukcje niezaleznie od bodzcéw zewnetrznych.
Czy ogranicza sie to tylko do rytmu liczbowego? Nasza mysl| nie staje wobec
Swiata bezbronna. Narzucamy sSwiatu rytm nastepstwa i widzimy go jako
nieskonczony, nie zapytujgc Swiata, czy zyczy sobie takiego jego rozumienia.
Napisat gdzies Max Scheller, ze zyjemy swiatu naprzeciw.

Nie byto nas w Pierwszym Dniu, a jesli byliSmy, to bez swiadomosci, i do
Swiadomosci naszej ten pierwotny rytm nie zawitat. Nie znaczy to, by nie
odcisnat sie w nas w jakiejs pierwotnej formie w naszym swiecie S. Dlatego,
nie sg nam obce jego takty jakie byly nam wtedy darowane. Czy rytm Swiata
S jest fragmentem czegos szerszego, tylko sie domyslamy.

Jest to rytm nastepstwa. Ale znamy tezkonte mplacj e, kiedy mysl
ptynie w sposdb ci g gty My wszakze wyodrebniamy oddzielne stany i
formutujemy oddzielne s g d y. Sgadom nadajemy forme z d a n, by
poprzestajgc juz tylko na formie, mo¢ poddawac je formalnym wymaganiom
tworzonej przez swiat S na ten uzytek |1 o g ik i. PowinniSmy pamieta¢ o tym
zubozeniu pojecia sadu, wprawdzie pomocnym, tak jak pomocna jest
proteza, nie oddajagcym wszakze istoty sadu jakim jest jego tres¢ i jego
dynamika.

Ale, chociaz nasze myslenie mogtoby byc ciagte, to naszajego ekspresj
a zdaje sie wymagac zamknie¢ w zdania, ktore sg jakby jego atomami.
Atomizm myslowy jest wielkg zagadkg naszego Swiata S. Jest jak sie zdaje
jego koniecznoscig. To on daje nam kontakt ze Swiatem i nie dopuszcza do
uwiezienia sie w sobie.

Ekspresja zamykana w oddzielnych sygnatach co$ jednak gubi i nie oddaje
zapewne catej — jak bysmy nazwali - przedswiadomosci.
Zgodzitby sie z tym zapewne Ludwig Wittgenstein, wedtug ktérego ekspresja
jezykowa ma jakies naturalne ograniczenia. Aby wyjs¢ poza nie - jak ujmuje
jego mysl Alfred Gawronski - uciekamy sie do form pozastownych
wyrazajgcych emocje i siegamy po symbolizm poezji oddajgcy cate zespoty
doznan. Rozszerzajg naszg ekspresje takze gry jezykowe i pure nonsens,
przez co docieramy do mysli niedostepnych sgdom wyrazanych jako zdania
budowane zgodnie z gramatyka logiki.

Potokowi mysli jakim obdarza nas indukcyjne nastepstwo nie towarzyszy



wszakze bezposrednia refleksja. Nie panujemy nad pierwotnym rytmem
naszych mysli Jak pisze Andriej Bietyj, inspirowany matematyczng filozofig
swego ojca Nikolaja Bugajewa, ,mysli same sie myslg". Potok mysli to nie
tylko nastepstwo liczb, bo sg inne znane nastepstwa, Bo wspomnijmy potok
mysli w "Herzogu" Saula Bellowa. Nie umiemy wylgczyé sie z jego
strumienia, o czym pisat Bergson, oraz w znanej przed laty ksigzce Ernest
Dimnet, a powtarza wspotczesny nam Eckhart Tolle.

Naprzeciw sSwiatu.

Swiat S jest wszakze bogatszy niz to codawatnamwDniu Pierwszym
rytm indukcji. Jestesmy dzieCmi Dnia Sz dstego. Dostalismy wtedy w
podarunku nowe sposoby kontaktu ze sSwiatem i Sswiadomo s ¢ dajgcg
nam poczucie bycia sobg, poczucie naszej odrebnosci wobec tego co nas
otacza, a jednoczesnie poczucie wspolnoty z otoczeniem. To wtedy dano
nam zmy sty, ktére potrafig lokowaé w swiecie S cate obrazy odbierane
ze $wiata zewnetrznego. Swiat S nie poprzestaje na ich kontemplacji, ale
stwarza srodki wychodzace naprzeciw atakujgcym go obrazom. Zastepuje te
obrazy wiasciwg sobie konstrukcjg wtasna.

Oto tworzy pojecie kota, ktérego forme narzuca narzuca potem innym
.kotom” obecnym w swiecie zewnetrznym. Postrzegajac te "kota", ma juz
zawczasu gotowe wobec nich oczekiwania. Przez dlugi czas sSwiatu S
wystarczy jedno koto, zanim nie objawi mu sie ono w wielu aspektach.
Odkryje, ze koto to nie tylko ksztatt kolisty, ale i przegroda, a takze droga, po
ktorej biegnie punkt. Nie wszystkim obrazom swiat S potrafi przeciwstawiac
swoje w z or c e, aleewolucja polega na wzbogacaniu ich zakresu.
Odkryje tez samotng liczbe 5, ktora sprawi ktopot, kazgc nam zastanawiaé
sie, czy jest elementem rytmu pierwotnego, czy zjawiskiem od rytmu
pierwotnego niezaleznym.

Konstrukcja. jakg $wiat S obudowuje odbierane obrazy, nie nalezy do rzeczy
samych w sobie w znaczeniu Kanta. Jest polem wewnetrznym Swiata S,
zawiera sie w naszych myslach. Oglad myslowy tej konstrukcji wewnetrznej
jest znatury antynomialny Nie dotyczy to wszakze rytmu liczby
wbudowanego w sSwiat S, do ktorego oglad myslowy nie wnika.

Wzorce, ktdérymi otacza sie swiat S stanowig mur obronny przed nieznanym
nam zewnetrzem. Chcemy, jak monada Leibniza, by¢ odcieciod
wptywow zakitdécajgcych nasze wnetrze, selekcjonujagc obrazy wedtug
kierujgcych nami upodoban. Od siebie nawzajem odbieramy jedynie te
sygnaty, ktére przekazujg okreslony rodzaj tresci. Ten sposob wzajemne;j
komunikacji sprawia, ze nie uczymy sie od siebie przelewajac sobie
nawzajem cate mézgi. Odbieramy jedynie izolowane sygnaty wystarczajgce
dla rozbudzenia w monadzie jej Swiat wewnetrzny, ktéry ma ona tylko dla



siebie. Te sygnaty wszakze wystarcza, by powstata wspdlnota. Jak zauwaza
niezapamietany z imienia Filozof — staramy sie, by nasz swiat wewnetrzny byt
nieprzystepny dla zewnetrznej - jak pisze - pospolitosci. Bo przyjrzyjmy sie
obudowie monady w postaci pieknej muszli. Dzieto sztuki, aby obronic¢ sie
przed przetworzeniem w kicz, zaznacza — jak pisze Oow Filozof - chocby
jednym szczegdtem — moze by¢ to nawet skaza — swojg odmiennos¢ od
srodowiska. A przeciez, tym zewnetrzem sie karmimy. Wedtug Arystotelesa,
nie ma niczego w naszych myslach co by nie przeszto wczesniej przez
zmysty.

Zmysty, ktore zasiedlajg Swiat S, walczg w nim o miejsce dla siebie. Widzimy
wsréd nich rowniez z my s i, ten najbardziej wewnetrzny, ktérego zadaniem
jest ksztattowanie wspomnianejkonstrukcji. Nazwijmy ten zmyst
zmystem matematycznym. Zmyst matematyczny odczuwa
przykros¢, jesli dla dostarczonego sobie spostrzezenia nie znajduje
witasciwego miejsca w budowanej konstrukcji. Odczuwa zadowolenie, wrecz
spetnienie, z wprawnie wykonywanych czynnosci. Ale jest nie tylko
Swiadkiem tworzenia pojeC. Jest, jak dyrygent, uwiktany w emocje
dostarczane mu przez caty pozostaty koncert zmystéw, z ktérych kazdy
dotagcza tu swojg melodie czy barwe. Nie nazwalibysmy go zmyste m,
gdyby ograniczat sie do roli kuriera przenoszonych przez siebie komunikatow.
Nie pojdziemy wiec za Arystotelesem az tak daleko, by odmawiac
matematykom, a tym samym zmystowi matematycznemu, zainteresowania
treScig przekazu. Rozumiemy jednak sceptycyzm Filozofa, jesli widzimy jak
czesto samo sprawne wykonywanie zadan daje satysfakcje.

Tworcy matematyki sg coraz bardziej sktonni przyjmowac, ze wyjasnienie
istoty matematyki lezy bardziej w rozpoznaniu natury Swiata S i zmystow,
ktore go zaludniaja, niz w rozpoznaniu tresci, ktore niesie matematyka. John
von Neumann w swoich wczesnopowojennych esejach przyznaje, ze nie
poznawczosc, lecz estetyzm — wrecz samolubnos¢ — dodajmy od siebie — jest
tym, co kieruje matematyka. Hardy wrecz twierdzit, ze taka wtasnie jest
natura matematyki. Uksztattowany w innym Swiecie poje¢ Szitow rowniez
twierdzi, ze matematyka kieruje sie w swym rozwoju wtasnymi, znanymi
sobie, prawami.

Z niepokojem zauwazamy, ze swiat S naszych mysli mégtby zamkngc¢ sie w
zbudowanym przez siebie i dajgcym mu zadowolenie gmachu, jesliby zmyst
matematyczny pozostawi¢c samemu sobie. Dodajmy, ze samolubno$¢ nie jest
cechg wytgcznie tego zmystu. Jest do pomyslenia tego rodzaju samolubna
matematyka. Nie ogranicza sie do samych tamigtowek. Z biegiem ewolucji
matematyczny swiat S stat sie na tyle bogaty sam w sobie, ze wyjasnianie
jego wiasnych problemow jest w interesie nie tylko tej samolubnej
matematyki. Wyjasnienie struktury jej pojec takich jak przestrzen euklidesowa
czy zwigzku miedzy ilosciowym i porzadkowym aspektem liczby, jest



jednoczesnie probg uchwycenia pewnych istotnych cech $wiata
zewnetrznego, ktore sg u podstaw tych matematycznych pojeé. Nie
zapominajmy, ze swiat S tez jest czescig tego swiata, dla nas przy tym
najblizsza.

Metafizyka matematyki.

Nasze poznawanie swiata poprzedzone jest przeswiadczeniami,
metafizycznymi ktére wraz z wyrostymi na nich przekonaniami, i
oczekiwaniami — ale tez — jak pisze Allan Bloom - uprzedzeniami wobec
tego, co moze przyjs¢ z zewnatrz, tworzg naszg metaf izyke.
Poznanie matematyczne wraz z jego tak rozumianym otoczeniem
metafizycznym, sktada sie na cos, co nazwalibySmy matematycznos

cia.

Wielkg w niej zagadkg sg wspomniane pierwotne wdrukowania, ktore
weszlty w nas bez wczesniejszych zapowiedzi, a mamy na mysli przede
wszystkim rytm pierwotny dajgcy nam liczbe. Nie jest on poddany naszej
zmystowosci, nie panuje nad nim nasza swiadomosc¢. Ich status w naszej
metafizyce i w naszej matematycznoscijest specjalny.

Liczba jest poza czasem. Dla liczby nie musi istnieC przestrzen, w ktore;j
miataby ukazac¢ swg obecnos$¢. Mozna pomysleé¢ swiat nie majgcy nic oprécz
indukcyjnego rytmu liczby, nie usytuowanego w zadnej przestrzeni. Poglad o
niezaleznosci pojecia liczby od poje¢ o przestrzeni i czasu przypisalismy
Dedekindowi. Ale przeciez wczesniej byli Pitagorejczycy, a poglad prymatu
liczby gtosit rowniez Gottlob Frege, wspotczesny Dedekindowi. Upatrywat on
jednak istote liczby w jej aspekcie ilosciowym, a nie jak Dedekind w jej
aspekcie porzadkowym, dynamicznym, wyznaczonym przez jej rytm
indukcyjny. | chociaz liczba nie potrzebuje przestrzeni, to my jednak staramy
lokowac liczby w odpowiednich przez nas tworzonych przestrzeniach tak, by
w jakis sposob poddac je naszej zmystowosci.

Pojecie o liczbie mogtoby zamknac¢ sie w sobie. Liczba stara sie jednak by¢
obecng w catej matematyce. Liczba st u z y matematyce, ale tak samo
prawdziwym wydaje sie powiedzenie, ze liczba sie nam narzuca. Jej
rytm wchtania w siebie wszystko, co z wspétgra z rytmem pierwotnym. Jak
twierdzi Keith Devlin, nasz jezyk rowniez ma swdj rytm, chociaz nie wiemy,
jak zazebiajacy sie z rytmem liczby. Sg jeszcze inne wbudowane w nas
rytmy. Doszukujemy sie zwigzku matematyki z muzyka.

Swiat S organizuje sie w szerokie k ontek sty zlozone z sagdéw
taczonych ze sobg tak, by pozostawaty w zgo d zie ze sobg. Zgodnosc¢
sadow jest wyrazem wzajemnego ich dopasowania, jest tym, co swiat S
uznaje zaswojewewnetrzne koherentne prawdy Uzyta



zostata liczba mnoga, bo konteksty, sg od siebie niezalezne, nie pretendujg
do pokrywania catosci. Jest wiec w matematyce geometria i arytmetyka, ale
sq tez wezsze knteksty, jak na przyktad logarytmy. Luzna struktura ich
powigzan jest w jakiejs analogii do Swiata monad Leibniza. Prawdy
przekazywane sg z kontekstu do kontekstu jedynie w formiemetafor,
wsrod ktorych najbardzej znanymi sg te, ktore arytmetyka przenosi do
geometrii, traktujgc jako liczby odktadane jeden po drugim odcinki.

Koherentno$¢ jest pojeciem nieformalnym, dlatego swiat S stosuje ostrzejsze
formalne krryteria jakie daje logik a.

Prawdy wewnetrzne Swiata S dotyczg jego wewnetrnej harmonii i nie
pretendujg do wypowiadania prawdy o tak zwanej rzeczywistosci.
Relacja tych dwoch prawd nalezy do naszej metafizyki, ktdra ocenia rowniez
wartos ¢ prawd wedlug spetniania przez nie wczesniejszych co do nich
czekiwan. Wprowadzajgc do naszych rozwazahn metafizycznosc¢, nie
przesadzilismy jak ma sie ona do swiata S. Stoi ona poza swiatem S. Nie
ingerujgc w prawdy swiata S, poddaje go swemu osgdowi.

metafizyka

!

Swiat naszych mysli - $Swiat rzeczywisty

Swiat S dziata catoscig i nie szuka potwierdzen w $wiecie zewnetrznym dla
odosobnionych od siebie swoich "dwa a dwa cztery". Fakt nabiera dla swiata
S znaczenia, jesli znajdzie dla siebie miejsce w okreslonym jego kontekscie ,
ktory faktowi nadaje status istnienia. Nie znamy innego rozumienia
istnienia niz znalezienie sie w koherentnie w okreslonym kontekscie. Nie jest
to wiec pojecie absolutnre. Moze by¢ wiele s p o s ob ¢ w istnienia. Liczba
V2 i przekatnia kwadratu o boku 1 to ro6zne sposoby zaistnienia tego samego
zjawiska, ale zaistnienie daje takze odpowiedni przekrdj Dedekinda. .

Zaatakowana nowym faktem, konstrukcja mysSlowa S$Swiata S ulega
przebudowie, aby moéc wchiong¢ fakt w sposéb koherentny. Przebudowa
kontekstu kosztuje, i juz chociazby dlatego swiat S nie cieszy sie z kazdego
poszerzenia wiedzy. Stad, nie ma identyfikacji tego, czym zyje swiat S z
tym, co potocznie nazywa sie n a u k g. Jest to nie tylko dystans. Nasza
metafizycznos¢ nie odrzuca odkry¢ Cricka i Watsona, ale nie musi, w
odroznieniu od nauki, cieszy¢ sie tymi odkryciami. Nauka nie pyta. pyta cui
b o n 0?7 Czerpie satysfakcje ze swojej sprawnosci. A swiat S — poprzez
naszg metafizycznos¢ - pyta. Prawda — uznajmy, ze widzimy jg w tym
znaczeniu o jakim tu mowa - ma dlan nie tylko wartosc¢, ale matezi z n a k.



Odezwat sie Scheller, ale tez i Jaspers.

Prawda matematyczna trwa w umysle jesli jest przezywana..Najbardziej
oderwane od doznan zewnetrznych prawdy matematyczne goszczg w
umysle dostownie przez chwile. Styszato sie, ze niezapisane w pore dowody
powstate w Kawiarni Szkockiej bezpowrotnie ginety. Prawdy matematyczne,
nawet zapisane, mogtyby nie odzyc,jesliby nie byly wcielone w nasze
doznania zmystowe i nie byty przez dtuzszy czas aktywnie przezywane. Zyja,
przekazywane od monady do monady, raczej w postaci rozbtysku niz
ptomienia. Ale, jak twierdzi Solomon Golomb, jesli zawitajg do nas po raz
drugi, bedg te same co przedtem.

Ptacimy za te efemeryczng trwato $ ¢ prawd cene wysoka, odsuwajgc sie
przy ich uzyskiwaniu daleko jak tylko mozna od naszego ich zmystowego
odbioru. Prawde odbierang zmystami zastepujemy wbrew swojej prawdziwej
naturze, prawdg w znaczeniu koherencji logicznej, a wobec tego rodzaju
prawdy potrafimy byc¢ juz chtodni. Stad stowa Arystotelesa, ze matematycy sgq
obojetni wobec tresci twierdzenia matematycznego, zgodzg sie z
przeciwnym, jesli ono okaze sie prawdziwe.

Odczuwamy obecnos¢ pawdy matematycznej w naszej Swiadomosci jedynie
w stanie jej powstawania. Nie ma tej wtasciwosci prawda juz poznana — to
daje sie wyczytatu Searlego wjego traktacie o umysle. Jesli chcemy
ja przechowac, to tylko w umystach przezywajgcych jg jako swojg. Nie
przechowalibySmy narastajgcej mnogosci prawd matematycznych, jesliby
matematyka — jak chcg niektorzy — byta ksiegg czy tez gmachem. Bedac w
statej intreakcji z zewnetrzem i innymi prawdami, utrzymuje przy zyciu tylko
swoje prawdy czynne. Sg wszakze i takie, ktore osiggajgc doskonatosc¢ stajg
witasnoscig wspolng i klejnotami jej muzeow - jak jeziora Wady - lub
ozdobami galerii - jak twierdzenie Morleya.

Dopdki zainteresowaniem matematyki byty proste figury geometrii i liczby w
swych zjawiskowych indywidualnych postaciach, platonski poglad na
wiecznotrwatos¢ matematyki wydawat sie niekwestionowalny. Ale wiek
dziewietnasty uwidocznit, jak wiele w matematyce zalezy od nas samych.
Brouwer na poczatku XX wieku zwrocit uwage na wptyw jaki na prawdy
matematyczne ma nasza logika. Interwencja logiczna jest interwencjg ad hoc,
polegajacg na zapetnianiu luk myslowych. Te mogtyby pozostaé
niezamkniete, ale logika — czuta na horror vacui - zamyka je na uzytek
dorazny w zdania, ktére w tej postaci sg petryfikowane jako prawdy. Logika
nie tworzy ksztaltu swiata S, jest jedynie potrzebg tadu i utrzymania
zbudowanych juz struktur. W wielu przypadkach odczuwamy jej wptyw jako
hamujacy. Poza tym, zamykajgc otwarte watki myslowe, uwalnia nas od
mierzenia sie z pytaniami, odpowiadajgc na nie za nas. Zdarza sie, ze
ulegamy i korzystamy z wygodnego prezentu.



To nasze zmysty zbudowaty bogactwo i zywotnos¢ konstrukcji, jakg ustawit
naprzeciw swiatu zewnetrznemu swiat S. Jednak w samym charakterze
zmystu jest efemerycznosc¢ i gra. Zmysty nas zwodzg, wciggajgc do gry,
majgc swoje wiasne w nigj cele. Czy nie zwodzi nas i matematycznos¢?

Dlatego swiat S potrzebuje czasu na obudowanie kazdego nowego kawatka
wiedzy witasng konstrukcja, aby moc sie tg wiedzg swiadomie postuzy¢c. W
zrozumieniu jej natury powinna nas wspomoc, jak sadzimy, wiedza o
organizmach zywych. Z obawg jednak siegamy ku tej nieznanej wiedzy,
spodziewajgc sie utysze¢ prawdy, do ktérych odbioru nie jestesmy
przygotowani. Rajskie drzewo dobrego i ztego i skata Prometeusza stale
towarzyszg jako przestroga. Ten lek pred wiedzg towarzyszy ludzkosci od
samego jej zarania. Matematyka nie stwarza jakoby tego rodzajun leku.

Tymczasem, z matematyka tgczy sie obawa innego rodzaju. Pomysimy, ze
nauki szczegotowe wyttumaczytyby nam jak powstajg w naszym umysle
pojecia. Zniklaby cata poetycznos¢ matematyki. Czy chcielibySmy nadal sie
takg matematyka zajmowadé? Zostawilibysmy jg innym. Ale moze dotyczy¢ to
nie tylko matematyki. Rozwijamy sie dzieki mitologii, ktdra chroni nieznane.

Liczby

Wiele w naszej matematyce zalezy od nas samych, ale wykluczamy stad
liczb e, ktorej rytm jest obecny w swiecie S i ten sam juz od jego Dnia
Pierwszego. Ale sgtez |icz by Kktore napotykamy niezalezne od tego
rytmu, odbierane zmystowo w postaci wzorcow geometrycznych lub jako
zmystowo odczuwane ilosc¢i. Nie widzimy ich jednak w czystej postaci, nawet
jesli sg przedmiotem liczenia czy .pojawiajq sie zmystowo w postaci wzorcow
geometrycznych lub jako zmystowo odczuwane ilosci. Liczby pojawiajg sie,
jak pisze Moses Mendelssohn, poprzez wcielenia. Wcielajg sie wiecw
figury jako ich aspekt iloSciowy, ale mogq sie tez prezentowac jako kolekcja
punktéw lub figur, to jest jako z b i o r y. Nie wyklucza Mendelssohn czegos,
co nazwalibySmy samag |ic z b g. Sktaniatoby to nas do pytania o jej
zwigzek z rytmem pierwotnym. Ale nie widzac liczb inaczej niz we
wcieleniach, mogtoby sie wydawacé, ze ich zrodtem, jest substrat dajgcy im
goscine. Taka byta mys| Fregego, ktorej nie podzielamy.

Jest zatem pewna trudnos$¢ w jednolitym ujeciu liczby. Bo nie potrzebujemy
rytmu indukciji, by napotkac liczbe 3. Liczby 13 i 7, jako bardziej wyraziste,
poznajemy wczesniej niz liczbe 6, ktora pojawia sie nawet pozniej niz biblijne
dziesieC tysiecy. Jan Potocki stowami Velasqueza przekonuje nas, ze te
liczby — natury figuralnej- nieobce sg naszym braciom mniejszym.
Wydaje sie, ze poznajemy je z zmystem, bliskim temu, ktérym dane sg nam



figury geometrii. Skfaniajg sie ku temu w swej ksigzce George Lakoff i Rafael
E. Nunez (2000), poswieca zmystowi liczby swoje dzieto Stanislas
Dehaene.

Ale chociaz badania psychologéw wskazujg ze nawet mate dzieci, potrafig
rézrozniac liczbe 2 od liczby 3, to w tych eksperymentach sg to zawsze 2 i
3 cukierki. Z badan tych nie wynika jednak w sposob catkiem pewny, ze
dzieci rozpznajg to samo 3 w trzech cukierkach i trzech osobach, to jest, czy
majgw umysle uniwersalium 3.

Cantor i Dedekind byliby za tym, by uniwersaium 3 spotykane w
spostrzeniach rozmaitych trojek byto reprezentowane przez 3 wdrukowane
w rytm pierwotny. Frege proponowat widzie¢ 3 jako wspolng wtasnosc¢ ws z y
stkich trojek, abstrakt - rowniez niedostepny zmystom - ktory filozofowie
lokujg w sobie tylko znanych poktadach mysli.

Wiele catkiem prostych sytuacji liczbowych, dostarcza najprostsze
doswiadczenie wzrokowe i dotyk. Pewnym liczbom wcielen dostarcza juz
przyroda. To nasze pieC palcow, a nie matematyka, stworzyty system
dziesietny, chociaz system dwunastkowy mogt juz by¢ dyktowany samym
systemem arytmetycznym, stwarzajgcym magie wokot liczby 12. Przyroda
jest wszakze bogatsza w liczby niz nasze ludzkie 2 i 5. Spdjrzmy na liczby
ukryte w kwiatach.

Geometria dostarcza wielu liczb jakby przez nig przygotowanych, do ktorych
nalezg na przyktad trojki pitagorejskie. Liczba 17 pojawia sie jako liczba
bokéw wielokagta foremnego mozliwego do skonstruowania w sposéb
klasyczny cyrklem i linijkg. Gauss dowodt, ze nie tylko liczba 17, ale tez 257
(i wczesniej, oprocz poteg dwojki, znane liczby 3 i 5), ukazujgc ich miejsce
w rytmie pierwotnym.

Te liczne przyktady musiaty prowadzi¢ jeszcze Pitagorejczykdw do
przypuszczenia, ze jest system, ktory je jednoczy. To oni pierwsi odkryli rytm
indukcyjny liczby, zanim po wielu stuleciach wedréwki poprzez matematyke
dotart w formie dojrzatej do Dedekinda, chociaz pojawit sie — co wiedzg
filozofowie - i u Plotyna. Do Bernoullich nalezy twierdzenie, ze n jest
mniejsze od n-tej potegi liczby 2. Ale nie jest to seria pojedynczych
stwierdzen, lecz je d n o twierdzenie, z ktérego wynika, ze nie tylko catosc
systemu, lecz i jego czesC ztozona z poteg dwojki rozcigga sie w
nieskonczonosc. Bo uproszczeniem jest przyjaé, ze indukcja — uzyta w tym
dowodzie — obdarza nas - jak gdzies czytamy u Poincare'go - nieskonczong
iloScig twierdzen.

Widzimy zatem, ze liczba odbierana zmystowo witgcza sie w nurt rytmu
pierwotnego, ktory jednak jest moze zbyt prosty, by zaspokajat rozbudowang



w tym kierunku naszg zmystowos¢.

Nie jestesmy przekonani, ze ten rytm moze opanowaC wysokie partie
dyscypliny matematycznej jakg jest teorialic zb, ktoérej nie wystarcza
rytmi indukciji, a mamy na mysli liczby pierwsze i pytania dotyczace tych liczb
takie jak hipoteza Goldbacha, czy pytania o liczby blizniacze, ktére wydajg
sie grupowac w pary przez przypadek. Teoria liczb wydaje sie by¢ domeng
wspomnianego wczesniej zmys t u liczby, ktory wydaje sie byC
podobny w swej naturze dio zmystu kierujgcego geometria.

Nie myslimy, by jedynym ujjsciem dla zmystu, ktéry odkrywa nam liczby 2, 5
I wspomniane biblijne dziesiec¢ tysiecy, byt rytm indukcyiny, a potwierdza to
rowniez rozwéj matematyki, Znane sg cywilizacje matematyczne, ktore
praktyczny aspekt liczby rozwinety do wielkiej doskonatosci nie natrafiajgc na
indukcyjnos¢ liczby. Mamy tu na mysli cywilizacje babilonska i wysoko w
rachunkach zaawansowana, cywilizacje starozytnego Egiptu.

Mozna sie zastanawiacC,- a zastanawia sie nad tym Dehaene - skad nasze
trudnosci z matymi liczbami? Dodajmy od siebie, ze te samg trudno$é — nie
obdarzeni zmystem dyskretnym - mamy przy wykonaniu kilku krokdw czystej
logiki. A przeciez wiemy o wirtuozerii geniusziy.

Dehaene upatruje w tym wynik treningu. Istotnie, uczniowie zachecani przez
nauczyciela matematyki Raczynskiego, znanego z obrazu "Trudnaja
zadacza", opanowali w krotkim czasie umiejetnosci, ktorym nie mogt sprostac
mistrz. Dehaene twierdzi, ze w wyniku takiego treningu uruchamiamy pewne
dotad nieuzywane partie mozgu. Powiedzmy od siebie — chcaé unikngé
argumentacji biologicznej, a nawigzujgc do naszej mitologii Swiata S - ze w
pewnym stadium obcowania z liczbami, wchodzimy w rejony, w ktorych dajg
sie odczu¢ prawidtowos$ci narzucane przez rytm pierwotny (mozemy tu mieé
na mysli znane proste sytuacje naprowadzajgce na postepy arytmetyczne i
geometryczne). W tym stadium porywa nas rytm pierwotny i nastepuje
niespodziane przyspieszenie.

Umowmy sie nazywa¢ arytmety k g umiejetnos¢ postugiwania sie
liczbami w sytuacjach zdominowanych przez rytm pierwotny.
Zaobserwowana historycznie eksplozja arytmetycznosci nastgpita z
poczatkiem ery nowozytnej, pozwalajgc opanowac¢ skomplikowane operacije
arytmetyczne nawet tym, ktérzy majgq trudnosci z tabliczkg mnozenia. To z
poczatkiem ery nowozytnej odktryto indukcje jako ziotg zyte matematyki,
ktora jeszcze do czasu Newtona zyta obrazami Dnia Szoéstego i
kontemplacyjnym zmystem odbierajagcym zlawiska ciggte, Wydawato sie
przez jakis czas, ze ciggtosciowy odbidr zjawisk przewazy.

| mimo ze matematyka eksplodowata w swych wysokich partiach



arytmetycznych, mamy nadal trudnoéci w zrobieniu paru krokdw w prostej
kombinatoryce liczbowej i prostych sytuacjach geometrycznych znanych z
teorii grafbw. Matematykom — a moze nie tylko — znane sg wygladajgce na
paradoksalne dysproporcje w efektywnosci naszego myslenia. Nawet dobrzy
matematycy wpadajg w ktopoty na wyktadzie, kiedy trzeba przelicy¢ utamki,
lub  przeprowadzi¢c owod delto-epsilonowy, mimo ze bez trudu
przeprowadzajg rozumowania wysokiego szczebla. Filozotowie gubig sie,
kiedy maja przdstawi¢ swojg mysl w konkretnej sytuacji, bez trudu rozwijajg
natomiat ogolne koncepcje. Jest tak, bo w wysokich partiach abstrakc;ji
uruchamiane sg wtasciwe dla danej dyscypliny rytmy wiodace, do ktérych
zaliczamy rowniez jezyk, ktory tez potrafi by¢ katalizatorem mysli. Oddanie
sie jednak we wiadze tym rytmom, zwalnia naszg sSwiadomos¢ od jej
obowigzku metafizycznego czuwania. .

Geometria.

Geometria, ta jakg widzimy u Talesa, jest wolna od arytmetycznosci. Jest
fizykg naszego zmystu widzenia. Pewne proste prawdy dyktowane
przez zmyst postrzegania i dotyku stanowig fundament, na ktérym Euklides
opart swoje ,Elementy”’. Okazato sie, ze mniej oczywiste prawdy daje sie z
tych podstawowych uzyska¢ na drodze logicznej. Mogto nas dziwi¢, ze w
czas nauki szkolnej dowody spotykalismy tylko w geometrii, bo w arytmetyce
wystarczato sprawdzanie.

Mate liczby od samego zarania geometrii zyja z nig w symbiozie, nie
naruszajgc jej naturalnego rozwoju. W geometrii trojkata i - ogdlniej —
wielokatéw, liczba i figura pojawiajg sie na rownych prawach. Ale obok tego
sg wielkosci odcinkdw, katow i pdl, ktore u Grekdw jeszcze nie sg
liczbami.

O tym, ze suma katow w trojkacie to dwa katy proste, wiemy dzieki dedukc;ji
poprzedzonej wczesniej wypracowanym uktadem pojeC. Twierdzenie
Pitagorasa musimy udowodni¢, zeby je przyjac jako prawde. Sprawdzac
mozemy tylko szczegdlne przypadki. Nie potrafimy dowies¢, ze czwarty kat w
czworokgcie o trzech rownych sobie bokach tworzacych ze sobg katy proste,
jest prosty. Ale, chociaz prosta intuicja przemawia za tym, ze tak jest, nie
przyjmujemy tego na wiare, bo te proste nasze intuicje dyktowane przez
zmysty wydawaly sie juz matematykom arabskim za niewystarczajace, aby
to przyjac z pewnik.

Geometria, ktéra rysowata sie u Talesa i w pierwotnym zamiarze ,Elementow”
nie rozwinetfa sie jednak w tej czystej postaci. Bo, kiedy zaczynamy dodawac
do siebie odcinki prostej, wkracza arytmety ka za swoim rytmem
powtarzalnosci.



Ale pojawia sie proba, aby samym odcinkom, to jest dotgd wielkosciom,
nadac¢ charakter liczb, Pitagorejczycy upominajg sie w tym celu o wspding
miare dla kazdej pary odcinkdw. Zamyslajg w ten sposob zarytmetyzowac
geometrie u samych jej podstaw. Ten prosty sposob zawodzi, kiedy
przekonujg sie o niewspotmiernosci boku i przekatni kwadratu.

Eudoksos, a za nim Archimedes, starajg sie uchroni¢ geometrie od trudnosci
powstatych na skutek inwazji nowego zywiotu. Prostej wprawdzie nie
zabrania sie byC nieskonczong, bo to jej natura, ale wymagania
arytmetyczne skfaniajg do przyjecia, ze kazdy punkt prostej ma byc¢
osiggalny po odtozeniu na niej skohczenie wiele razy odcinka, nawet
jakkolwiek matego. Dzieki temu dzielenie sukcesywne na pot nie pozostawia
w catosci zadnego pododcinka. Zostajg same punkty, co stawia przed
Arystotelesem problem rozumienia tak postrzeganego continuu m.
Rozszerzone arytmetycznie prawdy geometryczne z trudem lokujg sie w
naszej $wiadomosci

Adaptacja arytmetycznie wzbogaconych prawd geometrycznych do
Swiadomos$ci matematycznej uksztattowanej w Dniu Szdstym bedzie odtad
statym problemem matematyki.

Prawdy arytmetyczne zainstalowane sg w naszym sSwiecie S bez naszej
zgody, formujac go na swoj sposob. Wedtug Fregego, od prawdy
arytmetycznej nie ma apelacji, a wedlug powiedzenia Cantora, nie ma w
arytmetyce miejsca na hipotezy, to jest na zdania  ktérych prawdziwosé
bytaby zalezna od czegos poza nig. Znane jest powiedzenie Eulera, ze jego
otéwek odkrywa rzeczy bez jego w tym udziatu.

Tymczasem geometria i rozwinieta pdzniej w oparciu o nig fizyka
matematyczna jest naszym konstruktem, pozwalajgc nam na udziat w
ksztattowaniu poje¢. Geometria wypracowuje pojecie o przestrzeni
ogarniajgcej rozwazane punkty i figury, rozwazajac rozliczne pomyslane
warianty, ulegajac wielun spekulacjom takze natury arytmetyczne,;.

Mimo wszystko, abstrakty geometrii, takie jak punkt, prosta i koto, majg
niemal idealnie jednoznaczne reprezentacje w swiecie rzeczy objawiajgcych
sie nam w postaci punktéw, prostych i két fizycznych. Abstrakcja wydaje sie
tu wrecz niepotrzebna. Gotowi bylibySmy zatem widzie¢ geometrie po prostu
jako matematyke naszego zmystu widzenia. Nie idziemy wszakze w tym za
daleko. Koto dla Grekdéw byto kotem niemal fizycznym. Je$li jednak
zapomnimy o wypetniajacym koto fizycznym ptaskim dysku, to zobaczymy w
nim linie zamknieta, po ktorej moze cos biec. Istotnym aspektem kota staje
sie cykl.A jestjeszcze koto, ktdére moze sie zawezlac, i koto, ktére moze
by¢ brze giem niekoniecznie dysku. Nie miat wiec moze do konca racji
Moses Mendelssohn, borowniez obiekty geometrii osiggajg poziom



trwatych wzorcow cielajgcych sie na wiele sposobdw w rozliczne sytuacje
jakich doswiadcza swiat S w swoim kontakcie ze sSwiatem zewnetrznym. .
Jest tez takim wzorcem nie tylko koto, bo rowniezi tr 6k gt, chociaz moze
nie kwadrat.

Wielkosci geometryczne i fizyczne sg u swoich zrédet wolne od wptywu
liczby. Rozwazajgc wielkosci takie jak dlugosci, pola i objetosci
poprzestajemy na nierdownosciach, wktorych — jak twierdzg
mysliciele matematyczni - ukryta jest istota matematyki. Nasze intuicje nie
panujg nad réwnosciami Nie wiemy, czym jest rOwnosc, nazywana przys
tawaniem, odcinkdw i figur. Mozemy — jak Euklides — jedynie postulo
w a ¢ prawa rzadzace przystawaniem. Ale pdzniej przestalismy liczyC sie z
naturg rzeczy i daliSmy okazje liczbie wcielania sie w wielkosci
odcinkéw i figur. Ale, wcielajagc sie w dany rodzaj wielkosci, sama liczba
rowniez ewoluuje, wzbogacajgc sie o cechy swego nosiciela, ktorym moze
by¢ pole, masa czy przebieg czasu, przyjmujgc oden ceche podzielno
Sci w nieskonczonosc¢,wreszcie i ciggtosc.

Liczba c i g gta ma taki wlasnie poczatek. Wyrasta z dwoch zrdodet,
szczypty arytmetyki i fizycznego wyobrazenie o prostej. Mozna pomys$lec b
ezliczbowe continuum Arystotelesa i Bradwardina, nad ktérym w
naszych czasach rozmyslat Hermann Weyl. Spotyka sie poglad, ze pojecie
liczby ciggtej jest w naszym umysle niezaleznie od arytmetyki. .

Pojecie o0 przesrzeni. nie pojawiato sie u Euklidesa, dopoki nie
zetkngt sie on z problemem rownolegtych. Ale i wtedy poprzestat na
przyjeciu prostego postulatu, ze istnieje tylko jedna réwnolegta do danej
prpstej przechochodzaca przez dany punkt. Mogto wszakze zastanawiaé, ze
przyjecie tego postulatu odnoszacego sie do nieskonczonosci daje wniosek
o sumie katéw w trojkacie. Bo dotad zajmowat sie tylko figurami.

Dopiero filozofom zaczeto brakowaé owego pojemnika, w ktérym sg one
zanurzone. Brakuje go i nam. Swiat naszych mys$li domaga sie zamkniecia
kazdej kolekcji rzeczy w cos. Trudno powiedzie¢, kiedy nastgpito to
historycznie, ale po Newtonie wszystko musiato sie juz dzia¢c w przestrzeni.
Przestrzen jest potrzebg naszej mysli i mozna sie zastanawiac, czy podobnie
jak liczba pojecie o przestrzeni nie jest wdrukowane wnas a prriori. Nie
idziemy az tak daleko, bo pojecia a priori mogg mie¢ swoje gradacje. .
Wydaje sie, ze pojecie o przestrzeni nie jest tak asolutne jak liczba.
Ksztattowato sie ono wsedd naszych pojeé o wiecie fizycznym. Przestrzenie
znane z matematyki abstrakcyjnej sg zbyt silnie zalezne od wcielen
liczbowych, aby tu o nich mowiC. Ale jest tez pojecie przestrzeni
filozoficznej, niezaleznej od naszych potrzeb poznawania swiata fizycznego.
Te potrzebe odczuwa nasza mysl, ktora poszukuje zamknie¢ dla swoich
konstrukciji.



Zdominowana przez zmyst wzroku, nasza geometria dopiero w pdznym
stadium ewolucji dostrzegta topologiczny— zakrzywiony - aspekt
zjawisk. Nie jest nam jednak obca mys$ | o istotach zywych, ktorych swiat S
uksztattowany jest przez zmyst d ot y k u, ktére nie majg innych pojec niz
topologiczne, ktérym linia zamknieta i prosta rozumiana bywa przede
wszystkim  jako przegroda, by¢ moze nie zawsze jako droga. Wiek
dwudzisty to wiek topologii. Odcinek, okrag i sfera zyskaty prawo bytu jako
obiekty oisywane jedynie terminach topologicznych, to jest nie tracacych
znaczenia po ich deformacjach homeomorficznych, to jest ciggtych i nie
sklejajgcych punktéw.

Wstega Mobiusa — obiekt, ktory mégtby zapoczatkowac topologie - lezata
przez tysigclecia gdzies po katach jako zwitek materii i nikt jej nie zauwazat.
Tymczasem, wspomagany przez rytm poierwotny zmyst liczbowy nie
pozwalat na podobne zastoje w arytmetycznosci. Leniwy bieg refleksiji
geometrii i ocierajgce sie o ars wykonawstwo nie dajgce miejsca na
refleksje. Czy wyttumaczy to teoria dwoch poétkul mézgowych?>

Wiek obecny zapoczatkowany zostat wigczeniem do topologii utworow
geomerycznych wymiaréw wyzszych, ktore jeszcze przez Riemanna i
Poincare'go musiatyby by¢ rozpatrywane jako obiekty geometrii r6zniczkowe;.
Rozwigzanie stuletniego problemu o charakteryzacji topologicznej sfery
trojwymiarowej okazato sie czyms wiecej niz mogt sie spodziewac Poincare'.
Potaczyto w jedno metody uwazane dodad za oddzielne. Postuzyta temu i
arytmetyka, ale nie zdominowata widzenia rozwigzaznia o charakterze
geometrycznym i topologicznym.

Eksplozje arytmetycznosci

Grecy znali al g orytm arytmetyczny, ktoéry postuzyt im w odkryciu
niewspotmiernosci, takich jakie daje bok i przekatnia kwadratu. Algorytm ten
oparty jest na twierdzeniu o dzieleniu z resztg. Dla ustalonej liczby a kazda
liczba n daje sie przedstawi¢ w postaci n = ka + r, gdzie r < a. Stwierdzamy
to biorgc najwieksze k takie, ze ka < n. Istnienie takiego k jest aksjomatem
arytmetyki stosowanego wprost do liczb.

Odcinki, majgce wspdlng miare (tj. bedace wielokrotnosciami pewnego
wspolnego odcinka) traktujemy - dzieki dopuszczanym w rozumowaniach
metaforom - jak liczby. W znanym szkolnym dowodzie zaktadamy a
contraruo, ze przekatnia i bok kwadratu majg wspdlng miare. Aplikujemy
sukcesywnie twierdzenie o dzieleniu z resztg do odktadanych odcinkéw,
traktujgc je jak liczby, nie postugujac sie niczym wiecej niz elementarnymi



zasadami przystawania trojkatow. Okazuje sie, ze algorytm sie nie konczy.
Bok i przekatnia kwadratu sg wiec niwspotmierne.

W tym dowodzie wychodzimy poza dedukcje. Korzystamy z analogii
jaka zauwazamy miedzy liczbami a odktadadanymi odcinkami majgcymi
wspolng miare. NazwaliSmy to wczesnief me ta fora. To whlasnie tg
metaforg arytmetyka wkroczylta do geometrii. Metafora to przeskok w
dedukciji. Czesto nie chcemy o tym wiedzieé.

Zauwazmy, ze Ww algorytmie Euklidesa korzysta sie z artmetyczn, osci
jedynie w zakresie dodawania. Ten dowdd, i innych kilka tago rodzaju
dowoddéw, znanych Teodorosowi z Kyreny, miedzy innymi dowdd
niewspotmiernosci odcinkéw podziatu ztotego, to perty sztuki matematyczne;j.
Spotkat je jednak los eksponatu w matematycznym muzeum, tak jak sie
stato z wieloma dzietami sztuki matematycznej,w wyniku pojawienia sie
silniejszego srodka dajgceego szybciej i wiecej.

Bo oto, wedetug twierdzenie, ktore odkryt Euklides, kazda liczba naturalna
ma rozktad - przy tym doktadnie jeden - na czynniki pierwsze. Nie dowodzi
sie twierdzenia dla kazdej liczby n z osobna, aleodrazudla wszystki
c h liczb n, a przebiega to mniej wiecej tak. Przyjgwszy, ze rozktad istnieje
dla wszystkich liczb mniejszych od liczby m, dowodzi sie istnienia rozktadu
dla liczby m. Wynika stad istnienie rozktadu dla wszystkich liczb n , bo m
byto wziete byto dowolnie, a dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe w sposéb
oczywisty. Dodatkowe rozumowanie daje jednoznacznosc¢ rozktadu.

Indukcja przebiega tu nie po zbiorze liczb, lecz po zbiorze z d a n
ponumerowanych liczbami. Gortowi jestesmy zapomina¢ o tym rozszerzeniu
stosowalnosci indukcji.

Niewspotmernos¢ boku kwadratu i przekatni wynika — jesli powotamy sie na
twierdzenie Pitagorasa. -z niewymiernos$cii V2 Niewymiernosé
pierwiastka z 2 jest faktem czysto arytmetycznym, ktérego dowdd,
wychodzacy z przypuszczenia a contrario, ze V2 = p/q (utamek nieskracalny),
polega na zaobserwowaniu niemozliwos$ci réwnosci 2qg% = p? co wymaga
jedynie spostrzezenia, ze czynnik 2 wystepuje po jej lewej stronie
nieparzystokrotnie, podczas gdy po prawej parzystokrotnie.

Ttwierdzenie o niewymiernosci pierwiastka z 2 nie ma nic wspolnego z
geometrig, Nie majg nic wspolnego z geometrig dalsze stwierdzenia o
niewymiernosci pierwiastka z n, jesli n nie jest kwadratem.

Twierdzenie o jednoznacznym rozktadzie na czynniki pierwsze witacza liczbe
naturalng w system formalny, dotad nieobecny w liczbie. Mozliwa dotad
do odbierana zmystowo, jest teraz ciggiem — potencjalnie nieskonczonym —



wyktadnikdw poteg z jakimi pojawiajg sie w jej rozktadzie liczby pierwsze.
Dzieje sie tak za sprawg wiaczenia m n o z e ni a, obecnego w zdaniach
przenoszonych indukcja, co dopuszcza system arytmetyczny Giuseppe
Peano.

Stabszg arytmetykg — o ktérej byta wzmianka wczesniej, a uwzgledniajgca
jedynie dodawanie - zaproponowat Pre sb urger. Postugujgc sie nig w
zastosowaniach geometrycznych, musi wystarczy¢ algorytm Euklidesa.
Dostajemy mniej twierdzen, ale przyswajalnych intuicyjnie.

Terminarytmetyzacja pochodzi z wieku dziewietnastego. Znaczy
opanowanie niemal catej znanej wtedy matematyki przez formalizm
arytmetyczny W tym znaczeniu mozemy nazwac twierdzenie o rozktadze na
czynniki pierwsze twierdzeniem o arytmetyzacji liczby Wedtug
Spenglera, tworzywem matematyki jest liczba, a proces arytmetyzacji, w erze
noozytnej zpoczatkowanyb przez Kartezlusza, jest nieuchronny.

Zarytmetyzowana matematyka daje szybciej i wiecej. Powiedzielismy to, ale
przychodzi refleksja. W geometrii postepujemy krok za krokiem, $ledzac
zgodnosc kolejnych krokdw naszg podlegajgcg zmystom intuicjg. Konczac
dowodd znamy nie tylko konkluzje, ale tez i jej rozumienie. Jesli wyreczymy
sie procedurg arrytmetyczna, badz algebraiczng, idgc za faustowskimi
pokuszeniami, otrzymujemy wynik, ale na jego zrozumienie musimy teraz
zapracowacé. W ten sposob zostato rozwigzane zagadnienie czterech barw.
Rozumienie rozwigzania do dzis$ jest problemem otwartym. Sir Michael Atiyah
miatby inne argumenty, ale w istocie wtasnie to powiedziazt w swoim eseju o

przeciwstawnej naturze geometrii i algebry w naszej percepcji
matematyczne,.
Jest okazja - wyprzedzajgc chronologie poje¢ - wspomnie¢ podobng

sytuacje w matematyce mnogosciowej. Cantor miat ,dwa dowody
nieprzeliczalnoscicontinuum W pierwszym korzystat z wtasnosci
geometrycznych, wskazujgc na ciggtos¢ uporzadkowania continuum jako na

przyczyne.

W tak zwanym drugim dowodzie oderwat sie od geometrii traktujgc elementy
continuum jako ciggi o cyfrach O, ... 9. Tak zwang metodgprzekagtnio
w g wykazat, ze zaden cigg takich ciggow nie wyczerpuje wszystkich
mozliwosci, Dowdd jest dowodem twierdzenia czysto arytmetycznego o
ciggach cyfr. Bez trudu wychodzi sie z tym dowodem poza rozwazany
przypadek ciggow, uzyskujgc znang nieréwnos¢ Cantora 2™ > m dla
wszelkich m, w ktorej m jest liczebnoscig zbioru, nazywang takkze jego m o
c 9. Pozostawiona arytmetyce swoboda doprowadzita Cantora do eksplozji



zbiorow, ktére mogg by¢ dowolnie duzej mocy.

Eksplozja arytmetycznosci objawia sie i po drugiej stronie stotu. Obszarem
genialno$ci matematycznej jest arytmetyka. Geometra dojrzewa powoli,
chociaz moze wiasnie dlatego g e o m e t r a - a to jeszcze
dziewietnasowieczna tradycja - osigga status uczonego, niezbyt czesto
przypisywany matematykom. Odnotujmy wszakze, ze arytmetycznosc¢ nie
wchtania catej nauki o liczbie. Mamy na mysli nie tylko wspomniane juz liczby
figuralne, ale calg dysscypline nazywang teorig liczb, ktéra zajmuje
sie liczbg jako zjawiskiem.

Ruch i zmiana

Matematyka Starozytnych byta, wedtug Arystotelesa naukgo bytach
nieruchomyc h Bylo to samoograniczenie wymuszone przez
paralizujgcg mysl aporie Zenona o strzale, blokujgcej rozumienie zmiany jako
procesu. Tymczasem, zmiana jest istotg zjawisk fizycznych i Arystoteles
poswiecit caty rozdziat w "Fizyce" wzrostowi i zanikowi. Ale
sytuacje, gdzie obserwujemy zmiane nie majg ze sobg powigzan. Moze to
by¢ droga narastajgca w czasie, nasilenie barwy, czy tez tempo przyboru
wody w strumieniu.

Idee ich wspolnego ujecia matematycznego podijeli filozofowie scholastyczni
XIV wieku. Calculatores z Merton College z Oksfordu i filozofowie z Paryza
wyszli od spostrzezenia, ze to, co bezposrednio podlega obserwacji w
Zjawiskach, to nie sama wielko$¢ zmiany leczjej intensywn o s ¢. Nie
podlega obserwacji ilos¢ wody w strumieniu, lecz intensywnos¢ jego
przeptywu. Intensywnos¢ zmiany, obserwowana w okreslonym zakresie,
determinuje zmiane ilosciowo. Jednym z przyktadow, ktéry brano pod
uwage, byta intensywnosc¢ taski Bozej sptywajacej na cztowieka, ktora sie w
nim nagromadza ilosciowo, sumarycznie, na sposob, ktory Newton i Leibniz
nazywali pozniej ¢ a t k g Jest tez intenywnos¢ sity wttaczanej w
poruszajgce sie ciato, ktora determinuje jego i m p et — a wiec predkosc.
Jesli wiec s it a dziatajgca na ciato jest, - tak jak przy spadku swobodnym
— niezmienna w czasie, to predkos¢ wzrasta w czasie jednostajnie.
Scholastycy zawierzyli wdrukowanemu w nas zmystowi pozwalajgcemu nam
odczuwac stopien natezenia oddziatywan.

Galileusz nie wierzyt tej wrodzonej nam intuicji i sprawdzat. Podobnie, nie
wierzyt intuicyjnie rozumianym aksjomatom geometrii Kartezjusz, zastepujac
metode Euklidesa swojg arytmetyczng metoda wspotrzednych. Rowniez
Leibniz, rozwijajac swoj rodzaj calculusu, nie szedt drogg intuicji
newtonowskiej.



Petne wtgczenie idei czternastowiecznej w zarysowujgca sie juz konstrukcje
matematyczng zawdzieczamy Newtonowi, chociaz  pominelismy
prekursoréw, Keplera, Cavalleriegon i Torricellego, a przede wszystkim
Arystotelesa, bo to na gruncie jego "Fizyki" powstawat opisywany tu nowy
dziat matematyki- analiza matematyczna — zwany na Wyspach
calculusem- wktorej Newton widzat geometrie Euklidesa wzbogacong
0 nauke o ruchu.

Byt to skok w rozwoju, ale — wro¢my do naszej mitologii — skok w obrebie
poje¢ matematyki Dnia Szostego. Zauwazmy przy tym, ze intensywnos$é
zmiany ma jakies podobienstwo do liczbowego rytmu Dnia Pierwszego. Jest
jakby tego rytmu ciggtym wypetnieniem. Podobnie jak rytm
arytmetyczny, ma zastanawiajgcg rozmaitoS¢ wecieleh, nadajac pojeciom
matematycznym nowe szybsze tempo rozwoju. Nie trzeba bedzie nawet stu
lat, aby prosty calculus przeszedt w réwnania struny u Eulera.
Przypomnijmy, ze to wiasnie intensywnos$¢ - wielkosc¢ - ktora byfa tak trudna
do okreslenia - jest tym, co podlega bezposrednio obserwacji, a takze
pomiarowi. Te prawde wyrazanamrownanie rozniczkow e, ktore
z danych zwigzkéw miedzy intensywnosciami obiecuje nam odtworzyc¢
zwigzki miedzy samymi wielkosciami, ktore bezposredniej obserwacji nie sg
dostepne.

Rozumienie metod rozniczkowych nie zawsze bedzie nadgzato za
rozwinietym z czasem rachunkiem. Przyznawat to Euler we wstepie do
swojego trzytomowego dzieta, a nie chodzito juz tylko o anegdotyczny
otdwek. Motywacje analizy wywodzg sie z szerszego zakresu niz te, ktore
wystarczaty geometrii. Wiacza sie zmyst poczucia czasu, natezenia sity i
poczucia nagromadzania sie wielkosci, na wiele sposobdéw wcielajgc sie w
sytuacje matematyczne. Metafizycznos¢ tych motywacji odczuwamy duzo
silniej niz w zakresie klasycznych motywacji geometrycznych, ktorych zrodto
jest niemal bezposrednie. Motywacje analizy sg gtebiej w nas ukryte,
najczesciej nie sg naszymi bezposrednimi przekonaniami wynikajacymi z
wtasnego doswiadczenia, lecz zdajq sie raczej wynikiem wdrukowani
a ich w nas — uzywajgc zwrotu Konrada Lorenza — we wczesnych stadiach
naszej ewolucji, chociaz moze nie chodzi tu o Dzien Pierwszy. Stowacki w
,Genesis z ducha” dziekuje mrowce, ktérej doswiadczeniem sie kieruje.

Intuicje, ktére doprowadzity do odkrycia calculusu, widzimy jako
sumaryczne doswiadczenie przedmatematyczne, jako catke z
doswiadczen przedswiadomosci, nie tylko naszej, lecz catego biegu ewolucji.
Bywa, ze nie ufamy intuicji, a Pascal dopowiadat, ze to dlatego, ze az nazbyt
czesto bywa bezbtedna.

Calculus, bardziej niz inne dyscypliny, uwidacznia istote intuicji. Te, ktore
lezg u podstaw geomerii Euklidesa, sq zbyt proste, by uwidoczni¢ swoje



role. Przewidywania sg tu latwo i szybko potwierdzane zmystowo. Zmyst
kontrolujacy calculus jest gtebiej ukryty. Natezenie sity, bieg czasu i predkos¢
chwilowa sg nieostro poddane ogladowi. Dlatego przyszio zawierzy¢, bez
mozliwosci kontroli, raz przemyslanym postulatom. Intuicje lezace u postaw
calculusu przetrzymaty atak metod mnogosciowych przetomu poprzednich
dwu stuleci przetwarzajgc slady pozornie przegranych potyczek w dzieta
sztuki na zawsze zdobigce matematyke. Czy wytrzyma kolejne duzo
silniejsze obecnie nasilajgce sie ataki arytmetyzacji, nie wiemy.

Matematyka Scholastykow i Newtona, a nie pominmy Keplera, Cavalleriego i
Torricellego, zaczerpneta jeszcze raz petng garscig z dostepnego nam
zmystami  Swiata. W swoich poczatkach byta wolna od wptywu
arytmetycznego. Bylo to jeszcze wtedy, kiedy Newton formutowat prawa
dynamiki i poddawat im prawa Keplera rzgdzace ruchem planet, a nawet
jeszcze wtedy, kiedy Jan Bernoulli wyjasniat problem brachistochrony, a Euler
problem struny.

Prawdy arytmetyki sg nam narzucone, sg poza naszymi przekonaniami i —
mimo ze sg tak pewne, a nawet absolutnie pewne - nie azywamy ich
intuicyjnymi. Bo nie w pewnosci jest sens intuicji, leczw przekonaniu.
Intuicje wigzgce zmiane, jej intensywnosc i czas, okazaty sie nadzwyczaj
trwate. Teintuicje drzematy w nas jako niematematyczne od naszego —
niech antropolodzy znajdg wlasciwg date — Dnia Szdstego. Zostaty wyrazone
matematycznie dopiero w czasach Sledzonych historig. Sg one sladem
jakiego$ strumienia, w ktorym ptyniemy wraz ze swiatem, ktory wydaje sie
konkurencyjny dla rytmu arytmetycznego. . .

Pojecie 0 cz as i e. ktore zawsze tak meczyto filozoféw, zostato
skwitowane przez Newtona zwrotem, ze istnieje czas absolutny. To
wystarcza w kazdym z osobna wyizolowanym kontekscie zjawisk. Ale kiedy
na poczatku dwudziestego wieku przyszto potaczy¢ w jedno fizyke Newtona
z elektrodynamikg Maxwella, musiano zrelatywizowa¢ pojecie czasu. Nie
wydajesie, by fizycy znalezli pogladu na czas, ktéry odpowiadatby
Zjawiskom kwantowym.

A jest takze, jakby wdrukowane w nas, poczucie czasu, ktory ptynie nam w
przykry sposéb wolno, jesli czekamy w Kkolejce na przyjecie nas przez
lekarza, a mija nispostrzezenie w wirze zdarzen. Wydaje sie, ze to nasze
oczekiwania, ktore stwarzajg w nas poczucie przysziosci, jednoczesnie
stwarzajg nam czas. Zmuszajg nas go dzwigac¢, a doznania idgce ze
Swiata zewnetrznego jakby uwalniajg nas od tego ciezaru. To wdrukowane
W has poczucie czasu jest jednokierunkowe i skierowane ku przysziosci.
Czas kinematyki i dynamiki Newtona nie ma tego ukierunkowania.



Kazda ze wspomnianych egzemplifikacji czasu wskazuje na gtebokg
zaleznosc¢ czasu od sytuacji i zjawisk. Stad bezowocnos$¢, jak dotad, trudu
filozofébw w uchwyceniu czasu jako absolutu.

Matematycznos¢ przyrody

Przyrode mozemy kontemplowac, ale przewaznie stajemy jej naprzeciw i

w t e d y widzimy jg matematycznie. Dla wyjasnienia, wro¢my do
wczesniejszych naszych wywodéw. Kiedy mowilismy o Swiecie S i
wbudowanej wen konstrukcji pojec¢, nie dzielilismy jej na matematyczng i
niematematyczng. Dopiero w ktoryms momencie pojawita sie matematyka,
ktorg zazwyczaj wyodrebnia sie sposrod ogotu dociekan scistosci a.
Ale nierygorystyczne fazy rozumowan sg r 6 w n i e Zz matematyka, chociaz
woleliSmy je nazwa¢ matematycznosciag, aby nie wychodzi¢ poza ustalony
poglad. Nie wykluczamy wiec, ze wszystko, coze swiata odbieramy,
jest matematyczne, przynajmniej potencjalnie.

Poszerajac nieco inaczej wypowiedziang juz wczesniej mysl, przyjmujemy,
ze zaistnienie tak zwanych fa kt é w jest niemozliwe, jesli przedtem nie
zostalty pomyslane. Fakty nabierajg zycia dopiero dzieki naszemu nimi
zainteresowaniu. Jak duzg czes¢ natury cziowiek ozywit, wigczajac ja do
swych struktur metafizycznych? Tylko te czes¢ natury mozemy wiaczy¢ do
nauki wspoétbrzmigcej nadal z naszymi odczuciami, poddajac jg naszej
matematyce, ktora z kolei, dzieki kontaktowi z natura, sama sie rozwija.

Pozostajg cate obszary zjawisk przyrody, do ktorych z naszg matematyka nie
zagladamy. To dziwne, ze geometrig Euklidesa mozna iS¢ w dowolnie
dalekie regiony kosmiczne, uzyskujgc nadal sensowny opis zjawisk. Ale juz
Riemann zauwazyt, ze uzytecznosC naszej geometrii zatraca sie, jesli
przechodzimy ku mikroskali. Naiwne przekonania o symetrii, w jakigj
pozostajg do siebie nieskonczonos¢ i zanik ku zeru, trzeba odrzucic.
Riemann doktadnie sie nie wypowiadat, ale juz w jego czasach budowa
punktowa otoczenie zera byta uswiadomiong trudnoscig myslowg. Trzeba
ztama¢ dawne symet rie -jak nazywajg znane sobie prawidtowosci
fizycy — by znalez¢ sie w swiecie kwantow.

Nie wszystkie nasze wzorce matematyczne jednakowo daleko siegajg w
Zjawiska przyrody. Arytmetytycznos¢ mozemy — poprzez rozbudowe struktur
algebraicznych - wciela¢ wszedzie. Dlatego to w fizyce teoretycznej kroluje w
najrozmaitszych formach algebra. Przyroda ulega. Daje sie eksploatowac, nie
odkrywajac wszakze swoich tajemnic. Wtasciwe temu celowisg miekkie
wzorce matematyczne znane z analizy matematycznej — dawnego calculusu
— i geometrii. Przyroda — ta nam bliska - ma je w sobie i prawdy uzyskiwane



tymi miekkimi metodami poddajg sie naszemu rozumieniu.

Fizyka dwudziestego wieku, wchodzac w daleki mikroswiat, doswiadczyta
tego, co byto przeczuciem Riemanna. W mikroswiecie nie ma nic do
powiedzenia nasza wypracowana wczesniej geometria. Matematyka potrafi
sie tam dostac, ale za pomocg konstrukcji przestrzeni abstrakcyjnych, a wiec
w istocie za pomoca arytmetyki, ktbra w matematycznosci ma pozycje
specjalng. Nie uzyskujemy obrazu podlegajgcego kontroli zmystéw. Wymiar,
o jakich mowi sie w teoriach kwantowych nie ttumaczy sie na wymiar
odbierany zmystowo. Pewne rzeczy mozna przyblizaC wyobrazni poprzez
analogie w stylu Bohra, w istocie poprzez metafory, ale nie przez
aproksymacje. .

Wstega Mobiusa — obiekt, ktory mégtby zapoczatkowac topologie - lezata
przez tysigclecia gdzies po katach jako zwitek materii i nikt jej nie zauwazat.
Tymczasem, wspomagany przez rytm poierwotny zmyst liczbowy nie
pozwalat na podobne zastoje w arytmetycznosci. Leniwy bieg refleksiji
geometrii i ocierajgce sie o ars wykonawstwo nie dajgce miejsca na
refleksje. Czy wyttumaczy to teoria dwoch potkul mézgowych?>

To, ze jakies zjawisko pozostaje p 0 z a naszg matematyka, nie znaczy ze
nie jest niematematycznie i n s p e. To, ze w dostepnym nam zakresie
zjawisk przyroda jest matematyczna, wydaje sie tautologig, bo nasza
matematyka jest wytworem naszego otoczenia i penetrujgc to otoczenie
znajduje jedynie potwierdzenie dla wzorcow, ktore pod wptywem tego
otoczenia wypracowata. .

Jeslby przyja¢ za Schopenhaueren, ze Swiat zewnetrzny jest naszg wolg i
wyobrazeniem, to trzeba by przyja¢, ze swojg matematycznos¢ przyroda
zawdziecza n a m. | rzeczywiscie w i e | e jest tam naszego. To my
odgadlismy kwadrat w prawie cigzenia i jego zwigzek z eliptycznoscig torow
planet. Stworca nie musiat tego zawczasu widzie€. Nic nie ujmiemy, a nawet
przeciwnie, dodamy powagi Stwércy, jesli nie bedziemy wymagac, by wraz z
nami wypracowywat formuty matematyczne.

Sg wszakze wzorce matematyczne obce przyrodzie Dnia Széstego. Sg to
wzorce czysto arytmetyczne i algebraiczne i wziete z formalizmodw, ktorych
matematyka ma wiele. Nie wierzymy, by arytmetycznos¢, w ktorej liczba jest
ciggiem skonczonym wyktadnikdw poteg w jakich wystepujg liczby pierwsze
w jej jedynym rozkfadzie miata cos wspdlnego z przyrodg Dnia Széstego,

Prawdy matematyczne sg prawdami nasze go Swiata S iznikng razem
z nami, a zadna inna cywilizacja nie przejmie ich od nas, niezainteresowana
nimi, znajdujgc w Swiecie swoich mysli i w otaczajgcym jg Swiecie inne
upodobania, przez co do bezposredniego ich przejecia bedzie niezdolna.



Podobnie jak monada, bedzie zdolna do przejecia jedynie okreslonego
sygnatu rozbudzajgcego jej interior. Potrebny jest kod i tego wiasnie bedzie
brak. Tak zwane przedmioty matematyczne — ktorymi sg zainteresowani
realisci matematyczni — istniejg jedynie w nas. Dorobek upadtych cywilizacji
gromadzimy w muzeach, ale nie ich dorobek metafizyczny i matematyczny.
Ten przepada bezpowrotnie wraz z ich tworcg i jego Swiatem S.

Matematyka Cauchy'ego

Intuicje, ktoére kierowaty Calculusem, a ktére jeszcze wystarczaty Eulerowi,
zmuszone byty w koncu dac sie wyreczy¢ radykalnemu srodkowi, jakim byta
arytmetyzacja analizy dokonana w poczatkach XIX wieku za sprawg
Cauchy'ego. Analiza matematyczna Cauchy'ego jest w zamysle od samego
poczatku catkowicie arytmetyczna. Prostej nie chce sie sie juz widzieé
geometrycznie. Prosta ma by¢ teraz systemem liczbowym, a funkcje — dawne
fluenty — majg by¢ okreslone arytmetycznie punkt po punkcie. .

Cauchy nie poszerzat matematyki na ten sposéb, w jaki kilka wiekdéw
wczesniej poszerzyt matematyke Calculus, podporzadkowujgc matematyce
niedostepne jej dotad rejony o d bier ania swiata. Matematyka
Cauchy'ego nie poszerzata zmystu matematycznego. Jest bezbarwna i
apoetyczna, a odbieramy jg nawet jako ruch wsteczny, wykluczajacy z
analizy pewne jej idee nie dajgce sie poddac idei nadrzednej, jakg byta S ci
st o $ ¢ natury arytmetycznej. Cauchy redukowat analize Newtona
do pojecia liczby. Nie byt to wszakze powrdt do idei pitagorejskiej. Nie
wchodzi sie dwa razy do tej samej rzeki. Liczba u Cauchy' ego nie byta
dawng czystg ideg pitagorejska, lecz tworem myslowym, ktory wszedt do
matematyki jakocontinuum liczbowe, zbudowane tak, zeby mogto
by¢ polem, na ktérym dawne pojecia i postulaty Newtona mogty byc¢
uksztattowane w teorie i twierdzenia. W niedtugim czasie pojawita sie idea
zredukowania catej matematyki do kilku prostych zasad, chociaz nie od razu
przewidziano na jakiej drodze dojdzie do wielkiej unifikacji. Kronecker uwazat,
ze przynajmniej samo pojecie liczby nalezy zostawiC takie, jakim byito.
Protestowat, widzac proby szukania unifikacji w pojeciach bardziej
pierwotnych.

W matematyce Cauchy'ego funkcja przestawata by¢ prawem zaleznosci.
Bytg okreslana punkt po punkcie, co pomijato uksztattowane dotad intuicje
przypisywane  funkcjom zadawanym dowolnym ruchem reki, a wiec
funkciom c i g gty m z samej swojej natury. Okazato sie wszakze, ze
epsilon-deltowa ciggto$¢ zaproponowana przez Cauchy;ego nie wnika w
petni we wszystkie aspekty intensywniosci procesow. Ciggtos¢ nie zapewnia
istnienia pochodnej, a catka — jakg pomyslat Cauchy - nie zawsze jest zdolna
do odtworzenia funkcji z istniejgcej wszedzie pochodnej. Okazato sie, ze
rzekonanie Calculatoréw i Newtona ma jakie$s wyjatki. Ale — powiedzmy od



siebie — stato sie tak dlatego, ze wyszlismy poza matematyke prowadzong
intuicjami calculusu.

Cafa druga potowa dziewietnastego wieku i wiek dwudziesty w matematyce
to koncert frapujgcych wyjatkow, jakie zaczeta dostarczaC pozbawiona
dawnych ograniczen zarytmetyzowana matematyka

Odczuwamy nostalgie za matematykg Dnia Szdstego, ale nie wydaje sie, by
mogta ona poddac¢ swojemu ogladowi te matematyke, ktorg wszczepit w nig,
narzucajacy kategorycznosc¢ rytm Dnia Pierwszego, a ktorej obecnos¢ jest
faktem. W sSwiecie Dnia Széstego zjawiska majg charakter jakosciowy i
objawiajg sie nierdwnosciami Rdbwnosciom pozostawiony jest
status watpliwych co do zaistnienia stanoéw granicznych. Arytmetycznosc to
koncert r6wnos$ci, tozsamosci i rownan, awiec samych
osobliwosci z punktu widzenia swiata Dnia Széstego. Doznania redukujg sie
do dwdch sytuacji logicznych, otwierajgc w rezultacie furtke ku
dwuwartosciowej kombinatorycznej eksploziji.

Hermite i Poincare sprzeciwiali sie tej inwazji osobliwosci, ale przede
wszystkim odcieciu matematyki od jej bezposrednich zrodet przyrodniczych, z
ktorych matematyka juz nie wyrastata, lecz do ktorych jedynie mogta wrac
a ¢ poprzez - czasen mozliwe, a czasem nie- zastosowania -
pojecie dawniej nieznane.

Poszerzanie intuicji.

Okazato sie jednak, ze nasza wyobraznia potrafi rozbudowac sie i adaptowaé
wspomniane osobliwo$ci. PotrafiliSmy rozszerzy¢ nasz zmyst matematyczny,
wbudowujgc zarytmetyzowang analize w naszg swiadomosc¢. Zdolnosc
naszej Swiadomosci do adaptacji w sytuacjach daleko odbiegajgcych od
doswiadczen zmystowych okazata sie wieksza niz ta, ktorg widzieli wielcy
sceptycy. Mimo ze nie obserwujemy funkcji Cantora — Lebesgue'a w
Zjawiskach przyrody, to jednak umiemy jg umiesci¢ nie tylko w naszym
Swiecie S, ale potrafimy sobie wyobrazi¢ pewne stany graniczne zjawisk
przyrody, w ktérych ta funkcja sie pojawia sie juz nie jako osobliwosé, lecz
jako stan graniczny idealny.

Przyktad zarytmetyzowanej analizy stawia przed nami pytanie o to, jak daleko
Swiat S naszych mysli moze po6j$¢ w adaptacji osobliwosci arytmetycznych,
rozszerzajgc w nas zmystowosc juz scisle matematyczng. Wydaje sie, ze ta
zdolnos¢ adaptacyjna jest daleka od wyczerpania.

Teraz liczby zaczynajg by¢ potozone wobec siebie gesto. Pomaga nam je
rozumie¢ poszerzana o pojecie zbioru geometria. Powstaje wtornie



potrzeba znalezienia dla liczb przestrzeni, aby je intuicyjnie uwidoczni¢
Powstajg wiec przesrtrzenie funkcji. Ewentualne w nich luki zapetniajg
skadingd niechciane funkcje osobliwe. To samo dotyczy figur, ktdrych zakres
sie poszerza, jesli zaczynamy je traktowaé punktowo. Mozna to nazwaé g
eometryzacjgliczby.

Ta wtdérna geomeryzacja wczesniej zarytmetyzowanych partii matematyki,
pozwala na utrzymanie w zakresie zmystowosci zaawansowane pojecia
topologii, teorii miary, probabilistyki i innych powstajgcych w naturalnym
rozwoju matematyki dyscyplin. Korzysta sie w tym z poje¢ o zbiorach,
ktére jakby tagodzg skutki arytmetyzacji, ale w koncu i one upomng sie o
Swojg autonomie.

Liczba i zbior

Zwigzek liczby ze zbiorami — kolekcjami elementow - jest tak oczywisty, ze
nie powinno sie zaczynac¢ od Gaussa. Ale od Gaussa wywodzi sie widzenie
zbioréw jako pewnej koniecznosci myslowej, bo oto liczby zespolone, to jest
pary liczb rzeczywistych, tworzg z b i 6 r, co wydaje sie samemu Gaussowi
jedynie wygodg stowng. Z uwagi na obecnosc¢ i forme dziatan okreslonych na
tych parach zbior staje sie systemem zokreslong struktura, co
daje inne widzenie dawniej znanej rzeczy. Jesli przy tym rozwazg sie pary
jedynie liczb catkowitych, to po rozszerzeniu na te pary poje¢ podzielnosci,
powstaje system liczbowy, ktory jest juz matematyczng nowoscig w
poréwnaniu z liczbami catkowitymi. .

Dedekind — uczeh Gaussa i tworca algebry abstrakcyjnej — spostrzegt, ze
zbiory sg nieodtacznym towarzyszem abstrakcyjnego ujecia liczby.

Samo — oddzielnie brane - pojecie zbioru nie ma wyraznego wbudowania w
naszg zmystowos¢. Podobnie jak liczby, zbioru nie widzimy w formie czy s t
e j, lecz zawsze we wcieleniu wjakas sytuacje matematyczng. Jesli
pojecie zbioru czystego zaspakaja jakgs naszg potrzebe, to tylko czysto
myslowg. Bylo obecne w rozmyslaniach filozofow wczesniej niz u
matematykow i nie byto przez dtugi czas potrzebg matematyki. WIlgczone
do matematyki, tagodzi kontury poje¢, pozwalajgc na ich konsolidacje w
szersze wspolne konteksty.

Ale,wobec swej nieokreslonosci, zbiory wcielajg sie w materie matematyczng
nieraz podstepnie bardzo daleko, a wchodzgc w nieswoje role, mylg nasze
zmysty, idgc obok nich. Myslac o zbiorze, nie wchodzimy odrazu w to, czy
jest skonczony, bo taki czy taki jest kolekcjg. Zbior nie ma ksztattu. Daje sie
deformowac w naszej mysli Nie jest obiektem przyrody. Cantora zaskoczyto
odkrycie, ze ptaszczyzna ma tyle samo punktow co prosta, i trzeba byto



dopiero doswiadczonego Dedekinda, aby widziec¢, Zze nie obala to niczego, co
naruszatoby nasze wyobrazenia o wymiarze. Zbiory sg obok naszej
zmystowosci, ale wydaje sie tez, omijajg wiele ze z tego, co jest istotg Swiata
S naszych mysli, omijajgc catg jego dynamike. Odwzorowanie f objawia sie
w Swiecie S jako a kt i nie musi by¢ widziane jako zbidr par (x, f(x)).

Jak pisze Alexander Wittenberg w petnej gruntownych
przemyslen ksigzce, jedynym zbiorem, ktéry pojawia sie¢ w naszych myslach
bez udziatu doznan idgcych od $wiata zewnetrznego (to jest nie bedacym
zbiorem wcielonym w jakas sytuacje), jest zbior liczb naturalnych dany nam
razem z catg swojg dynamikg liczbowego rytmu pierwotnego — my dodamy
przedtuzenie tego rytmu w pozaskonczos¢. Jest w tym pewien paradoks, Bo
chcielibysmy, za Fregem, widzie¢ zbiory jako tworzywo liczby. Tymczasem,
zbiory — ktére chcielibySmy nazwa¢ d ow ol ny mi - nie sg czystymi
tworami mysli i pojawiajg sie ham w dopiero sytuacjach narzucanych przez
zmysty, na przyktad jako zbior punktdw prostej, czy tez zbidr piasczynek,
ktore niesie wiatr, gromada ptactwa. .

W systemie Gaussa liczb catkowitych zespolonych, nie zbior, lecz jego
dynamiczna algebraiczna struktura, jest tym, co przewaza w jego widzeniu.
Istotg nie jest wiec tworzywo i jego elementy, lecz system. Nie musimy
elementow systemu nazywa ¢ liczbami, bo one s g juz liczbami jako
elementy zorganizowanego w strukture systemu.

A chodzi tu w istocie nie nie o liczbe, lecz o liczbowos$ ¢ To wilasnie
liczbowos¢ kierowata Cantorem, kiedy bedgc na kroku w stawiat kroki w +
1, w+ 2 idalsze. Ale, czy byty one oczekiwane przez jego swiadomosc, czy
byt to raczej przymus myslowy, ktéremu sie poddawat? Z tego, co mozemy
wyczytaC z jego Memoire Nr 5, byla to sytuacja wymuszona. Po
przekroczeniu progu nieskonczonosci nie odczuwamy spodziewanego
poczucia poetycznoéci. Skala liczb porzadkowych jest w swoich
poczatkowych partiach, po wyjsciu poza liczby naturalne, szara. Dopiero w
duzej skali ujawnia echo znanego wczesniej rytmu pierwotnego, nastepstwa i
niemozliwosci powiedzenia st o p. To sama natura naszego myslenia daje
nam w podarunku porzadek, ktory nazwany jest d o bry m . Porzadki — tak
zwane zwykte - nasza mysl zapozycza ze zjawisk spoza swiata S.

Idac za Wittenbergiem, nie widzimy, by zbiory wyprzedzaty liczbe jako
aprioryczny element matematyki. Ale tez i liczba — jako rytm i system —
réwniez nie pojawia sie inaczej niz we wcieleniu w zbior. Wspdlny aprioryczny
poczatek matematyki mogtby by¢ wiec je d e n.

Tymczasem - cytat z Andrzeja Lelka- zbiory sg wszedzie. Moze
to wiasnie dlatego dawano pierwszenstwo zbiorom. Frege proponowat
widzieC liczbe jako abstrakt powstaty po utozsamieniu wszystkich zbiorow



tej samej liczebnosci, ograniczajgc liczbe — o czym juz wspominaliSmy — do
jej aspektu ilosciowego. Russell wskazat na niewykonalnos¢ tego zamiaru z
powodu trudnosci logicznych zwigzanych z wymaganiem, by rozwaza¢ w s
zystkie zbiory. Tymczasem, Cantor upatrywat zatamanie sie idei Fregego
juz w samym jej zamysle, widzgc aspekt ilosciowy liczby w alefach,to
jest w pewnych wyroznionych elementach swojej skali liczb porzadkowych.
Abstrakcja Fregego jest zbedna — twierdzit - skoro dla abstraktéw mamy
zawczasu gotowe reprezentanty. WspominaliSmy o tej kontrowersiji Filozofow
przy okazji rozumianienia uniwersalium 3.

Zbiory — to za Dedekindem — zblizajg nas ku lepszemu rozumienia rzeczy.
Rozumiemy lepiej prostg geometryczng, jesli - za Dedekindem -
wykorzystamy jej punkty do zbudowania na jej podobienstwo zbioru
nazywanego c o ntin uum, kiérego system elementow odzwierciedla w
sensie porzadku system punktéw prostej. Wedtug Dedekinda, continuum nie
bedgc tym samym co prostg, objas$nia nam pewne aspekty jej budowy.

Ale, wedtug Cantora, punkty zbioru sg budulcem continuum. Widzenie
drogi jako zbiorun punktow i czasu jako zbioru chwil spotykato sie oddawna
ze sprzeciwami. Prowadzito to do znanych trudnosci zwigzanych z
rozumieniem ruchu, ktére przedyskutowat Arystoteles, znajgc wczesniegj
wypowiedziane obiekcje Zenona z Elei. Wchodzimy zatem w dawne btedy,
ufajgc — jak Russell — ze beda¢ madrzejsi o stulecia, zdotamy je teraz
pokonac.

Nie odmawiamy jednak sensownosci zbudowanemu przez Dedekinda
wspomnianego juz continuum. Idgc za Dedekindem, powinnismy widzie¢
zbidr raczej jako cos$s co stuzy, a nie to co stanowi. Tak
widziat Dededekind role zbiorow w "Stetigkeit und irrationale Zahlen", ktore
objasnialy mu znang wczesniej liczbe V2. Zbior — jak rozumieniemy
Dedekinda - jest tg sktadowa apriorycznosci, tg ktéra zblizanas kurozum i
e n i u, takze ku rozumieniu liczby, tego tajemniczego zjawiska, jakim byta
dla niego liczba ujawniajgca sie w jego "Was sind und was sollen die
Zahlen?".

Dobry porzgdek

Profesor Mikusinski chciat sie koniecznie sam przekonac, ze lemat Zorna
mozna wyprowadzi¢ nie uzywajgc liczb pozaskonczonych, i podat wlasny
tadny tego dowdd. Budowat w tym celu w danym zbiorze czesciowo
uporzadkowanym fancuch nieprzedtuzalny przy pomocy samego tylko
pewnika wyboru. Lubit przypominacC ten swoj fadny dowdd, ale za ktoryms
razem mozna byto ustysze¢ uwage, ze oto chciatem omingcC liczby
porzadkowe, ale kiedy budowatem tancuch nieprzedtuzalny, ten — mimo, ze
wcale o to nie zabiegatem - okazat sie s am dobrze uporzadkowany.



Podziwia sie Cantora za jego konstrucje skali dobrze uporzadkowanej, Ale
nietrudna obserwacja przekonuje nas, ze ten dobry porzadek tworzyt sie - i
u niego — s a m. Wczesniej niz Cantor przekonat nas w "Was sind und was
sollen die Zahlen?" o apriorycznym wbudowaniu w nas dobrego
uporzadkowania Dedekind. Nie potrafimy uwolni¢ sie od przymusu iteracji i
wpadamy w indukcyjnie dynamiczny system liczb naturalnych, na ktérym nie
potrafimy poprzestac.

Uwaza sie dobry porzadek za wymaganie dodatkowe. Nic btedniejszego!
Znaczytoby to bowiem, ze dla uzyskania dobrego porzadku wystarczytoby
najpierw miec¢ porzadek jakikolwiek, a potem go ulepszy¢. Tymczasem, jak
zauwazg Wittenberg, nie umiemy zrobic tego ja kiego kolwiek
porzadku samg konstrukcjag myslowg. Wymaganie zwyktego liniowego
porzadku jest logicznie stabsze, ale matematyka, ta apriorycznie w nas
wbudowana, nie obdarzyta nas zadnym przyktadem innym niz dobry
porzadek. . Continuum, ktére punktami wypetnia prosta, budujemy — wraz z
jego uporzagdkowaniem - majgc wczesniej podpowiedz od przyrody w postaci
sztywnego fizycznego preta.

Réwniez pomyslenie tak zwanego d owolnego zbioru jest
niemozliwe bez odwotywania sie do zmystowych spostrzezen.
Wspomnielismy Alexandra Wittenberga, ktory spostrzegt, ze nie widzi innych
przyktadow czysto myslowych zbiorow poza systemem liczb naturalnych i
odcinkami poczatkowymi skali liczb porzadkowych. Nie mamy innych
apriorycznie wbudowanych w nas zbioréw niz zbiory dobrze uporzgdkowane,
ktore w istocie sg |ic z b a mi. Nie zwracajg na ten paradoks twércy teorii
MNOQgOSCi.

Matematyka aprioryczna w nas wbudowana jest matematykg arytmetyc
zn g. Jest solg naszej matematyki, a jej niepodzielnym myslowym
rdzeniem zdaje sie by¢ dobry porzadek. Henryk Rzewuski — autor
"Mieszanin obyczajowych" (1841) - oponowat przeciwko poszukiwaniom
bezzaleznego -jak nazywat - atomu dla metafizyki. Oponowatby
takze przeciwko temu zelaz ne mu rdzeniowi apriorycznej mysli jaki
upatrujemy w skali dobrego porzadku. Wedtug Rzewuskiego, metafizyka
nie zna sygnatu stop w regressum ad infinitum.

Skala liczb porzgdkowych pozostawiona sama sobie nie jest twércza i sama
matematyki nie buduje, jest wszakze jakims dla niej oparciem. Daje lemat
Zorna, ktory uwidacznia nam atomy myslowe algebry jakimi sg bazy, w
szczegolnosci b azy H a m e | a. Uwiarygadnia potrzebe metody
niepodzielnych, daje nam ultrafiltry, przez co nie czyni nas catkiem
bezradnymi wobec probleméw mnogosciowych, na przyktad wobec
problemu kompozant kontinuéw nierozktadalnych.



Kwiatem matematyki jest wszakze matematyka sta b a, to jest ta,
ktorg musimy myslowo sami wypracowac. Jej przyktadem sg kontemplacyjne
zasady geometrii i calculusu. "Dowodze coraz stabszych twierdzen — ale
coraz bardziej mi sie one podobajg" — to stowa matematyka, ktéry po latach
uwolnit sie od przymusu arytmetycznego. Ale ta "staba" maytematyka to
takze topologia przestrzeni euklidesowych, w ktérej dopiero dzieki metodom,
ktore doporowadzity do rozstzygniecia hipotezy Poincare'go zaczynamy
rozumie¢ wymiar 3. Matematyka karmiona postrzezenimi idgcymi od Swiata
zewnetrznego i tworzona przy petnym udziale naszej Swiadomosci jest tym
dla ktorej jestesmy matematykami.

Niespetnione obietnice.

Pojecie z b i oru pojawia sie w teorii nnogosci Cantora jako "ztozona z
majacych indywidualnos¢ elementow cato s ¢ M zespolena zgodnie z
naszym ogladem i przemysleniem". Ma to wiec by¢ ide a, ktora wielo
§¢ formujew jednos¢ abyzadoscuczyniC jakiej$ potrzebie naszego
umystu. Mieli te potrzebe Grecy. Zastanawiat sie Zenon, w jaki sposob
naszej mysli powstaje z wielosc¢i jednos¢, aby nada¢ swoje rozumienie mysili
Parmenidesa o jednosci Swiata, sam widzac wszedzie wielos¢. Probowali
zrozumieC jedno$¢ w wielosci - jak czytamy u Focjusza - filozofowie
bizantyjscy X| wieku. Jest to tez problem uniwersalidw, ktorym zyta
scholastyczna Europa.

Ale w materialnie widzianejwielo s ci nie zawsze daje sie rozpoznac
idee. Mozna omingc te trudnos$é, uznajgc zaidee juz samo znalezie
nie sie wKkolekcji. Teoria mnogosci — ta, ktorg namy — zapomniata o
deklaracji Cantora i dopuszczato tautologiczne rozumienie zbioru,
pozbawiajgc sie juz na samym wstepie filozoficznych ambicji. Czytamy w
obowigzujgcej monografii: "zbiory A i B majgce jednakowe elementy sg
identyczne" — i nic wiecej o zbiorach nie chce wiedzie€ jej autor. W teorii
stworzonej przez Cantora, a przejetej przez Hilberta, zbiér w znaczeniu
idei pozostat nigdy nie spetniong obietnica.

Utrzymanie obietnicy Cantora byto trudne. Znamy sytuacje, kiedy brane z
osobna w swoich kontekstach zbiory A i B reprezentujg okreslone idee, a dla
idei reprezentujgcej ich sume nie potrafimy znalez¢é. Kazdy z krajow Europy
reprezentuje okreslong idee, ktora tgczy w jednosc jego obywateli. Szukajgc
wspotnej idei dla ich sumy popadamy w trudnos¢, zadawalajac sie w koncu
rozwigzaniem, ze moze to by¢ na przyktad wspolny zwyczaj zachowania sie
przy stole.

Naiwna teria mnogos$¢i nie jest zobowiazana obietnicg Cantora. Jej zbiory, to



zbiory wcielonene w sytuacje matematyczne, skad idea ich zaistnienia.
Eleementy tej tak zwanej naiwnej teorii sg postrzegane zmystowo, i te o
wspolnej naturze nasza mysli formuje w zbior w taki sposéb jak formowane
sg inne pojecia Swiata S. .

Mysl Joscelina z Soissons, ktoremu Wiadystaw Tatarkiewicz w swojej
"Historii filozofii" przypisuje autorstwo utozsamienia idei i zbioru, nalezy
traktowaC jako rozwigzanie czesciowe. Bo, czy mozna, nawet tak
nieskomplikowang idee, jaka jest koto, zastgpi¢ wyobrazeniem o zbiorze
wszystkich istniejgcych w swiecie két? ldea kota powstaje w wyniku jakiego$
myslowego procesu przebiegajgcego w naszym Swiecie  po wptywem
spostrzezen zmystowych. Pojecie kolekcji porzadkuje, ale czy co$
wyjasniania?

Siegajgc po uniwersalia  dotykamy samych granic naszego myslenia.
Zainteresowane nimi byto Sredniowiecze, ale w wieku dziewietnastym
nastapit nawrot, a dokonato sie to w okresie najwiekszego rozkwitu
matematyki. Sieganie do podstaw i poszukiwanie granic ma zazwyczaj
przyczyne w poczuciu, ze w patrzeniu wprost przed siebie wyczerpalismy
swoje mozliwosci. Sytuacjom w ktérych kierujemy spojrzenie ku samym sobie
nie towarzyszy rados¢. Ale spojrzenie wstecz moze sie tez wigzac z
poczuciem wypetnienia zadania. Wiek dziewietnasty mogt tak o sobie myslec.
Byt to  wiek wielkich teorii, chociaz poza wspomnianym koncertem
paradoksalnych konstrukcji w teorii funkcji, nie wida¢ w nim dawnej
keplerowskiej i eulerowskiej swiezosci. Nowe gatezie matematyki rozwijaty
sie jakby dla wypetnienia powinnos$ci i zwienczania swoich dokonan.
Nasz wiek rowniez siega ku podstawom i po uniwersalia, ale to dlatego, ze
siega po wszystko, z nadzieja, ale bez przekonania, znalezienia dla siebie
jakiejs legitymizacji.

Trudnosci z rozumieniem idei nadrzednych powodowaty pojawianie sie sie
rozwigzan wykraczajacych catkowicie poza kontrole myslowg. Oto,
powstawaniu idei towarzyszy pojawienie sie jej n a z w y, ktéra jakoby nawet t
poprzedza powstanie samej idei. Dobrze dobrane stowo pobudza. Stad kult
stowa, obecny w teologii i kabale. Kultowi "imiestawja" (kult imienia) ulegali,
jak sie styszy, rowniez wielcy. Ale jest tez kult st o py. Przypomnijmy
parepatetykow, ktorych odkryciom towarzyszyt spacer. Nasza mysl nie jest
zamknieta w czaszce, jej nici wybiegajg dalej, ale o stopie styszy sie
najczesciej. To moze by¢ Poincare' stawiajgcy stope na stopniach pociggu
odjezdzajgcego do Caen iTarski stawiajgcy stope na fotelu dentysty. Ale
niech wolno bedzie rowniez dorzuci¢ cos autorowi od siebie, ktory
przechodzac od koéciota Sw. Elzbiety na wroctawski Rynek postawit stope w
katuze.

Mozna sie tez zastanawia¢ nad tym, ze wielkim odkryciom matematycznym



wydajg sie sprzyjaCc wielkie - nawet katastroficzne - wydarzenia, ktére
wyptaszajg matematyczne leki, odblokowujgc mysli. Wynikania odwrotnego
wszakze nie ma. Ani stowne zaklecia, ani usilne spacery, stopnie Schodow
Hiszpanskich, ani wywotywane burze wojenne, same nie spowodujg odkryc
matematycznych i nie spowodujg rozbtysku dajgcego zrozumienie
pojawiajgcego sie skokiem uniwersalium.

Opisowy charakter rozwinietej, z dawnego jej naiwnego poczatku, teorii
mnogosci jest jej cechg, a wiec nie na miejscu bytby zarzut. Jej entuzjasci
twierdzg — by¢ moze prawdziwie - Ze kazdg rzecz matematyczng mozna
opisac¢ wjezyku zbiorédw. Tymczasem, jako sceptycy, nie znamy pojec,
ktore we s ztyby do matematyki motywowane samym nalezeniem
elementu do zbioru. Nie jestb tez tak, by catg matematyke mozna byto
przela¢ jednym ruchem reki w system stworzony ze zbioréw, chciazby
dlatego, ze ni e istnieje cos takiego jak cata matematyka,

Ale to wiasnie teoria mnogosci miata by¢ tym co potagczy matematyke w
catos¢. Dla tego celu zaczeto formowaé jej pojecia w catoS¢ na sposéb
algebraiczny. Majgc na uwadze zamierzong uniwersalnogsc¢, dotagcza do
akceptowanych juz zbiorow ich formalne potgczenia, na przyktad ich sumy,
Same kolekcje zbiorow uznaje sie za zbiory,, a potem tworzy sie ich
produkty wyrdzniajgc w nich podzbiory maje charakter dawniej znanych
funkcji. Ten czysto formalny tryb rozbudowywania systemu poza granice
tego, co mogtby kotrolowa¢ zmyst matematyczny, nie daje spodziewane;
catosci, bo jest to pomnazaniew bytow ad infinitum, a jedynymi
niekestionowanymi elementami tego systemu jest zbiér liczb naturalnych i
jego przedtuzenie jakim jest skala liczb porzagdkowych Cantora. Wspominane
fizyczne continuum nie nie ma sposobu znalezienia sie w systemie, chyba ze
uzna sie za continuum jego substytuty powstate w wyniku jego dobrego
uporzadkowania.

Continnum nalezy do tej czesci teorii mnogosci, ktéra obdarzane jest
przymiotnikiem n a i w n a. Jest to teoria uznajgca hierarchie. Mozna w niej
obok elementu a rozwaza¢ zbior jednoelementowy {a} ale juz nie ich sume,
chociaz mozna utwozy¢ z nich kolekcje. Naiwng teorie zbiorow zajmuje
aspekt ilosciowy zbioréw. Teorie liczb porzadkowych Cantor stworzyt jakby
obok tego. Do tej pory nie znaleziono harrmonijnego wspoélnego ujecia obu
tych aspektéw zbioru. . Zbiory naiwnej teorii mnogosci wymykajg sie
systemowemu zamknieciu opartym na dobrym porzadku, chociaz kazdy z
osobna zbiér mozna poddac temu wymaganiu.

Nie nazwiemy metafizyczng catoscig waliz ki, do ktérej zawsze mozna
dotozy¢ zapomniany krawat. Po okresie obiecujgcego rozwoju i ukazywaniu



matematyce nowych horyzontow, teoria mnogosci zauwazyta w koncu swoje
arytmetyczne bezdroze. Zamiast przyznaC sie do porazki, weszia w
ofensywny sojusz z logicyzmem, przyjmujgc role matematycznego wielKk
iego inkwizytora.

Czym tosierazem trzyma?

Zwrot "co to jest matematyka?" jest zwrotem obiegowym, chociaz raczej
nowym, bo dawni matematycy mieli gotowg odpowiedz. Matematyka byta dla
nich "naukg o liczbach i figurach" i wspomniane pytanie nie budzito emociji.
Teraz musza nam one bardzo dokuczaC, skoro pytanie tak postawione
spotyka sie w tytutach ksiazek.

Nie ma czegos takiego jak catos¢ matematyki. Mamynauki matemat
y czne, ale o matematyce rzadko mowimy jako o nauce. Od nauk
wymagamy, by miaty prze d miot badan. Mogtaby go mie¢ matematyka,
gdyby rozwijata sie jak drzewo. Tak byto jescze do niedawna. Do kiedy,
trudno orzec, ale przyjmijmy, ze do poczatkdéw wieku dwudziestego. Obecna
matematyka siega dalekimi skokami ku zastosowaniom, ktore zmuszajg jg
do tworzenia niepowigzanych ze sobg enklaw. Z drugiej zas strony tworzy
wokot swoich pol badan emanacje potrzebne umystom, aby jg rozumiec.
Zaspakajata te potrzebe powstajgcg w pierwszej polowie dziewietnastego
wieku algebra abstrakcyjna. Ale pojawiajgca sie tw 6 rc z o $§ ¢
matematyczna, oceniana bywa krancowo réznie. Tworczosci Cantora nie
akceptowali wybitni jego epoki, Kronecker, Poincare, Weierstrass, a nawet
Dedekind. Kronecker wrecz twierdzit, ze matematyka nie potrzebuje
ekspansji pojec.

W matematyce ceni sie od krycia. W swoim czasie Platon twierdzit, ze
pojecia matematyczne majg byt absolutny, nie od razu nam wiadomy, ktory -
podobnie jak wyspy na Pacyfiku — jedynie odkrywamy. JesteSmy starsi od
Platona o przeszto dwa tysigce lat i nie myslimy tak prosto. MieliSmy przeciez
potem Kanta, ktéry osmielit nas docieka¢ jak rodzity sie owe absolutne byty
platonskie.

Autor nie styszat tego od samego Andrzeja Schinzla, ale przyjmuje
przypisywany mu poglad, ze teoria liczb to penetracja nieznanego Swiata, a
odkrywane twierdzenia to jakby odkrywane nowe lgdyu, czy nowe gwiazdy.
Nie ma koniecznosc¢i do wigzania tych odkry¢ w catosci. Nie szukamy
zwigzku hipotezy Goldbacha z liczbami blizniaczymi. Zdarza sie to i w innych
partiach matematyki. w ktoérych pewne odkrycia wydajg sie mieC ten
charakter. Raz mozna byto odkry¢ lemat Spernera i twierdzenie Morleya.



Analiza matematyczna byta odkryciem. Ale nie porownujemy tego z
odkrywaniem wysp na Pacyfiku. Droga ku odkryciu calculusu to
przeszukiwanie poktadow naszej mysli dla znalezienia punktu zaczepienia
dla rozwiniecia wtasciwych intuicji, a potem prostowanie btednych w nigj
SCiezek. Dopiero po odkryciu wiasciwego tropu przez scholastykow z Merton
College i pierwszej matematyzacji w postaci teorii niepodzielnych,
poszukiwania zwienczone zostaty jednym tworczym btyskiem mysli przez
Newtona. Nie nazwiemy tego proce s u myslowego jednym stowem, bo
byt to zarébwno prces twoérczy jak i odkrywczy. . To, co prowadzi ku
odkryciom matematycznym to intuicja. Jest bylaby wrodzona, nie
zastugiwata na inne okrslenie niz instynkt. Tymczasem, intuicja jest czyms, co
moze sie rozwijac.

Podobnie poszukiwawczy charakter ma teoria funkcji zmiennej zespolonej,
ktora odkrywa dalekie rejony geometrii, a jednoczesnie nadaje im kszaft.
Podobny charakter ma topologia, ktéra odkrywa wstege  Moebiusa,
powierzchnie Kleina i kontinua Knastera. Dorzu¢my do tego — cho¢ wahaliby
sie Poincare' i Hermite — osobliwosci funkcji rzeczywistych. Matematyka
odkrywa tucate pola badan, ale jednoczesnie tworzy, nadajac
im ksztalt matematyczny,

Dlatego, nie stawiamy pytania o to, czy matematka tworzy czy odkrywa. Z
wiekszg sympatig patrzymy na odkrycia. Ale ten entuzjazm dla odkry¢ ma
ograniczenia. Matematyka nie jest monolitem. Sg niej sity konkutrujgce ze
sobg. Jest wiele sit niszczacych. Widzimy jak niszczy sama siebie. Daleko
posunieta arytmetrycznosc potrafi zniszczy¢ nawet liczbe.w jej naturalnej
postaci. Pojawia sie juz potrzeba ochrona naszego srodowiska przed
atakujgcymi go zbyt ostrymi srodkami matematycznymi.

Co do tworczosci odczuwamy rezerwe, ktorg bardziej nrozumiemy. Widzimy
w niej zywiot nie znajgcy sygnatu “"stop". Pozwala rozwija¢ sie sztukom
wyzwolonym nawet in vacuum. Wchodzac do matematyki, zapetnia jej
czasopisma etiudami.

Nielubiana jest d e d u k c j a jako i mato twércza i mato odkrywcza. Ale to
ona s k| e ja matematyke. Mimo to podziwiany jest kunszt d o w o d u.
Majstersztykiem jest dowdd twierdzenia o przestawianiu wyrazow w réwnosci
proporcji, otwierajgcy droge twierdzeniu Talesa ku trygonometrii, a innym
dowdd twierdenia Pitagorasa zdobigcy "Elementy”. Majstersztykami nsg
twierdzenia Kroneckera i Hardy'go — Littlewooda.

Rodzaj tworczosci, ktory pojawia sie w dedukcji nie zawsze jest pierwszego
gatunku, Dedukcja, ktora narodzita sie w geometrii i pozostawita w niej po



sobie tyle matematycznych klejnotow, pokazuje inne oblicze kiedy zageszca
detale parazwartosci.

Dodajmy tez, ze dedukcja ma znaczenie jedynie w obrebie ustalonego,
okreslonego dla danego zadania, kontekstu pojeciowego. Przejscie od
kontekstu arytmetycznego do gemetrycznego odnotowaliSmy jako metafore
wycodzacg poza dedukcje. Nie potrzebuje metafor matematyka
kartezjanska, ktora arytmetyzuje wszelkie pojecia matematyczne. Pojecie
trojkata prostokatnego mozna ujaé warunkiem arytmetycznym a? +b?=c?-a
wtedy wspomiana niewspotmiernoS¢ redukuje sie do arytmetycznej
niewymiernoéci V2. Metafory brak, bo jedna z dyscyplin — geometria —
znikta.

Dedukcja nie umie wychodzi¢ poza prawde, jesli sie juz w niej znajdzie. To
jej wielka zaleta. Matematyka dedukcyjna rowniez nie potrafi ktamad,
Matematycy rowniez. Ale, chociaz mowienie prawdy wymaga odpowiedniego
wysitku, to jednak dopiero formutowanie zdan niepewnych daje nadzieje na
rozwoj. Tak zwani rasowi matematycy mimo ze nie cenig dedukcji, jeszcze
bardziej nie cenig tworczosci. A przeciez to oni pchajg naprzod matematyke.
Jakim sposobem zatem matematyka sie rozwija?

T r ud n o $§ c i w € wW n e t r z n e
Swiata S.

Swiat S dozwala, by "mysli mys$laty sie same". Kiedy zostaje sam ze swoimi
myslami, nie broni sie przed pytaniami, ktore  powstajg w wyniku
wspomnienej tolerancji. Nie ma zdolnosci oceniania wiasnych mysli i w ten
sposOb wcigga sie w sytuacje nieprzewidziane, przed ktorymi mogtaby nas
ostrzec jedynie jedynie jakas instancja nadrzedna. Upatrujemy jg w naszej m
etafizycznosci.

Bo sama matematyka nauczy nas ja k mnozyC i ja k dzieli¢, ale nie
nauczy nas kiedy mnozyé¢,a kiedy dzieliC — przypomina Bronistaw
Knaster. Przy wychodzeniu mysli na obce jej pole, jesteSmy zdani na wtasny
rozsgdek, to jest na nasz zmyst metafizyczny. Dotyczy to to tez
metaforycznych przejs¢ z jednej dyscypliny matematycznej do drugiej.
Jestesmy wtedy poza logikg, ale nadal w matematycznos$ci, ktéra potrafi
wyjs¢ poza swoje formalizmy $cisle matematyczne i logiczne. .

MysI deformuje mysl mys$lang. Aby tego unikng¢, probujemy traktowac mysli
podlegtace naszemu ogladowi jako zjawiska zewnetrzne. A przeciez sg one
w istocie naszymi myslami. Jak rozpoznaé, ze zbior poddany mysli jest



zbiorem Swiata zewnetrznego, czy jest jedynie pomyslany. Nie miata tego
klopotu matematyka liczb i figur, a nawet matematyka calculusu,
prowadzona wbudowanymi w nas intuicjami. Nie mamy tez kiopotu z
arytmetycznos$cia, ale to dlatego, ze jej procedury przechodzg o b o k
naszych mysli. Dwie sktadowe naszego aprioryzmu — liczba traktowana
arytmetycznie i zbiory - peftnig niejednakowe role w naszym sSwiecie S.

Mysl btadzi wsrod zdan z udziatem zwrotu wszy stk o. Matematyka byta
dtugi czas wolna od tych trudnosci. Nie musieliSmy nigdy mysleC o
wszystkich figurach. Ale zetkneli sie z tg trudnoscig filozofowie scholastyczni
w dyskusjach o uniwersaliach takich jak praprzyczyna i omnipotencja. Byta
to burza, ktéra nie siegata jeszcze wtedy matematyki. Nastgpito to dopiero
wtedy kiedy obiektami matematyki staty sie przedmioty naszej tworczosci.
Nie ma jednak ktopotu, jesli méwimy o wszystkim w obrebie ustalonego
zakresu. Jesli sie tego nie powie, to tow s zy stk o przestaje by¢
wszystkim, bo mozna zawsze dotgczy¢é mysl o tym

wszystkim,

Znang tego rodzaju trudnoscig jest antynomia Russella.
Pomysimy bowiem wszystkie zbiory. Tego nie zabraniajg znieczuleni
na tres¢ przenoszonych przekazéw kurierzy swiata S. Tak zwana naiwna
teoria zbiorow sobie z tym radzi, i nie dopuszcza do rozwazgnh zbioru
wszystkich zbiorow, bo zbior wszystkich podzbioréw tego zbioru bytby w nim
zawarty, a zatem bylby mocy nie wiekszej niz sam ten zbior, co przeczytoby
akceptowanemu przez te teorie znanemu twierdzeniu Cantora. Dlatego nie
wprowdza dorozwazanzbioru wszystkich zbiorow. .

Ale znana jest bardziej ogolna argumentacja. Oto zbiér wszystkich zbioréw -
ja0 zbior — bytby elementem samego siebie, Tego rodzaju zbior powinien by¢
wykluczony ze zrozumiatych racji metafizycznych. Cantorjuz wiele
lat wczesniej przeczuwat te argumentacje kiedy rozwazat zbior Q liczb
porzadkowych Il klasy (tj. liczb porzadkowych przeliczalnych). Stwierdzit, ze
jest to zbidr majacy nieprzeliczalnie wiele poprzednilkéw na budowanej przez
siebie skali, przez co nie jest zadnym ze swoich elementéw, ktére -
interpretowane jako zbiory - sag przeliczalne. Usuwat w ten sposob
wspomniang przeszkode dla wprowadzenia zbioru Q do rozwazan
matematycznych.

Swiat S ma réwniez trudnosci dotyczace samego mys$lenia, Zdanie
orzekajgce, ze (*) "zdanie, ktére wypowiadam, jest kitamstwem" stwarza
trudnos¢, jesli podejmujemy kwestie prawdy tego zdania w znaczeniu k | a
sycznym, tojest zgodnosci tresci zdania z rzeczywistosciag, to jest

przypisujgc zdaniu ety kiete prawdy w przypadku zgodnosci,a etykie
te fatszu w razie niezgodnosci z rzeczywistosCig. Jest to inne znaczenie
prawdy niz to wewnetrzne, ktérym kieruje sie Swiat S budujgc swoje



koherentne struktury. Trudnosc, jaka stwarza zdanie (*), znana juz Grekom,
ma nazwe antnynomii ktamcy TrudnoSc uwidacznia sie, jesli
zauwazymy, ze w mysl klasycznego rozumienia prawdy, zdanie (*) jest
prawdziwe, jesti wypowiada zapowiedziane w nim ktanstwo. Trudnosc¢ jest
pozorna, bo dlaczego nie jest dla nas oczywistosCig, ze wypowiedziane
zdanie jest prawdziwe, jeSli rzeczywi$ cie ktamie. Sprzecznosci nie
ma, bo konfrontujemy ze sobg rzeczy z ré6znych swiatow mysli: etykiete i
tresC. | chociaz uczyt nas Tarski, ze zdanie "snieg pada" jest prawdziwe
wtedy kiedy snieg rzeczywiscie pada, to jakas trudnos¢ wszakze pozostaje.

Swiat S jest $wiadom, ze jego wewnetrzne prze$wiadczenie o prawdzie nie
chroni go od btedu przy konfrontacji z zewnetrzng rzeczywistoscia. Ale
prawda w znaczeniu klasycznym jest — jak widzieliSmy — po prostu zdradliwa,
jesli jestesmy zbyt logiczni.

Logika towarzyszy matematycznosci. Nie jest twoércza. Jej gtdwnym
pozytkiem jest to, ze jej procedury nie wyprowadzajg nas poza prawde. W
istocie, nie sg do tego zdolne. Nie majgc subtelniejszych rozréznien niz dwie
sytuacje prawdy i fatszu, wprowadza do matematyki pojecie sprzeczno
$ ci, podczas gdy sama matematyka zna jedynie trudnosci. W razie,
pojawienia sie trudnosci szuka dla nich adaptacji w przebudowanej
strukturze poje¢. Dotyczytoby to i logiki, gdyby mozna byto znalez¢ zmyst,
ktéremu jest podporzgdkowana.

Antynomialnosc¢ jest immanentng cechg swiata S, w ktorej mysl moze byc¢
mysla o mysli, nie wykluczajac, ze o samej sobie. Sam fundament
matematyki, jakim jest liczba i towarzyszacy jej zbidér wyrasta na
antynomialno$ci, chociaz liczbie, jak wspominaliSmy, to nie szkodzi. Wedtug
Jana Potockiego, w swiecie istot zyjacych jedynie cziowiekowi dana jest
zdolnos¢ myslenia o wiasnych myslach. Z tym ktopotliwym prezentem
musimy sobie dac¢ rade. Polega to na niezadawaniu pewnych pytan i
nieprzyjmowaniu kazdej prawdy, nad czym czuwa nasza metafizyk a.
Powinnismy sie zatem nauczy¢ zyc¢ z antynomialnoscig, ktora
zaglagda nam w oczy przy kazdym wyjsciu poza bezpieczny kontekst danej
dyscypliny matematycznej i przy kazdym wyjsciu w zastosowania. .

Zjawisko antynomialnosci jest nieuchronne przy kartezjankim zamknieciu sie
we witasnych myslach. Nie pojawia sie ono w d i a | o g u, gdzie
antynomialnosci unikamy, przerzucajac mysl o wtasnej mysli na rozméwce.

W odbiorze sygnatow od i n ny c h $wiat S nie ma antynomialnych
przeszkdd ijest zdolny doich oceny, botaocena jestodniesiona
do rzeczy zewnetrznej. To, co przejmujey od innych, jest z natury wolne od
antynomii. Dlatego, uczy my sie raczejod innyc hniz od siebie.
Wiedza przekazywana nam w ten sposob z zewnatrz - i krytycznie odbierana



- jest tym czym karmiony jest nasz swiat S przez srodowisko. Nawet Konrad
Lorenz, wnikliwy obserwator narzuconych nam przez ewolucje
uwarunkowan, jest zdania, ze to, co nam daje otoczenie cywilizacyjne, jest
tym co przewaza w pomnazaniu naszej kultury,

Matematyka bytaby wolna od antynomii, gdyby dialog wystarczat. Tak jednak
nie jest. Dialog mozna zastapi¢ dialogiem wewnetrznym ktory mozna w
sobie wyksztatci¢, co jednak jest sztukg przystugujgca nielicznym. Na
pewno posiadt jg Arystoteles. . Pojecia matematyki tworzg sie w obrebie
jednego j a. To u Einsteina wykluta sie teoria wzglednosci, u Diraca teoria
kwantéw, u Hilberta obecny ksztatt teorii mnogosci. Dopiero, kiedy pojecia sie
ustala, ksztattujg sie nadal w dialogu, w ktorym rozmdéwcg moze bycé
przyroda. Dlatego, nie obawia sie antynomialnosci potocznie rozumiana
nauka...

Antynomialnos¢ najbardziej dokucza systemom aksjomatycznym, ktorych
natura wymaga mysli indywidualnej. Nie majac innej obrony przed
antynomialnoscig, aksjomatyzacja ucieka sie do rozmaitych ograniczen, . Na
przyktad do lokowania poje¢ we wczesniej znanym systemie. Dzieki temu
udato sie Hilb ertowi zaksjomatyzowa¢ geometrie Euklidesa, lokujgc
jej pojecia w systemie arytmetycznym jako danym.

Hilbert zaproponowat wszakze zaksjomatyzowanie wspolne logiki i teorii
mnogosci wraz z wspotistniejgcg z nig arytmetyka. Tu juz nie byto
szerszego kontekstu, w ktérym mozna by to wszystko ulokowac¢. Zadanie
wykonat Ern st Zermelo, ktéry musiat uciec sie do cie¢ w formie
pewnych z a k a z 6 w Nie dozwala sie tworzenia pewnego rodzaju
konstrukcji, co uwalnia system aksjomatyczny od znanych antynomii.
System ten ogranicza arbitralnie nasze myslenie i nie jesteSmy
pewni, czy miesci w sobie wsystkie prawdy, o ktdére moglibysmy pytac. Jest
to swiat przyciety adhoc do procedur. Skrepowane wymaganiami
systemu obiekty w nim umieszczone - jak wspominane peine fizycznoscxi
continuum - tracg swobode swego wewnetrznego rozwoju,

Spojrzenie w przysztos¢

Niestosownym jest pytaC o przysztos¢ matematyki w czasie kiedy na
naszych oczach padty najwieksze jej stuletnie problemy, a natezenie potoku
rezultatow matematycznych przewyzsza wszystko to co w przesziosci.
Moglibysmy tez uznaC, ze matematyka rozwineta sie juz dostatecznie i
domaganie sie statego jej rozwoju jest objawem jakiejs obsesji. Dlaczego tak
nam na matematyce zalezy? Czy na twierdzeniach, ktére gdy zyskajg dowod,
zyskujg status szacownych przedmiotow kolekcji? Czy chodzi moze raczej
na utrzymaniu napiecia myslowego, tego niepokoju, ktéry towarzyszy pytaniu



matematycznemu. Nepokdj matematyczny - jego natezenie - daje nam
poczucie zywotnosci myslowej. Ale, jesli ktos nas zapyta o kierunek
poszukiwan matematycznych, nie odpowiadamy. Matematykg jest zaréwno
wielkie twierdzenie Fermata jak i hipoteza Poincare'go. Nie odpowidziatby tez
Filozof, ktory wedtug Arystotelesa ma wyrecza¢ matematykéw w wyborze
drogi. A zatem, jakies pytanie sie pojawia.

Schodzgce ze sceny pokolenie, widzac obecny nieukierunkowany rozwdj
matematyki zapytuje, czy nie moze sie ona obréci¢ ku czemus, czego nie
chcielibysmy widzie¢ jako matematycznosci. Nie znajdujemy w wielu nowych
poszukiwaniach tego kolorytu metafizycznosci, ktory towarzyszyt dawnym
"liczbom i figurom". Patrzac na wiele nowych dyscyplin matematycznych
widzimy je jako gorszego gatunku. Oczekiwania nie sg tak silne jak dawnie;.
Nie spodziewa sie wiele po matematyce przyrodoznawstwo.

Nauki przyrodnicze tez przestaty by¢é hojne w problemy. To dzieki nim
matematyka rozszerzata sie o nowe pola badan i rozwijata sama siebie. Nie
zaspakaja tej potrzeby zmatematyzowana krancowo fizyka, ktéra siega petng
garécig do gotowych formalizmow, przez co jej problemy sg w wiekszosci
wtornymi  problemami  matematycznymi. Niezalezny od zawczasu
przygowanej matematyki wglad w mikroswiat mogtby poszerzy¢ matematyke,
ale tak sie nie dzieje.

Utrzymujgce sie obecnie natezenie potoku odkry¢ matematycznych
zawdzieczamy catemu, nie do konca wykorzystanemu, zasobowi srodkéw,
ktore znajdujg dla siebie pokarm wsrod probleméw  juz  dawniej
postawionych. Nie myslimy, by ten zaséb srodkow i probleméw zostat w
ciggu bliskich pokolen wyczerpany. Ten zamkniety sam wc sobie obszar
nazwalismy matematykg samolubng. Matematyka zawsze miata swoj nurt
samolubny, ale obecne jej "liczby i figury" sa odlegte od bezposredniego
odczuwania i zrodta zmystowego. Poktady wzorcow, w ktore matematyka tak
dotad sie bogacita, wyczerpujg tak jak wyczerpujg sie kopaliny. Silny jak
dawniej jest trend arytmetyzacyjny. Rozmaitosci euklidesowych nie mozemy
juz widzie¢ bez metryk Riemanna, ktore im dotad jedynie towarzyszyty i bez
tak zwanej geometryzacji (bedacej w istocie arytmetyzacjg) w postaci
potokdw Ricciego. Moznaby zatem zapytaC. czy rozstrzygnieta zostata
hipoteza Poincare'go, czy rozwigzany zostat problem arytmetyczny. Ale
problemy sg postawione i b | i s k a przysztos¢ matematyki jest
przewidywalna.

Daleka przysztosC jednak nie zalezy od matematyki. Bardziej moze od
tego, czy matematycy potrafig odpowiedzie¢ na pytanie c ze g o od
matematyki ¢ h ¢ g ? Czy chcg zachowac splendid isolation wobec nauk?
Oto nauki przyrodnicze w swoim szalonym rozwoju wystepujg ze swoich
brzegow. Nie liczy na matematyke biologia. Odetnie sie wkrotce od wptywow



matematycznych fizyka. Wiec, czy nie lepiej pozwoli¢ tym naukom na
samodzielny byt niz uczestniczy¢ z nimi — nie oszczezajmy stow - w
zapowiadajgcym sie barbarzynskim wyscigu po fakty. Sptacilismy juz dtug
naukom przyrodniczym.

Jesli tak, to tym bardziej trzeba zadba¢ o samg matematyke. Znamy jej
stabosci | nie chcemy gonic w niej ku kazdemu celowi nie
podporzadkawanemu naszym metafizycznymm oczekiwaniom. | napetniaé
sie prawdami nie majgcymi nic wiecej do powiedzenia poza tym, ze sg
prawdami. Liczymy na nasze poczucie metafizycznosci i na wbudowane w
nas w ewolucyjnym rozwolu intuicje, ktére oceniajg rowniez wartos¢ prawd.
Oparte na intuicjach oczekiwania uchronia nas przed vacuum, ktérego
bardziej obawiamy sie niz sprzecznosci.

Autorzy i rozmowcy, na ktorych autor sie (nie raz milczaco) powotuije:

Archimedes, Arystoteles, Sir Michael Atiyah, Issac Barrow, Saul Bellow,
Bergson, Jan Bernoulli, Bernoulliowie, Andriej Bietyj, Alla Bloom, Bradwardin,
L.E.J. Brouwer, Nikofaj Bugajew, Calculatorowie, Georg Cantor, Augustyn
Cauchy, Bonaventura Cavalieri, Richard Dedekind, Stanislas Dehaene, Keith
Devlin, Ernest Dimnet, Eudoksos, Stanislas Dehanae, Euklides, Leonhard
Euler, Filip — student matematyki, Focjusz, Gottlob Frege, Friedrich Gauss,
Alfred Gawronski, Kurt Goedel, Andrzej Granas, G. H. Hardy, Charles
Hermite, David Hilbert, Jerzy Janik, Karl Jaspers. Joscelin z Soissons,
Immanuel Kant, Johannes Kepler, Ojciec Kleofas, Bronistaw Knaster, Georg
Lakoff, Henri Lebesgue, Andrzej Lelek, Konrad Lorenz, Moses Mendelssohn,
Jan Mikusinski, John von Neumann, Izaak Newton, Rafael Nunez, Blaise
Pascal, Giuseppe Peano, Pitagorejczycy, Henri Poincare', Jan Potocki,
Mojzesz Presburger, Bernhard Riemann, Fredeic Riesz, Bertrand Russell,
Henryk Rzewuski (Bejla), Andrzej Schinzel, John R. Searle, Oswald
Spengler, G. E. Szitow (Gieorgij Kaciweli), Tales, Alfred Tarski, Witadystaw
Tatarkiewicz, Teodoros z Kyreny, Eckhart Tolle, Torricelli, Hermann Weyl,
Alexander lIsrael Wittenberg, Ludwig Wittgenstein, Zenon z Elei, Ernst
Zermelo.



