JERZY MIODUSZEWSKI

Twierdzenie Cantora-Bernsteina
— znany dowod zapisany inaczej

Wspdlczesna matematyka dostarcza pojec, ktére pozwalaja na proste przedstawienie wiclu
rozumowan, nawet jezeli nie zmienia si¢ ich istoty. Takim jest jeden z dowodow twierdzenia
Cantora-Bernsteina o porownywaniu liczebnosci zbiorow.

1 . Ustalenie znaczenia kilku znanych poje¢. Niech f bgdzie odwzorowaniem zbioru .\
w siebie. Dla punktu x tego zbioru rozwazmy ciag
(¢Y) X 0, 0, . 16, .
wartosci kolejnych iteracji /”'(x) dla tego punktu. Jesli odwzorowanie f jest roznowartosciowe
(co bedziemy juz do konca zakladac), tj. takie, ze z f(u) = f(v) wynika zawsze u=v, to mozliwe
bywa przedluzanie ciggu (1) wstecz, jesli punkt x jest wartosciag odwzorowania w jakims innym
punkcie; tego rodzaju punkt moze by¢ — wobec réznowartosciowosci — tylko jeden. Powstaje
orbita punktu x. Przedluzanie wstecz moze si¢ po pewnej liczbie iteracji zakonczy¢, bo nie

_u;kladamy, ze odwzorowanic / jest odwzorowaniem zbioru X na sicbie. S—: il
? Przypadek 1. — orbita majaca poczqtek. we nest
Moze si¢ wszakze zdarzy¢, ze orbita nic ma poczatku. Wtedy sa mozliwe dwa przypadki: Aes =
i

Przypadek 2. — orbita zamyka sig¢ 1 jest wtedy skonczona — bedzie tak, jesli f(x) =x dla pary
pewnego 7, .

Przypadek 3. — orbita jest w obie strony otwarta b¢dac w obie strony nieskonczona.

Orbity (odwzorowan réznowartosciowych) nie maja samoprzeci¢C i sa jako zbiory — rozlacz-
ne, jesli nie sg identyczne. Odwzorowanie f/ przeprowadza kazda z orbit w siebie przesuwajac
ich punkty o jedna iterate, z tym ze kazda z orbit typu 2. i typu 3. przechodzi przy odwzorowaniu
/ na siebie; orbity typu 2. 1 3. stanowig zbiory, ktore nazywamy niezmienniczymi.

Wszystkie trzy rodzaje orbit i ich zachowanie przy odwzorowaniu f zilustrowane s3 na
rysunku 1.

N e

)

Rys. 1. Orbity odwzorowania roznowartosciowego L207
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2 . Niech 4 i B beda dowolnymi zbiorami. Twierdzenie Cantora-Bernsteina orzeka, ze
majqc odwzorowanie roznowartosciowe zbioru A w zbior B i odwzorowanie réznowartoSciowe
zbioru B w zbior A, mozna zbudowaé odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne miedzy tymi
zbiorami, tj. odwzorowanie réznowartosciowe jednego zbioru na drugi.

Wystarczy mie¢ na uwadze sytuacje, kiedy jeden ze zbiorow, zalézmy ze B, jest zawarty
w drugim, Bc 4, bo dla prawdziwosci twierdzenia jest bez znaczenia, czy rozwazamy zbior
B, czy — bedacy z nim w odpowiednios$ci wzajemnie jednoznacznej jego obraz zawarty w A.
Dilatego twierdzenie wypowiada si¢ prosciej: jesli BcA, to majgc odwzorowanie réznowar-
tosciowe f zbioru A w zbior B, mozna zbudowaé odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne
zbioru A na zbior B.

D ow 6 d. Odwzorowanie f jest (wobec Bc A) odwzorowaniem zbioru A4 w siebie. Orbity
odwzorowania f majace poczatek poza zbiorem B, poddajmy przesunigciu o jedna pozycje
tj. poddajmy odwzorowaniu f. Obraz orbity znajdzie si¢ w ten sposob catkowicie w zbiorze B.
Punkty innych orbit — te leza cale w zbiorze B — pozostawmy na miejscu. Dostajemy odwzorowa-
nia o wartosciach w zbiorze B, réznowartosciowe na kazdej orbicie z osobna, a wigc — wobec
rozlacznosci orbit — skladajace si¢ na odwzorowanie réznowartosciowe zbioru A, ktérego obra-
zem jest zbior B (bo kazdy element B nalezy do pewnej orbity); p. rysunek 2.

A

Rys. 2. Odwzorowanie polega na ,,wepchnigciu” do zbioru B orbit wystajacych poza B

3 . Dowdd jest zakonczony, ale dla wyrazistosci zapiszmy uzyskane odwzorowanie wzajem-
nie jednoznaczne A na B —oznaczmy je przez h— w postaci ogolnie przyjetej. Mamy

f(x) dlapunktow x na orbitach majacych poczatki poza B,

@ hx)= .
x dla pozostalych punktéw x.

Odwzorowanie A zostalo okreslone w sposob efektywny przez podanie wzorami jego warto-
$ci w punktach, zaleznie od tego gdzie te punkty leza i jakie warto$ci ma w nich dane odwzorowa-
nie /. Podane okreslenie poszukiwanego odwzorowania /4 nie jest jedynym mozliwym, np. dla
punktéow x na orbitach zamknietych i dla punktéw x na orbitach rozciagajacych si¢ w obie
strony, tj. na orbitach typu 2. i 3., mozna réwnie dobrze przyja¢ h(x) = x jaki h(x) = f(x). Jest tak
dlatego, ze orbity te leza calkowicie w B i sq zbiorami niezmienniczymi odwzorowania f.

Oznaczmy przez M zbiér punktow x zbioru A lezacych na orbitach majacych poczatki poza
B. Jest to zbiér, na ktérym odwzorowanie # dane wzorem (2) jest rtowne odwzorowaniu f. Jesli
powiekszymy zbiér M do zbioru M’ przez dodanie do M ilukolwiek orbit sposrod tych, ktére
sq badz zamkniete badZ otwarte w obie strony, to — jak zauwazyliSmy — odwzorowanie 4’ réwne

f na M' ipoza tym tozsamosciowe jest rowniez odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym
zbioru 4 na B.
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Dolaczajac do M wszystkie orbity typow 2. i 3. dostaniemy najwigkszy sposrod zbiorow A1’
na ktéorym poszukiwane odwzorowanic wzajemnie jednoznaczne moze by¢ okreslone jako /. Nie
moze by¢ ono jednak okreslone jako rowne f na orbitach majacych poczatki w punktach zbioru
B—f(A).

4. Mowimy, ze zbiory X i Y sa rownej mocy, co zapisujemy symbolem X =Y, jesli te
zbiory mozna odwzorowac na siebie wzajemnie jednoznacznic. Piszemy X <Y, jesli zbior X
ma odwzorowanie roznowartosciowe w zbior Y. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika, ze

(3) A<Bi B<A=—>A=B

Ten wniosek nie ma pelnej sily twierdzenia, bo (3) orzeka jedynie o istnieniu odwzorowania
wzajemnie jednoznacznego migdzy A4 1 B, nie moéwiac nic o sposobie jego konstrukcji za
pomoca odwzorowan realizujacych nierownosci. Dla poczatkujacych tak wypowiedziane twier-
dzenic moze by¢ powodem nieporozumien, jesli symbolowi przypisywac wlasnosci zwyklej sla-
bej nieréwnosci.

5 . Twierdzenie sformulowal Cantor. Pierwszy dowdd podal Felix Bernstein (1908). Znane
ksiazkowe dowody — por. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, Warszawa 1962,
G. Birkhoff i S. MacLane, Przeglqd algebry wspélczesnej, Warszawa 1960, Y. N. Moschovakis,
Notes on set theory, Springer 1994 i in. — maja swe zrodlo w dawnych dowodach Bernsteina,
Koeniga i Zermeli. Zamieszczony tu dowod jest innym zapisem tych dawnych dowodow, o kto-
rych mozna wigcej dowiedzie¢ si¢ w artykule R. Mariki i A. Wojciechowskiej, O dwoch twierdze-
niach Cantora, Wiadomosci Matematyczne 25 (1984), 191-198.

Mimo zwigzlosci przedstawionej nowej wersji tych dowodéw, nie mozna twierdzic, ze i ta
wersja jest pozbawiona elementu niespodzianki. J. E. Littlewood w A mathematician’s miscellany
(st=—14{ wyd. ros., str. 14) pisze o swoistej elegancji rozumowan na zbiorach, w ktorych korzysta
si¢ nie z wiedzy lecz z pomyslu, w ktérych wystarczy widzenic zbioréw w oparciu o zdrowy
rozsadek. Tego rodzaju rozumowania skladaja si¢ na dyscypling nazywana kombinatorykq mno-
gosciowq. Dowod twierdzenia Cantora-Bernsteina moze stuzy¢ jako wstepny krok do tej dyscy-
pliny.

6 . Przesledzmy na dwéch prostych przykladach efektywnosc opisu odwzorowania wzajem-
nic jednoznacznego mig¢dzy zbiorami 4 i B danego wzorem (2).

(a) Odcinek z oboma koncami jest rownoliczny z odcinkiem z jednym koncem. Niech bedy
toodcinki 4 =[0,1] i B=[0.1). Mamy Bc A. Wezmy pod uwag¢ odwzorowanie jednokrotne
przeprowadzajace odcinek [0,1] na odcinek [0]7 przez podobicristwo /(x) =%. Mamy
f(A)cB. Réwnolicznos¢ migdzy 4 =[0,1] i B =[0,1) daje — zgodnie ze wzorem (2) — odwzo-
rowanie /4, ktore jest wszedzie tozsamosciowe na odcinku [0,1] z wyjatkiem punktéw ciagu
1L, —}4-..4., bedacego orbitg punktu 1, ktory jest przez odwzorowanie /4 przesuwany o jedno

2
miejsce; p. rysunck 3.
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(b) Odcinek z koricami jest réwnoliczny z sumq dwu podobnych mu odcinkéw roztqcznych. Zre-
prezentujmy odcinek jako zbiér A = [0,1], a sume dwu odcinkéw jako zbiér B = [0, —%] v {—23—, l].
Mamy Bc 4. Wezmy pod uwage odwzorowanie roznowartoéciowe przeprowadzajace punkt x
prostej w punkt /(x)=%. Mamy f(4)cB. Réwnoliczno$¢ miedzy A4 i B daje — zgodnie ze
1 2

317 3 na

wzorem (2) — odwzorowanie 4, ktore przeprowadza przez podobienstwo odcinki li

odcinki [3%, 3—1,—} wszgdzie poza tym bedac tozsamoscia; p. rysunek 4.
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Wydaje sig, ze nie ma prostszych sposobow ustalenia rownolicznosci zbioréw z przyktadow
(a) 1 (b) niz te, ktore daje wzor (2).

7. Przeprowadzony dowéd pozwala na wyciagnigcie wniosku znanego jako twierdzenie
Banacha (1924), ktore przy tych samych zalozeniach co twierdzenie Cantora-Bernsteina dopo-
wiada, ze istnieja (wtedy) rozbicia zbioru 4 na zbiory M i N oraz zbioru B na zbiory P i Q
takie, ze M jest réwnolicznez P i N jest rownoliczne z Q. Przeprowadzony dowdd (przy
nadal utrzymywanej nie ograniczajacej ogolnosci umowie, ze AcB) daje tego rodzaju rozbicie:
za zbidr M wystarczy wzia¢ tak samo dotad oznaczana, a mianowicie przez M, sume orbit
odwzorowania [ zaczynajacych si¢ poza B i przyja¢é N=A-B, P=f(M) i Q=B- -f(M).
Widzimy, ze czg$¢ M zbioru A przechodzi na czgs¢ P zbioru B za pomoca odwzorowania i
wzajemnie jednoznacznie, a czgsci N i Q sa réwne (jesli zauwazy¢, ze B— f(M) = B—M).

A

Rys. 5

Twierdzenie Banacha implikuje w oczywisty sposéb twierdzenie Cantora-Bernsteina, kt6-
re czgsto bywa dowodzone wlasnie via twierdzenie Banacha. Nie twierdzimy, ze jest na odwrot,
bo twierdzenia Banacha nie wyprowadzili$my z twierdzenia Cantora-Bernsteina, lecz z prze-
slanek przeprowadzonego dowodu. Twierdzenie Banacha nie jest konieczne dla dowodu twierdzenia
Cantora-Bernsteina, chociaz pozwala lepiej uwydatnié jego tre$¢. Dla uzyskania postulowa-
nego w nim rozbicia mozna réwnie dobrze poshuzy¢ si¢ zbiorem M jak i ktorymkolwiek ze
zbioréw M’ rozwazanych w rozdziale 3.
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8. Na zbiory niezmiennicze odwzorowania mozna patrzec jako na punkty stale stowarzy-
szonego z nim odwzorowania wielowartosciowego przyporzadkowujacego zbiorom ich obrazy.
Na zbiér M z tezy twierdzenia Banacha mozna patrze¢ jak na punkt staly odwzorowania przypo-
rzadkowujacego podzbiorowi X zbioru 4 zbiér p(X) =A - (B-f(X)). Dla zbioru M przytacza-
my sprawdzenie: ¢(M) =M, bo B—f(M) = B-M, skad ¢(M) = A—(B—M) =M. Podobnie jest
dla zbioréw M’ wspomnianych w 3. Jakkolwiek interpretacja twierdzenia Banacha jako twier-
dzenia o punkcie stalym jest spotykana czgsto w literaturze, to nie jest ona konieczna, a juz tym
bardziej nie jest potrzebne powolywanie si¢ na twierdzenie o istnieniu punktow stalych w postaci
lematu Knastera, ktory orzeka, ze odwzorowania niemalejqce monotoniczne zbioru czesciowo
uporzqdkowanego majqcego punkt koricowy majq punkty stale; przypadek nas tu interesujacy to
podzbiory zbioru A uporzadkowane przez inkluzje i okre$lone na tych podzbiorach odwzorowa-
nie ¢. W przedstawionym w punkcie 2 dowodzie punkty stale pojawily sig, ale byly otrzymane
przez podanie wzoru i jakikolwiek dowéd ich istnicnia nic jest potrzebny. Znaczenic lematu Kna-
stera polega na innych jego zastosowaniach.

9 . Zamieszczony w punkcie 2. dowdd twierdzenia Cantora-Bernsteina autor przedstawia od
przynajmniej kilkunastu lat na wykladzie ,,Wstepu do matematyki” na I roku studiow. Przeszlo
rok temu autor przeslal ten dowod Redakeji Matematyki, ale Redakcja znalazla ten rodzaj dowo-
du u znanego matematyka belgijskiego Papy’ego (Mathématique moderne. Premier volume. Par
Papy avec Frédérique Papy, Marcel Didier, Editeur, Bruxelles—Paris 1964).

Po pewnym namysle autor postanowil mimo to upowszechni¢ ten dowod w przekonaniu, ze
moze si¢ on przydac studiujacym. Komentarze nastepujace po wlasciwym dowodzie twierdzenia
Cantora-Bernsteina nie bylyby konieczne, jesliby nie to, ze wokol tego twierdzenia i jego dowo-
déw naroslo z uplywem czasu wiele logicznych uwikla.
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