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Definicja 1
Funkcje C: [0,1]%> — [0, 1] nazywamy koniunkcja rozmyta, gdy dla kazdych
x, ¥,z € [0, 1] spetnione s3 nastepujace warunki:
(C1) C(x,y) < C(z,y) dla x < z, czyli C(+,y) jest niemalejaca,
(C2) C(x,y) < C(x,z)dlay <z, czyli C(x,-) jest niemalejaca,
(C3) €(0,1) =0= C(1,0) oraz C(1,1) =1.
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Definicja 1
Funkcje C: [0,1]%> — [0, 1] nazywamy koniunkcja rozmyta, gdy dla kazdych
x, ¥,z € [0, 1] spetnione s3 nastepujace warunki:
(C1) C(x,y) < C(z,y) dla x < z, czyli C(+,y) jest niemalejaca,
(C2) C(x,y) < C(x,z)dlay <z, czyli C(x,-) jest niemalejaca,
(C3) €(0,1) =0= C(1,0) oraz C(1,1) =1.

Definicja 2

Funkcje T: [0,1]*> — [0, 1] nazywamy norma tréjkatng (w skrécie t-norma), gdy dla
kazdych x,y, z, y1,y» € [0,1] spetnione sa nastepujace warunki:

(T1) T(x,y) = T(y,x), (przemiennosc¢)
(T2) T(x, T(y,2))=T(T(x,y),2), (tacznos¢)
(T3) »1 <y2= T(x, 1) < T(x,)2), (monotoniczno$¢)
(T4) T(x,1) = x. (element neutralny 1)
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Definicja 3

Funkcje S: [0,1]> — [0, 1] nazywamy konorma tréjkatna (w skrécie t-konorma), gdy dla
kazdych x,y,z,y1,y» € [0, 1] spetnione s3 nastepujace warunki:

(S1) S(x,y) = S(y,x), (przemiennosc)
(S2) S(x,S(y,z)) = S(S(x,y), 2), (tacznosc)
(S3) y1 < y2= S(x,y1) < S(x,y2), (monotonicznosé)
(54) S(x,0) = x. (element neutralny 0)
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Definicja 3

Funkcje S: [0,1]> — [0, 1] nazywamy konorma tréjkatna (w skrécie t-konorma), gdy dla
kazdych x,y,z,y1,y» € [0, 1] spetnione s3 nastepujace warunki:

(S1) S(x,y) = S(y,x), (przemiennosé)

(52) S(X,S(y,z)) = S(S(Xa_y)7z)7 (lqcznoé(:)

(S3) y1 <yo = S(x,y1) < S(x,y2), (monotonicznos¢)

(S4) S(x,0) = x. (element neutralny 0)
Definicja 4

Funkcje /: [0,1]* — [0, 1] nazywamy implikacja rozmyta jesli spetnia ponizsze warunki:
(I1) 1 jest nierosnaca ze wzgledu na pierwsza zmienna,
(12) I jest niemalejaca ze wzgledu na druga zmienna,
(13) 1(0,0) = /(1,1) = 1 oraz /(1,0) = 0.
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Definicja 5
Nierosnaca funkcje N: [0,1] — [0, 1] nazywamy negacja rozmyta, jesli N(0) =1,
N(1) = 0. Ponadto, negacje rozmyta N nazywamy negacja

@ Scista, gdy jest cisle malejaca i ciagta;

@ silng, gdy jest inwolucja, czyli N(N(x)) = x, dla wszystkich x € [0, 1].
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Definicja 6
Funkcje D : [0,1]* — [0, 1] nazywamy Rozmyta Kreska Sheffera gdy dla kazdych
x,y,z € [0, 1] spetnione s3 nastepujace warunki:
(D1) D(x,z) > D(y,z) dla x <y, czyli D(-, z) jest nierosnaca,
(D2) D(x,y) > D(x,z) dla y < z, czyli D(x,-) jest nierosnaca,
(D3) D(0,1) = D(1,0) =1 oraz D(1,1)=0.
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Definicja 6
Funkcje D : [0,1]* — [0, 1] nazywamy Rozmyta Kreska Sheffera gdy dla kazdych
x,y,z € [0, 1] spetnione s3 nastepujace warunki:
(D1) D(x,z) > D(y,z) dla x <y, czyli D(-, z) jest nierosnaca,
(D2) D(x,y) > D(x,z) dla y < z, czyli D(x,-) jest nierosnaca,
(D3) D(0,1) = D(1,0) =1 oraz D(1,1)=0.

Definicja 7
Niech D bedzie Rozmyta Kreska Sheffera.
i) Funkcje N} zdefiniowana nastepujaco Np(x) = D(x,1) dla wszystkich x € [0,1]
nazywamy lewg negacja D.
i) Funkcje N zdefiniowanga nastepujaco Np(x) = D(1, x) dla wszystkich x € [0, 1]
nazywamy prawg negacja D.
iii) Funkcje Ng zdefiniowana nastepujaco Ng(x) = D(x, x) dla wszystkich x € [0,1]
nazywamy diagonalng negacja D.
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Przyktady Rozmytych Kresek Sheffera
Q Dum(x,y)=1- Tm(x,y) =1 —min{x,y} = max{l —x,1 -y}
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Q Dum(x,y)=1- Tm(x,y) =1 —min{x,y} = max{l —x,1 -y}
Q@ Dik(x,y)=1— Tik(x,y) =1—max{x+y —1,0} =min{2 — x —y,1};
Q De(x,y) =1-Te(x,y) =1—xy;
Q Di(x,y) =1—-G(x,y) =1 - (x)~.
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Przyktady Rozmytych Kresek Sheffera
Q Du(x,y)=1- Tm(x,y) =1—min{x,y} = max{l — x,1 — y};
Q@ Dik(x,y)=1— Tik(x,y) =1—max{x+y —1,0} =min{2 — x —y,1};
Q De(x,y) =1-Te(x,y) =1—xy;
Q Di(x,y) =1-CG(x,y) =1 - (xy)~

Wykresy Przyktadowych Rozmytych Kresek Sheffera

Rysunek: Wykresy Dy, Dk, Dp, DF3,.
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Wtasnosci Rozmytej Kreski Sheffera Charakteryzacja Rozmytej Kreski Sheffera

Twierdzenie 8
Niech D : [0,1]*> — [0,1] bedzie binarnym operatorem. Wtedy nastepujace warunki sa
réwnowazne:

i) D jest Rozmyta Kreska Sheffera.

ii) Istnieje taka rozmyta koniunkcja C oraz Scista negacja rozmyta N, ze
D(x,y) = N(C(x,y)) dla wszystkich x,y € [0, 1].
Ponadto, w tym przypadku C(x,y) = N7*(D(x,y)).
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Wtasnosci Rozmytej Kreski Sheffera Charakteryzacja Rozmytej Kreski Sheffera

Wazne réwnania

(D4) D(D(x,x), D(x,x)) = x, dla wszystkich x € [0, 1];

(D5) D(1,x) = D(x,x), dla wszystkich x € [0,1] (Np = N2);
(D6) D(x,y) = D(y,x), dla wszystkich x,y € [0, 1];
(

D7) D(x, D(D(y, 2), D(y, 2))) = D(D(D(x, ¥), D(x, ¥)), 2). dla wszystkich
x,y,z € [0,1].

Warto zauwazy¢, ze warunek (D4) oznacza, ze NG silng negacja rozmyta.
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Wtasnosci Rozmytej Kreski Sheffera Charakteryzacja Rozmytej Kreski Sheffera

Wazne réwnania
(D4) D(D(x,x), D(x,x)) = x, dla wszystkich x € [0, 1];
(D5) D(1,x) = D(x,x), dla wszystkich x € [0,1] (Np = N2);
(D6) D(x,y) = D(y,x), dla wszystkich x,y € [0, 1];
(D7) D(x,D(D(y, z),D(y,z))) = D(D(D(x,y), D(x,y)), z), dla wszystkich
x,y,z €[0,1].

Warto zauwazy¢, ze warunek (D4) oznacza, ze NG silng negacja rozmyta.

Twierdzenie 9

Niech T bedzie t-norma a N niech bedzie silng negacja. Operator D := N o T spetnia
wszystkie warunki (D1)-(D7) wtedy i tylko wtedy T = Ty = min.
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Wiasnosci Rozmytej Kreski Sheffera IRl Rt

Twierdzenie 10

Niech D bedzie Rozmyta Kreska Sheffera spetniajaca warunek (D4). Wtedy funkcja
T:[0,1)*> — [0,1] zdefiniowana nastepujaco

T(x,y) = D(D(x,y),D(x,y)),  x,y€][0,1]

Jest t-norma wtedy i tylko wtedy, gdy D spetnia dodatkowo (D5), (D6) oraz (D7).

(1)
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Wiasnosci Rozmytej Kreski Sheffera IRl Rt

Twierdzenie 10

Niech D bedzie Rozmyta Kreska Sheffera spetniajaca warunek (D4). Wtedy funkcja
T:[0,1)*> — [0,1] zdefiniowana nastepujaco

T(x,y) = D(D(x,y),D(x,y)),  x,y€][0,1] (1)

Jest t-norma wtedy i tylko wtedy, gdy D spetnia dodatkowo (D5), (D6) oraz (D7).

Twierdzenie 11

Niech D bedzie Rozmyta Kreska Sheffera spetniajaca warunek (D4). Wtedy funkcja
S:[0,1]*> — [0, 1] zdefiniowana nastepujaco

S(X7Y):D(D(X7X)7D(Ya}/))7 X,yE[O,].] (2)

Jest t-konorma wtedy i tylko wtedy, gdy D spetnia dodatkowo (D5), (D6) oraz (D7).

Piotr Helbin Rozmyta Kreska Sheffera 25 IX 2018 11/17




Wiasnosci Rozmytej Kreski Sheffera IRl Rt

Twierdzenie 12

Niech D bedzie Rozmyta Kreska Sheffera. Wtedy funkcja I: [0,1]> — [0, 1] zdefiniowana
nastepujaco

I(x,y) = D(x,D(y,y)),  x,y€][0,1], (3)
jest implikacja rozmyta.
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Wiasnosci Rozmytej Kreski Sheffera IRl Rt

Twierdzenie 12

Niech D bedzie Rozmyta Kreska Sheffera. Wtedy funkcja I: [0,1]> — [0, 1] zdefiniowana
nastepujaco

I(x,y) = D(x,D(y,y)),  x,y€][0,1], (3)
jest implikacja rozmyta.

Twierdzenie 13
Niech D bedzie Rozmyta Kreska Sheffera. Wtedy funkcja I: [0,1]> — [0, 1] zdefiniowana
nastepujaco

I(x,y) = D(x,D(x,y)),  x,y €[0,1], (4)
spetnia (12) oraz (13).
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Generatory Rozmytej Kreski Sheffera [NV NS S

Twierdzenie 14
Dla funkcji T: [0,1]> — [0, 1] nastepujace warunki sa réwnowazne:
@ T jest t-normga ciggta archimedesowa (T (x,x) < x, dla wszystkich x € (0,1)).

@ T ma ciagty addytywny generator, tzn. istnieje taka funkcja ciagta scisle malejaca
f:[0,1] — [0, 0] spetniajaca f(1) = 0, ktéra jest jednoznaczna z doktadnoscia do

mnozenia przez stata dodatnia, ze

T(x,y) = f(min(f(x) + f(y).f(0))),  x,y €[0,1]. (5) |

251X 2018  13/17
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Generatory Rozmytej Kreski Sheffera [NSIUISE)

Definicja 15

Niech f: [0,1] — [0, co] bedzie taka funkcja nierosnaca, ze f(0) = oo i f(1) = 0 oraz
niech g: [0, 00] — [0, 1] bedzie taka funkcja niemalejaca, ze g(0) = 0 i g(o0) = 1. Wtedy
funkcje Dy 4: [0,1]° — [0, 1] zdefiniowana nastepujaco

Drg(x,y) = g(f(x) + f(y)), x,y €[0,1],

nazywamy (f, g)— Kreska Sheffera. W tym przypadku pare (f, g) nazywamy para
addytywnych generatoréw Dr .
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Generatory Rozmytej Kreski Sheffera [NSIUISE)

Definicja 15

Niech f: [0,1] — [0, co] bedzie taka funkcja nierosnaca, ze f(0) = oo i f(1) = 0 oraz
niech g: [0, 00] — [0, 1] bedzie taka funkcja niemalejaca, ze g(0) = 0 i g(o0) = 1. Wtedy
funkcje Dy 4: [0,1]° — [0, 1] zdefiniowana nastepujaco

vag(x>y):g(f(x)+f(y))7 X7y6[0>1]a

nazywamy (f, g)— Kreska Sheffera. W tym przypadku pare (f, g) nazywamy para
addytywnych generatoréw Dr .

Przyktad 16

0, x=0
1, x>0

oo, x<1 oraz g(x)

raz X) =
0, x=1°"%¢
0, (x,¥)=(1,1)
1, pp.

. Wbweczas

Niech f(x) = {

Jest maksymalng Rozmyta Kreska Sheffera.

Dfﬁg(va) = {
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Generatory Rozmytej Kreski Sheffera [IVZEENeES]

Twierdzenie 17

Niech (f,g) bedzie parg addytywnych generatoréw. Wéwczas Dr 4 jest Rozmyta Kreska
Sheffera.

Piotr Helbin Rozmyta Kreska Sheffera 25 IX 2018 15 /17



Generatory Rozmytej Kreski Sheffera [IVZEENeES]

Twierdzenie 17

Niech (f,g) bedzie parg addytywnych generatoréw. Wéwczas Dr 4 jest Rozmyta Kreska
Sheffera.

Twierdzenie 18

Niech (f,g) bedzie taka para addytywnych generatoréw Ds 4, Ze g jest funkcja scisle
rosnaca i ciagta oraz N jest negacja rozmyta Scista. Wtedy nastepujace zdania sa
réwnowazne:
i) N7'o Dr, jest t-norma.
i) f=g toN.
W tym przypadku

Den(x,y) = glg '(N(x))+ g *(N(y))),  x,y€[0,1].
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Generatory Rozmytej Kreski Sheffera [IVZEENeES]

Twierdzenie 19

Niech g: [0,00] — [0, 1] bedzie funkcja scisle rosnaca i ciagta oraz niech N bedzie
negacja rozmyta scista. Wtedy nastepujace zdania sa réwnowazne:

i) Dg,n spetnia (D4).
1 8
ii) Istnieje taki automorfizm @ [0,1]* — [0,1], ze N(x) = g (L;)‘P())) gdzie
(Ne)o(x) = o711 — ¢(x)), dla dowolnych x € [0, 1].
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Generatory Rozmytej Kreski Sheffera [IVZEENeES]

Twierdzenie 19
Niech g: [0,00] — [0, 1] bedzie funkcja scisle rosnaca i ciagta oraz niech N bedzie
negacja rozmyta scista. Wtedy nastepujace zdania sa réwnowazne:

i) Dg,n spetnia (D4).

£ ((N0) ()

ii) Istnieje taki automorfizm @ [0,1]* — [0,1], ze N(x) = g ( 3 ) gdzie

(NQ)o(x) = ¢ (1 — ¢(x)), dla dowolnych x € [0,1].

Twierdzenie 20

Niech g: [0,00] — [0, 1] bedzie funkcja scisle rosnaca i ciagta oraz niech N bedzie
negacja rozmyta scista. Wtedy Dy n nigdy nie spetnia warunku (D5).
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Koniec

Dziekuje za uwage!
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