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Algebra Boole'a

Niech L =< L,∩,∪, 0, 1,¬ > b¦dzie algebr¡ Boole'a (z porz¡dkiem

x ≤ y ⇔ x ∪ y = y , x , y ∈ L).

Implikacj¦ x → y de�nujemy jako

x → y = ¬x ∪ y (1)

x → y = max{t ∈ L : x ∩ t ≤ y}, (2)

Wzory (1) oraz (2) s¡ w algebrze Boole'a równowa»ne.

Katarzyna Mi± Schematy i reguªy wnioskowania w logice rozmytej



Schematy wnioskowania
Zªo»enia relacji rozmytych

Uogólniony sylogizm hipotetyczny
Dalsze badania

(¬A→ B) ∧ ¬B
∴ A

Prawo redukcji do absurdu

W L, korzystaj¡c z rozdzielno±ci, mamy

(¬x → y) ∩ ¬y = (¬¬x ∪ y) ∩ ¬y = (x ∪ y) ∩ ¬y
= (x ∩ ¬y) ∪ (y ∩ ¬y) = x ∩ ¬y ∪ 0

= x ∩ ¬y ≤ x

(¬x → y) ∩ ¬y ≤ x
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Schematy wnioskowania w logice rozmytej

∩ t-norma

¬ negacja rozmyta

→ implikacja rozmyta
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De�nicja 1

Funkcj¦ I : [0, 1]2 → [0, 1] nazywamy implikacj¡ rozmyt¡, je±li dla

x , x1, x2, y , y1, y2 ∈ [0, 1] speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki.

(I1) x1 ≤ x2 ⇒ I (x1, y) ≥ I (x2, y),

(I2) y1 ≤ y2 ⇒ I (x , y1) ≤ I (x , y2),

(I3) I (1, 1) = 1, I (0, 0) = 1, I (1, 0) = 0.

De�nicja 2

Mówimy, »e implikacja rozmyta I speªnia wªasno±¢

lewostronnego elementu neutralnego, je»eli

I (1, y) = y , y ∈ [0, 1]. (NP)
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Przykªad 1

Implikacja �ukasiewicza

ILK(x , y) = min{1, 1− x + y}, x , y ∈ [0, 1]

Implikacja Gödla

IGD(x , y) =

{
1, x ≤ y

y , x > y
, x , y ∈ [0, 1]

Implikacja Reichenbacha

IRC(x , y) = 1− x + xy , x , y ∈ [0, 1]

Implikacja Fodora

IFD(x , y) =

{
1, x ≤ y

max{1− x , y}, x > y
, x , y ∈ [0, 1].
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De�nicja 3

Funkcj¦ malej¡c¡ N : [0, 1]→ [0, 1] nazywamy negacj¡ rozmyt¡,

je±li N(0) = 1, N(1) = 0. Ponadto, wyró»niamy m.in.

(i) ±cisª¡, je±li jest ±ci±le malej¡ca i ci¡gªa,

(ii) siln¡, je±li jest inwolucj¡, tzn. N(N(x)) = x dla x ∈ [0, 1].

De�nicja 4

Niech I b¦dzie implikacj¡ rozmyt¡. Funkcj¦ NI : [0, 1]→ [0, 1]
zde�niow¡ nast¦puj¡co

NI (x) = I (x , 0), x ∈ [0, 1] (3)

nazywamy negacj¡ naturaln¡ I lub negacj¡ indukowan¡ przez I .
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De�nicja 5

Funkcj¦ T : [0, 1]2 → [0, 1] nazywamy norm¡ trójk¡tn¡ (t-norm¡),

je»eli, dla x , y , z ∈ [0, 1], speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki.

T (x , y) = T (y , x), (T1)

T (x ,T (y , z)) = T (T (x , y), z), (T2)

T (x , y) ≤ T (x , z) dla y ≤ z , tzn. T (x , ·) jest rosn¡ca, (T3)

T (x , 1) = x . (T4)
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Przykªad 2

t-norma drastyczna

TD(x , y) =

{
0, x , y ∈ [0, 1)

min{x , y}, w przeciwnym przypadku

t-norma nilpotentne minimum

TnM(x , y) =

{
0, x + y ≤ 1

min{x , y}, w przeciwnym przypadku

t-norma �ukasiewicza

TLK(x , y) = max{0, x + y − 1}, x .y ∈ [0, 1].
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De�nicja 6

Funkcj¦ S : [0, 1]2 → [0, 1] nazywamy konorm¡ trójk¡tn¡

(t-konorm¡), je»eli, dla x , y , z ∈ [0, 1], speªnione s¡ nast¦puj¡ce

warunki.

S(x , y) = S(y , x), (S1)

S(x ,S(y , z)) = S(S(x , y), z), (S2)

S(x , y) ≤ S(x , z) dla y ≤ z , tzn. S(x , ·) jest rosn¡ca, (S3)

S(x , 0) = x . (S4)

Klement E. P., Mesiar R., Pap E.: Triangular norms. Kluwer,

Dordrecht (2000)
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Sylogizm hipotetyczny

(A→ B) ∧ (B → C )

∴ A→ C

:

T (I (x , z), I (z , y)) ≤ I (x , y), x , y , z ∈ [0, 1]

Redukcja do absurdu

(¬A→ B) ∧ ¬B
∴ A

:

T (I (N(x), y),N(y)) ≤ x , x , y ∈ [0, 1]
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Modus Ponendo Ponens

(A→ B) ∧ A

∴ B

:

T (I (x , y), x) ≤ y , x , y ∈ [0, 1]

Modus Tollendo Tollens

(A→ B) ∧ ¬B
∴ ¬A

:

T (I (x , y),N(y)) ≤ N(x), x , y ∈ [0, 1]
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Wnioskowanie przybli»one

Je»eli x jest A, to y jest B
x jest A′

y jest B ′

Je»eli x jest A1, to y jest B1

Je»eli x jest A2, to y jest B2

.............................................

Je»eli x jest An, to y jest Bn

x jest A′

y jest B ′
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Zªo»enia relacji rozmytych

B ′ = A′@R

@ = ◦
Zªo»eniowa reguªa wnioskowania (The Compositional Rule of

Inference Zadeh 1973)

B ′ = A′ ◦ R (CRI)

B ′(y) = sup
x∈X

T (A′(x),R(x , y)), x ∈ X , y ∈ Y ,

T - t-norma
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@ = C

Iloczyn Bandlera-Kohouta

B ′ = A′ / R (BK)

B ′(y) = inf
x∈X

J(A′(x),R(x , y)), x ∈ X , y ∈ Y ,

J - implikacja rozmyta
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Relacja R

Ř(x , y) =
n∨

i=1

(Ai (x) ∗ Bi (y)), x ∈ X , y ∈ Y

∗ - t-norma

R̂(x , y) =
n∧

i=1

(Ai (x)→ Bi (y)), x ∈ X , y ∈ Y

→ - implikacja rozmyta
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(CRI)

y = sup
x∈[0,1]

T (x , I (x , y)), y ∈ [0, 1] (GMP)

N(x) = sup
y∈[0,1]

T (N(y), I (x , y)), x ∈ [0, 1] (GMT)

x = sup
y∈[0,1]

T (N(y), I (N(x), y)), x ∈ [0, 1] (GRA)

I (x , y) = sup
z∈[0,1]

T (I (x , z), I (z , y)), x , y ∈ [0, 1] (GHS)
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(GHS)

I (x , y) = sup
z∈[0,1]

T (I (x , z), I (z , y)), x , y ∈ [0, 1]

x = 1

y = sup
z∈[0,1]

T (z , I (z , y))

y = 0

NI (x) = sup
z∈[0,1]

T (I (x , z),NI (z))

y = 0, x → N(x),N = NI

x = sup
z∈[0,1]

T (I (N(x), z),N(z))
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De�nicja 7

Funkcj¦ I : [0, 1]2 → [0, 1] nazywamy R-implikacj¡, je±li istnieje taka

t-norma T , »e

I (x , y) = sup{t ∈ [0, 1] : T (x , t) ≤ y}, x , y ∈ [0, 1].

Implikacj¦ I indukowan¡ z t-normy T oznaczamy IT .

De�nicja 8

Funkcj¦ I : [0, 1]2 → [0, 1] nazywamy (S ,N)-implikacj¡, je»eli

istnieje taka t-konorma S oraz taka negacja N, »e

I (x , y) = S(N(x), y), x , y ∈ [0, 1].

Je»eli N jest negacj¡ siln¡, to I nazywamy siln¡ implikacj¡ lub

S-implikacj¡.
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Twierdzenie 1

Niech T b¦dzie t-norm¡. T jest lewostronnie ci¡gªa ⇔ (T , IT )
speªnia (GHS).

Stwierdzenie 1

Niech T b¦dzie t-norm¡ lewostronnie ci¡gª¡, a T ∗ dowoln¡
t-norm¡. Wtedy para (T ∗, IT ) speªnia (GHS) ⇔ T ∗ ≤ T .
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inf
z∈[0,1]

I1(C (x , z),C (z , y)) = I2(x , y) (BK-GHS)

Twierdzenie 2

Niech F ,G : [0, 1]2 → [0, 1], G niech b¦dzie semikopuª¡ oraz niech

(F ,G ) speªnia nierówno±¢

F (x , y) ≤ F (G (x , z),G (z , y)).

Wówczas (F ,G ,F ) speªnia (BK-GHS).
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Wniosek 1

Je»eli T jest t-norm¡, to (IT ,T , IT ) speªnia (BK-GHS).

Wniosek 2

Niech T b¦dzie t-norm¡, a I2 implikacj¡ rozmyt¡. Wówczas

(I2,T , IT ) speªnia (BK-GHS) ⇔ IT ≤ I2.
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V (x , y) = inf
z∈[0,1]

I1(I2(x , z),C (z , y)), x , y ∈ [0, 1]

rozwi¡zanie innych równa« powstaªych z (BK)

przypadek wielu reguª
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦!
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